Wyklad 2.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Kontynuujemy przygotowanie do studiowania rachunku rézniczkowego funkcji wielu zmien-
nych. Wiedza juz panstwo, ze pochodna funkcji f : R" — R w punkcie xq € R" jest odwzorowa-
niem liniowym dziatajacym na wektorach zaczepionych w xy o warto$ciach w R. Jest to obiekt
nieco innego rodzaju niz wyjsciowa funkcja. Podobnie rzecz sie¢ ma z druga pochodna. Okazuje
sie, ze druga pochodna funkcji wielu zmiennych jest formg dwuliniowg na tej samej przestrzeni
wektorowej, na ktorej dziata pochodna. Zanim zatem na dobre zajmiemy sie rézniczkowaniem
funkcji wielu zmiennych, powinniémy dowiedzie¢ sie kilku rzeczy o formach dwuliniowych. Po-
dobnie jak w rachunku rézniczkowym funkcji jednej zmiennej, badanie drugiej pochodnej (a
czasami i wyzszych) jest potrzebne na przyklad do okreslania rodzaju punktéw ekstremalnych.

Definicja 1. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem R. Formg dwuliniowg na
przestrzeni V' nazywamy odwzorowanie

Q:VxV-R

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy ze swoich argumentéw, tzn. dla wszystkich vy, v9,v € V
oraz A\, \? € R spelnia warunki
Q()\lvl + N, v) = )\1@(@17 v) + )\ZQ(W; v) Q(v, Moy + )\202) = )\1@(@, v1) + )\QQ(% vy).

Moéwimy, ze forma jest symetryczna, jesli ponadto dla wszystkich vy, v € V

Q(v1, v2) = Q(va, v1),
a antysymetryczna, jesli

Q(v1, v2) = —Q(v2, v1).

Przyktad 1. Forma dwuliniowa jest iloczyn skalarny (-|-), o ktérym moéwili panstwo w poprzed-
nim semestrze. Niektore przestrzenie wektorowe, na przyktad R™, wyposazone sg w kanoniczny
iloczyn skalarny. Jesli
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Przyklad 2. W ruchu obrotowym bryty sztywnej zwiazek miedzy predkoscia katowa a energia
kinetyczng bryly wyraza sie wzorem
1 2
E = ij(p’ﬁ)w s
gdzie E oznacza energi¢, w wartos¢ predkosci katowej, a I, 7y tak zwany moment bezwladnosci
wzgledem osi o wektorze kierunkowym 7 przechodzacej przez punkt p. Moment bezwtadno-
Sci zwigzany jest z rozkladem masy wewnatrz bryty, zalezy rowniez od potozenia osi obrotu
wzgledem bryty. Nalezy oblicza¢ go oddzielnie dla kazdej osi obrotu. Okazuje sie jednak, ze
informacje o momentach bezwtadnosci danej bryty wzgledem osi o dowolnym kierunku, prze-
chodzacej przez ustalony punkt przestrzeni p przedstawi¢ mozna w postaci formie dwuliniowej

symetrycznej nazywanej tensorem bezwltadnosci. Zamiast wielkosci 1, (p,ﬁ)ch do wzoru na energie
1
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wstawi¢ nalezy Ip(w, W), gdzie tym razem I,, oznacza odpowiednig forme¢ dwuliniowg. Przy-
ktad konkretnej formy dla konkretnej bryty sztywnej pojawi sie w dalszej czesci wyktadu, kiedy
poznamy juz sposoby zapisywania form dwuliniowych. ¢

Macierz formy dwuliniowej. Wybierzmy baze e = (e, e, ..., €,) W przestrzeni wektorowej
V. Zauwazmy, ze z warunku dwuliniowosci wynika, ze forma () jest jednoznacznie okreslona
przez swoje wartosci na bazie. Istotnie, jesli

v=MNer+Ney+ -4+ Nep,  w=ple+plert -+ ple,
to
Qv,w) = Q(N'ex + Ney+ -+ N'ey, pler + e + -+ ple,) =

NQer, pler + pPey + - 4 plen) + N2Q(eg, pler + pley + -+ plen) + -+
+ N Qe,, ey + pley + -+ pue,) =

D oNQes, pler + plfeg 4+ pley) =
=1

SN (MIQ(ei, e1) + 1°Q e, e2) + - - 1" Qe €n)) =N NFQ(es er)

1=1 1=1 k=1

Widzimy wiec, ze zeby wyznaczy¢ wartosé Q(v, w) trzeba znaé wspéhrzedne wektoréw v i w w
bazie oraz wartosci () na wektorach bazowych: Q(e;, e;). Forma @ chrakteryzowana jest wiec
przez n? liczb. Jedli wartosci Q(e;, ex) oznaczymy Q;x mozemy napisac:

Q(U7 w) = Z Z )‘i:quik;
i=1k=1

Liczby Q. wygodnie jest ustawi¢ w macierz n x n:

Qll Q12 e an
[Q]e _ Qng QEQZ Q2n
in Qn2 e an

Jesli forma jest symetryczna, jej macierz jest symetryczna wzgledem gtownej przekatnej, tzn
Qir = Qui, jesli jest antysymetryczna, to wyrazy na gtownej przekatnej musza by¢ réwne zero
oraz macierz jest by¢ antysymetryczna ze wzgledu na gtéwna przekatna.

Zwroémy uwage na to, ze element macierzowy” ) ma oba wskazniki na dole, a nie, jak
byto w przypadku macierzy odwzorowania liniowego, jeden wskaznik na goérze a drugi na dole.
Réznica ta odzwierciedla réznice miedzy obiektami geometrycznymi reprezentowanymi przez
macierz. Mimo, ze macierz odwzorowania i macierz formy wygladaja jednakowo, to jednak
dzialaja inaczej i maja rézne wtasnosci. Wzor

Qow) = 303" NP Q

=1 k=1



w zapisie macierzowym wygladatby tak:

Qu Q2 - Qun Ml
Qa1 Qn - Qo M2

(1) Qw)=[ A A - A" ] = ([v]9)7[Q].[w]*.

C?nl C?n2 e C?nn /ln
Przyklad 3. Macierz kanonicznego iloczynu skalarnego na R"™ wzgledem bazy standardowej

jest macierzg jednostkowsg. e

Przyktad 4. Rozwazamy bryte sztywna B sktadajaca sie z oémiu jednakowych mas m umiesz-
czonych w wierzchotkach sze$cianu rozpietego na wektorach bazy standardowej w R3.

Wyrazy macierzowe momentu bezwladnosci wyznaczamy zgodnie ze wzorem:
8 8
o= Y m[(@h)? + (@) + ()2 — ()2] . Iy = — Y mafal, dlai#j,
a=1 a=1

gdzie o numeruje wierzchotki sze$cianu. Latwo sprawdzi¢, ze

8 -2 =2
I=m| -2 &8 =2
-2 -2 8

Korzystajac z macierzy [I]. obliczy¢ mozemy moment bezwtadnosci w obrocie wzgledem dowol-
nej osi przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Na przyktad wzgledem osi, ktorej
wektorem kierunkowym jest

e ] 8 —2 211 1 4
m=—|1], Iﬁzmgu 11| -2 8 —2 |1 :m§[1 11| 4| =4m
V31 -2 -2 8 1 4

[ )

Przyktad 5. Macierz momentu bezwtadnosci jednorodnego czworo$cianu B o masie M rozpie-
tego na wektorach bazy standardowej wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych jest postaci

M
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Elementy macierzowe I wyznaczamy zgodnie ze wzorem
Iy, = / p(z', 2% 2°) ((ﬂUl)Q + (22)* 4 (23)?)6%* — a:za:k) dztdz?da?,
B

gdzie p jest gestoscig bryty. Tego rodzaju calki oblicza¢ bedziemy w drugiej czesci semestru.
Korzystajac z macierzy [I]. obliczy¢ mozemy moment bezwtadnosci w obrocie wzgledem dowol-
nej osi przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Na przyktad wzgledem osi, ktorej
wektorem kierunkowym jest

2 1 171 4
1 1M M M 2M
mM=—2|1|, Izp=-—[111{121 l|l==[1114]|===12="+
V3|1 310 11 9 1 30 4 30 5

&

Do rozwigzania mamy teraz nastepujace zadanie:
Zadanie 1. Niech ) bedzie forma dwuliniowa na przestrzeni wektorowej V. Znajac macierz
formy [Q]. w bazie e i macierze przejécia [id]”., [id]°; miedzy bazami e i f znalez¢é macierz
formy [Q]; w bazie f

Rozwiazanie: Startujemy ze wzoru (1)
Qv w) = ([v])" Qe [w]".
Wiemy w jaki sposdb dokonuje sie zmiany reprezentacji wektora w bazie za pomocg macierzy
przejscia:
[v]° = [id]e; o)/, [w]® = [id]; [w]’.

Musimy tez pamietac, ze transpozycja zamienia kolejno$¢ mnozenia macierzy, to znaczy

([o])" = (fd]ey W) = ([o])" (lid]p)"
Wstawiamy zgodnie z kolorem:

Qv,w) = ([v])" [Qle [w]® = ([v])" ([id]")" [Qe [id]y [w]’

W ostatnim wzorze warto wyrdzni¢ nastepujacy fragment:

Q(v,w) = ()" ([id]*p)" [Qle [id ] [w)!

i poréwnac to z

Whiosek:
(2) [Qly = ([id]*)" [Qle [id]°y

Wzér (2) warto poréwnaé z odpowiednim wzorem dla macierzy odwzorowan liniowych. Niech F
bedzie odwzorowaniem z przestrzeni V' do przestrzeni V. Wtedy do zapisania odwzorowania w
postaci macierzy wystarczy jedna baza, ktorej mozemy uzy¢ dwa razy: w dziedzinie i w obrazie,
otrzymujac macierz [F|°. Przejicie od macierzy [F]°. do macierzy [F]/; odbywa si¢ wedlug
wzoru

(3) [F) s =[id)7e [F]°. [id].

Zwrbémy uwage na roéznice:

(Qly = ([id]*)" [Qle fid]*y  [F)p = [id)e [F) [id]°y.
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Z prawej strony stara macierz mnozymy przez te sama macierz przejscia w obu przypadkach,
ale z lewej jest macierz transponowana dla formy i odwrotna dla macierzy odwzorowania. O tej
réznicy trzeba pamietac! &

Przyktad 6. Na przestrzeni Ry[-] wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 2 rozwazmy teraz
forme dwuliniowsg dang wzorem

1
(4) Qv,w) = 6 / ' (Hw(t)dt.
0
Uzyjemy bazy standardowej do zapisania macierzy tej formy:
er(t) =1, ex(t) = t, es(t) = 2.

Wyznaczamy wyrazy macierzowe: na przyktad

Qles, e2) = 6/01 el (t)ea(t) = 6/01(2t)(t)dt _ 6/01 22t — 6 {%t?’]: _y

Podobnie:
Q(eh 61) =0, Q(eh 62) =3, Q(€17 63) =2,
Q(em 61) =6, Q(em 62) =2, Q(€27 63) =2,
Q(€3, 61) =0, Q(€3, 62) =4, Q(€3, 63) =3.

Macierz tej formy ma wiec postac

0 3 2
(5) Q=16 2 2
6 4 3
Uzywajac wspéhrzednych (c, b, a) zwiazanych z baza e, tzn takich, ze
c
v(t) = at® + bt + ¢ = aez(t) + bey(t) + ce(t), [v]*=1|b |,
a
mozemy zapisac
0 3 2 Cw 3by, + 2ay
(6) Qv,w)=1c, b, a,]| 6 2 2 by | =[co by ay] | 6cy + 2by, + 2a,, | =
6 4 3 " 6¢y + 4by,, + 3ay,

3cyby + 2¢,a,, + 6bycy, + 26,0y, + 2bya,, + 6ay,cy + 4ayby, + 3a,a.,.

Powyzsze wzory (4), (5), (6) przedstawiaja trzy sposoby opisania tej samej formy dwuliniowey:
przy pomocy abstrakcyjnego wzoru (4), przy pomocy macierzy w wybranej bazie (5), przy
pomocy wzoru z uzyciem wspotrzednych (6). &

O ogélnych formach dwuliniowych to wszystko. Dalej bedziemy zajmowac sie tylko formami
dwuliniowymi symetrycznymi, poniewaz takie wtasnie formy pojawiaja sie w rachunku réznicz-
kowym funkcji wielu zmiennych jako drugie pochodne funkc;ji.

Formy dwuliniowe symetryczne i formy kwadratowe. W przyktadach (2), (4) widzieli-
smy, ze formy dwuliniowej uzywamy czesto wstawiajac ten sam wektor w oba miejsca przezna-
czone na argument. Odwzorowanie, ktore woéwczas dostajemy:

(7) Vo vr—q(v) = Qv,v)
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nazywane jest formgq kwadratowqg. Nazwa bierze sie stad, ze jesli wektor pomnozymy przez stata
A, wartoéé formy pomnozy sie przez A%

q(Av) = Q(\v, W) = X\*Q(v,v) = Nq(v).
Forma kwadratowa zwigzana z iloczynem skalarnym to kwadrat dtugosci wektora:
(v]v) = [|o]*.
Forma dwuliniowa symetryczna definiuje forme kwadratowa wzorem (7). Okazuje sie, ze jesli
znamy jedynie forme kwadratowa, mozemy odtworzy¢ forme dwuliniowsa od ktérej pochodzi.
Istotnie, obliczmy

gv+w)=Qw+w,v+w)=Qw,v)+ Qv,w) + Qw,v) + Q(w,w) =
Qv,v) +2Q(v,w) + Q(w, w) = q(v) + g(w) + 2Q(v, w).

Mozemy zatem wyznaczy¢ Q(v,w) uzywajac jedynie formy kwadratowej ¢:

0 Qo) = 5 (v -+ w) — g(v) — glw)).

Wzér (8) nosi nazwe formutly polaryzacyjnej. Formy kwadratowe i formy dwuliniowe syme-
tryczne sg we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci. Macierza formy kwadratowej nazywa-
my macierz formy dwuliniowej od ktorej forma pochodzi. Przyjrzyjmy sie jak wyglada forma
kwadratowa zapisana we wspotrzednych. Jesli forma symetryczna @) i wektor v w bazie e maja
postac

Qll Q12 e an )\;
[Q]e _ Q521 QEZZ " " QQn 7 [v]e — )\ 7
in Qn? e an A"

to we wspotrzednych

Qu Q12 - Qun A
2
gv) = [\ A2 A Q‘21 Q.22 Q?n )\
in QnQ e an A"
STNNQ; =" Qu(N) 4+ 2Qu NN
ij=1 i=1 i<j
W ostatniej réwnosci wykorzystalidmy symetrie macierzy [Q]., co spowodowalo pojawienie sie

czynnikow 2.

Przyktad 7. Forma kwadratowa odpowiadajaca tensorowi bezwtadnosci z przyktadu (4) we
wspOtrzednych (2!, 2%, 2%) zwigzanych z baza kanoniczng ma postaé:

§ -2 =2 z!
w2t 2?2y =mlat 2* 2* )| -2 8 =2 2 | =
-2 -2 8 z3

m (8(:51)2 + 8(2?)? + 8(2°)? — da'w® — d4a?x® — 4:513:3) :
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Diagonalizacja. Niech ) bedzie forma dwuliniowa symetryczna na przestrzeni V. Mowimy,
ze baza e diagonalizuje forme @ jesli macierz (@], jest macierza diagonalng.
Twierdzenie 1 (Lagrange). Kazda forma dwuliniowa symetryczna ma baze diagonalizujgcq.

Szkic dowodu: Dowdd twierdzenia (1) jest konstruktywny, to znaczy polega na skonstruowa-
niu przyktadowej bazy diagonalizujacej. W tym kontekscie wygodniej jest pracowaé z forma
kwadratowa zamiast z forma dwuliniowa. Zacznijmy od konkretnego przyktadu - rozwazmy
forme ¢ z przyktadu (7). (dla wygody przyjmijmy m = 1):

izt 2% 2%) = 8(x')? + 8(2%)? + 8(2°)? — da'a® — 4a’2® — data’
Sprobujemy doprowadzi¢ forme @ do takiej postaci, aby we wzorze wystepowaly tylko wyrazy
kwadratowe, bez mieszanych:

() 2?, 2) = 8(a')? + 8(2%)? + 8(2?)? — da'a? — 4a?r® — da'a? =
8(x)? — dat (2 + %) + 8(2?)* + 8(2*)? — da?a® =

1
(2')? = =2 (2® + 2%)| + 8(2%)* + 8(2°)* — 4a”a”

8
2

Wyrazenie w nawiasie kwadatowym traktujemy jak poczatek rozwiniecia petnego kwadratu:

1 1 1
8 (:El o _$2 o _$3)2 o —(ZL‘2 +$3)2:| + 8([[‘2)2 + 8(%3)2 o 4ZL‘2$3 —
4 4 16
1 1 1 A
8(z! — 1x2 - 1953)2 - 5(1‘2 + 2°)? + 8(2%)% + 8(2°)* — 4a2® =
SRR S RN A R .2\2 3\2  q.2.3
8(x 28 T )° + 5 ( (x4 2°)° + 16(2°)" + 16(2°)° — 8z« )

Zauwazmy, ze cze$é zaznaczona na czerwono nie zawiera w ogéle wspotrzednej x!'. Po uporzad-
kowaniu mozemy ,poddac ja” takiej samej operacji sprowadzania do petnych kwadratéw. Dla
utatwienia rachunkow zajmiemy sie na razie tylko cze$cia czerwona:

— (2% + 2°)? + 16(2*)? + 16(2*)? — 82%2® =
— (2%)? — 22°2° — (2%)? + 16(2?)* + 16(2”)* — 82°2” =

2
15(2%)? + 15(2*)? — 102%2% = 15 {(x2)2 - §$2$3] +15(2%)? =

1 1
15| (0 + 2oy - 5(:&)?] F15(5) =
1 5 1 40
15(2 — —2°)* — =(2°)® + 15(2°)* = 15(2* — ~2°)* — —(2%)?
3 3 3 3
Otrzymany wynik wstawiamy do wyrazenia na
1 1 15 1 20
Z(.Tl,IL’Z,[LB) — 8(.%1 _ ZxZ o Z:LB)Q ?(.TQ _ gx3>2 o 3(13)2
Nowe wspotrzedne oznaczamy litera a:
1 1
Oél = .Tl — Z.Z'Z — Z.ZB,
9) o2 =2 1:)53,
3
3 3
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Jakiej bazie odpowiadaja te wspotrzedne? Na razie jeszcze nie wiemy. Jesli jednak te nieznang
baze oznaczymy litera f, to wiemy, ze

8 0 0
15

;=19 5 Y

20

0O 0 —

3

Jak znalez¢ wektory bazowe majac odpowiadajace im wspotrzedne? Potrzebna nam bedzie
zaleznosé odwrotna do (9):

1 1
' =o'+ -’ + 2a,

4 3
1
(10) 2 —a? 4 §a3’

3 = ad.
Wektor v, ktéry w bazie e zapisuje sie jako
v = a:lel + a:262 + a:363
mozna teraz tatwo zapisa¢ w nowej bazie, ktérej odpowiadaja wspotrzedne a:

1 1 1
v=2ate; + 26y + 2ie5 = (ozl + ZaQ + 5043> el + (&2 + §a3) ey + ades =

1 1 1
are) + a? (Zel + 62) +o? (561 - 562 + 63> .

Wektory bazy f to wektory

f1:€1
5 1
11 = € 25
(11) f 46 +e
1 1
f3: §el—§€2+63.

Znalezlismy jakas baze diagonalizujaca dla formy I (oraz 2). Oczywiscie taka baza nie jest
jedyna. Nie bedziemy podawaé¢ ogdlnego przepisu na diagonalizacje metodg Lagranza. Z prze-
prowadzonych dopiero co rachunkow na konkretnym przyktadzie wynika takze algorytm dla
dowolnej formy. Pewien problem moga nam sprawié¢ tylko formy w ktérych nie ma zadnych
wyrazow kwadratowych - nie ma wiec od czego zaczaé algorytmu. W takim przypadku nalezy
wybraé¢ wyraz mieszany x'z’ i podstawi¢

=a+f, =a—p,
wtedy
v = (a+ B)(a—B) = o —

i juz mamy potrzebne wyrazenia kwadratowe. [

Wspomnielismy juz, ze baza diagonalizujaca nie jest wyznaczona jednoznacznie. Wspotczyn-
niki, ktére pojawiaja sie na diagonali macierzy formy tez moga by¢ bardzo rézne (zaleza oczy-
wiscie od bazy). Okazuje si¢ jednak, ze jest co$ co od wyboru bazy diagonalizujacej nie zalezy.
Moéwi o tym nastepujace twierdzenie
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Twierdzenie 2 (Sylvestera o bezwtadnosci form). Jesli (o, ..., a™) i (B'...,3") sq uktadami
wspotrzednych odpowiadajgcych dwum bazom diagonalizujgcym forme kwadratowq q i jesh

Q(O‘1> cee ’an) = Z&i(O/)Q? Q(ﬁ1> s aﬂn) = sz(ﬁZ)Q
k=1 k=1

to w zbiorach
A:{al,ag,...an}, B:{bl,bg,...bn}
jest tyle samo wspotczynnikow dodatnich, tyle samo ujemnych 1 tyle samo zerowych.

Dowdéd: Zauwazmy na poczatku, ze wartosé bezwzgledng wspoétczynnikow a; mozna ,wceig-
gna¢” do definicji wspéhrzednych (i oczywiscie tym samym bazy diagonalizujacej). Mozemy
wiec zalozy¢, ze zbiory A i B sktadaja sie z plus i minus jedynek. Wspotrzedne mozna tez
uporzadkowaé tak, aby pierwsze byty te ze wspdétczynnikami +1, dalej —1 a nastepnie te, ktére
maja wspolezynnik zero. Jesli wspotrzedne w uktadzie o wektora v oznaczymy o(v), podobnie
ze wspoOtrzednymi 3, to forma kwadratowa g we wspotrzednych odpowiadajacych obu bazom
ma postac:
Po Ta Pp "8

q(v) = > (' (v))* = D_(a™"(v))* = 3 (5" (v))* = D (67" (v))*.

i=1 i=1 i=1 i=1
Naszym zadaniem jest pokazac, ze p, = pg i ro = 7. Jasne jest, ze p, +rq = pg + 1. Jesli
jadrem ¢ nazwiemy podprzestrzen zdefiniowang warunkiem
kerg=kerQ ={veV: YweV Qv,w) =0},
to
Pa +Ta = pg + 13 =n — dimkerq.
Zalézmy teraz, ze pg < Pq, tzn.
P3—Pa<0 = n+pg—poa<n
Warunki
(12) Bv)=0 dla i=1,...,pg, d)=0dla j=p,+1,...,n

zapisane w jednym z uktadéw wspétrzednych (v lub 3) przyjma postaé ukladu réwnan linio-
wych, ktéry sktada sie z mniej niz n réwnan. Ma wiec niezerowe rozwiazanie (uktad réwnan
liniowych, jednorodny, liczba réwnan mniejsza od wymiaru przestrzeni). Oznaczmy to rozwia-
zanie vy. Wartos¢ formy na wektorze vy w uktadzie wspotrzednych « to:

Pa Ta Pa

(13) q(v) =D _(a'(v0))” = D _(a* " (vy))* = > (o' (v0))* > 0

i=1 i=1 i=1
A warto$¢ formy na wektorze vy w uktadzie wspotrzednych « to:

(14) a(v) = f:lw%v))? - f:lwwv»? . f:lwm%))? <0

Ze wzoréw (13) i (14) wynika, ze

(15) q(vo) = 0,

Réwnanie (15) w polaczeniu z (13) oznacza, ze
Pa

Z(O/(Uo))Q =0 czyli a'(vy) =0 dla i=1...p,.

i=1
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Pami¢tamy jednak (uktad réwnan (15)), ze takze dla pozostatych indekséw o (vg) = 0. Wyglada
wiec na to, ze wszystkie wspotrzedne wektora vy w uktadzie o sa réwne zero. To jednak oznacza,
ze vg = 0. DoprowadziliSmy do sprzecznosci. Okazuje si¢, ze nie moze by¢ pg < p,. Poniewaz
zaden z uktadéw wspolrzednychnie jest wyrézniony, nie moze by¢ takze ps > p,. Pozostaje
zatem pg = p,, a to juz gwarantuje, ze rg = r,. [

Jesli liczbe wspétezynnikow dodatnich w zbiorze A oznaczymy p a ujemnych r, to pare (p, q)
nazywamy sygnaturg formy @ (lub ¢) a liczbe r = p + ¢q rzedem formy. Znajdowanie sygnatury
formy jest wazng umiejetnoscig potrzebng przy badaniu ekstremoéw funkcji wielu zmiennych.

Istnieje jeszcze jedna metoda znajdowania sygnatury, nie wymagajaca diagonalizowania for-
my. Najpierw jednak trzeba przyzwoicie nauczy¢ sie co to jest wyznacznik!



