Wyklad 25

catka Riemanna - cd.

Kontynuujemy wypisywanie i dowodzenie (niektérych) wlasnosci catki Riemanna. Pora teraz
na wlasnos¢ (6) wraz z dowodem:

(6) Niech f bedzie funkeja catkowalna na [a, b]. Oznaczmy M = supy, ) f, m = infj,p f 1 wezmy
funkcje ¢ ciagta na [m, M]. Wtedy funkcja ¢ o f jest catkowalna na [a, b].

DowoOD: W dowodzie korzystaé bedziemy z jednostajnej cigglosci funkeji cigglej na zbiorze
zwartym. Funkcja ¢ jest ciagta na [m, M|, zatem jako funkcja ciagta na odcinku domknietym
(a wiec zwartym) jest jednostajnie ciggta. Dla ustalonego, dowolnego ¢ > 0 mozemy wiec
wybraé¢ § > 0 taka, ze jesli tylko |y — ¢/| < 9, to |p(y) — ¢(v')| < e. Mozemy takze zazadad,
zeby 6 < € ( w razie potrzeby mozna po prostu ¢ odpowiednio zmniejszy¢ dostosowujac do
wybranego ¢). Skoro funkcja f jest catkowalna mozemy znalezé podziat dla ktérego rdznica
miedzy suma gorna a dolna jest dowolnie mata. Niech wigc P bedzie takim podzialem, ze dla
(dobranej wezesniej dla ) §

U(P, f) — L(P, f) < 6*

Naszym zadaniem bedzie teraz oszacowaé roéznice miedzy suma gorng a sumag dolng dla ztozenia
funkcji p o f:

U<P7900f)_L<P7SOOf)

W tym celu oznaczmy jak zwykle P; = [z;_1, 2], Aw; = x; — x;_1, m; = infp, f, M; = supp, f.
Zbiér indeksow 1,n = {1,2,...,n} podzielimy teraz na dwa podzbiory:

M={keln: My—my <04} i Ao ={kel,n: My—my >0}
Jedli i € Aq to
sgngoof—i]rjlifgoof<€,
bo dla wszystkich
v,y € [mi, Mi] |y —y'| <M;—m; <6

Dla i € Ay mozna tylko powiedzie¢, ze
suppo f—infyo f < 2K,
P; P

gdzie K = supy,, - Szacujemy teraz réznice sum:

n

U, oo f) =L(Ppof) =3 (suppof—infpo f)Ar =

i=1

= Z(Sgpwf —inf o f)Az+

iceAr i
+ > (suppo f—infpo f)Az; <
1€No Py B
< Z eAx; + Z 2K Ax; =
ieA i€Ma
=e > Ar;+2K > Az;<elb—a)+2K56< -
1€A 1€A2

W powyzszym rachunku nie jest jasne dlaczego

1€No
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Korzystamy tu z faktu, ze podzial P wybraliémy tak, aby U(P, f) — L(P, f) < §? oraz z definicji
As: Dla @ € Ay mamy M; — m; > § zatem:

n

0> Ar < Y0 (My—mi)Aw; <Y (My —mi)Az; = Ulp, f) — Lip, f) < 62

i€Ag i€Ao i=1
zatem
) Z Az; < 52
1€Ao
1 ostatecznie
1€No

Teraz mozemy juz kontynuowaé poprzednie szacowanie, bioragc pod uwage, ze § < €:

c e Az +2K ) Az; <e(b—a)+2K0 <e(b—a)+2Ke =e(b—a+ 2K).

€N 1€A2

Réznica miedzy suma gorna a dolna dla zlozenia funkcji moze wiec by¢ dowolnie mata jesli
wybierzemy wystarczajaco drobny podzial P. Tym samym na mocy Faktu (3) funkcja ¢ o f
jest catkowalna. [

(7) Z punktu (6) tatwo wywnioskowaé, ze jesli f, g sa catkowalne na [a,b] to fg tez jest
catkowalna na [a, b].

DowOD: Skoro f i g sg calkowalne, to na mocy poprzednich wtasnosci f + g oraz f — g takze
sa catkowalne. Oznaczajac p(t) = t? i korzystajac z ciagtosci funkcji ¢ na catym R oraz z
wlasnodci (6) dostajemy, ze (f + ¢)% i (f — g)? sa catkowalne. [loczyn fg mozna zapisaé jako

fg=((F + 9P~ (F ~9)").

fg jest kombinacja liniowa funkcji catkowalnych, a wiec jest catkowalna.[]

(8) Wlasnosé¢ 8. to istotny i czesto uzywany fakt: Jesli f jest catkowalna na [a, b], to takze |f]

jest catkowalna na [a, b] oraz
[ o< 1
[a,b] la,b]

DowoOD: Catkowalnosé |f| wynika z punktu (6) i ciagtodci funkeji ¢ +— |¢|. Nieréwnosé otrzy-
mujemy obserwujac, ze

Vaelab —|f(x) < flz)<|f(z)
zatem na mocy (3) (i (2)):

— | @< fle) < | [f(@)],

[a7b} [a,b] [a,b]

[ o< 1
[a,b] [a,b]

co mozna zapisa¢ jako

(9) Punkt ten stanowi przygotowanie do Podstawowego Twierdzenia Rachunku Rézniczkowego
i Catkowego: Jedli f catkowalna na [a, ], to dla kazdego = € [a,b] funkcja

F(z) = }f

la,

jest funkcja ciggla.
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DowoOD: Z punktu (4) wynika catkowalno$é funkeji f na kazdym odcinku [a, z]. Wykonajmy

dla h > 0 nastepujacy rachunek:

|F(z +h) = F(z)| =

Zatem

lim |F(z+h)—

h—0t

Podobnie dla h < 0:

|F(z +h) = F(z)| =

Zatem

lim [F(x+h)—

h—0—

1 ostatecznie

}Lli% |F(z+h) —

Teraz pora juz na Podstawowego Twierdzenia Rachunku Rézniczkowego i Catkowego:

foo = L=
[(z,x+h] la,z]
/[x,;t—‘rh} f

r-/ 4:

/[a,z-‘,-h] [a,x]

_ ‘_ [
[z+h,x]

<[ <
[z+h,x]

sup MRS

Fa)| =0

f g f‘
la,z] [:p,x—l—h]

<J
[z, z+h] |f|

< sup |f1h
)b]

[z+h,x] ‘

S[up | 1A

Twierdzenie 1 (Podstawowe Rachunku Rézniczkowego i Catkowego). Jesli funkcja f jest

funkcja ciagta w zo € [a,b] to

=4Mf=f7®w

jest rézniczkowalna w xg i

F'(x0) =

W szezegblnosei dla funkeji ciaglej f na odcinku [a, b] istnieje funkcja pierwotna oraz dla kazdej

funkcji pierwotnej F funkeji f zachodzi

Jua? = L0

DowOD: Udowodnilismy juz ciggto$é F' dla kazdej funkcji catkowalnej f. Zalézmy teraz, ze f

jest clagta w x( i oszacujmy iloraz réznicowy F' dla h > 0:

F(w+h)—F(I)_l _
h - h </[a,:c()+h] f [a,z0] f)

1
/
[z0,z0+h]
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Zbadajmy teraz wyrazenie (% Jizo o] f) — f(z0)):

1 1
| (h /[zo,onrh] f) B f($0) - E </[zo,mo+h] f= f($0)h> ‘ N

1
= | — - x =
h </[$0,960+h] d [z0,z0+h] f( 0)> ‘

1
=i o) <
1
X E (o .w0-Lh] ‘f - f(1:0)| <
<4 s (f@) = faa))h= sup |f(a) = flao)l
[x0,70+h] [z0,x0+h]

Z ciggtosci funkcji f wynika, ze
lim sup [f(z) — f(zo)] =0

h—0+ [Io,m0+h]

1
(h /[xo,onrh} f) B f(l’g))| =0

lim f = f(zo).

h—0+ h J[zo,w0+h]
Dla h < 0 robimy identyczny rachunek. W ten sposoéb wykazalismy, ze

F'(zo) = f(xo).
Jesli wige f jest ciagta na calym odcinku [a,b], to funkcja F' jest funkcja pierwotng do f na

tym odcinku. Ponadto F(a) = 01 F(b) = [, f. Dowolna inna funkcja pierwotna F' rézni si¢
od F' o stata:

zatem

F=F+c¢c
zatem

Amf:”“:F@—FWFJWPf—F@+c:ﬂm—ﬂ@
L.

Powyzsze twierdzenie daje mozliwos¢ praktycznego obliczania catek. Mozemy si¢ ostatecznie

przekonaé, ze pole nad odcinkiem [0, 1] pod parabolg y = 22 jest réwne %:
Caltkowanie funkcji ciagltych sprowadza sie wiec do poszukiwania funkcji pierwotnych, co (teo-
retycznie) juz potrafimy robié.

1 1
/ z? = =23 1.
[0,1] 3 lo 3

Do kompletu informacji o catkach Riemanna potrzeba nam jeszcze umiejetnosci catkowania
przez czesci i podstawienie oraz radzenia sobie z funkcjami nieograniczonymi (co czasami jest
niezbedne takze w zastosowaniach fizycznych). Oto przydatne twierdzenia:

Twierdzenie 2 (Pierwsze o wartosci $redniej). Niech f i g beda funkcjami catkowalnymi na
la, b] oraz niech g > 0. Wtedy istnieje ¢ € R takie, ze

inf f<c<supf i fg=c qg.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]



DowoD:  Oznaczamy jak zwykle m = inf(,y f, M = sup(,; f. Mamy wtedy
V€ [a,b m < f <M,
korzystajac z tego, ze g > 0 dostajemy
YV x € |a,b mg < fg < Mg.

Z wtasnosci (3) catki Riemanna wynika

m g < / fo< M g
[a,b] [a,b] [a.0]

Jesli fi, 9 # 0 to

1
m < ( / 9) / Jg< M
[a,b] [a,b]

1
c= ( / g) /9.
[a,b] [a,b]

Jesli zas [j, 9 =0 to [, fg =0, bo

/ fg’</ \f!g<sup!f!/ 9=0
[a.0] 0,0 bl e
Wtedy dowolna liczba ¢ € [m, M| jest dobra. OJ

i bierzemy

0 <

Wnioskr: Jesli funkcja f jest ciggla, to przyjmuje wszystkie warto$ci miedzy m i M, zatem
istnieje £ € [a,b] takie, ze ¢ = f(§). Wtedy twierdzenie o wartosci sredniej mozna zapisaé
nastepujaco:

3¢ €a,b]: fa=1¢& [ g

[a,b] [a,b]
Jesli ponadto funkcja g jest stata i rowna 1, to twierdzenie o wartosci sredniej przyjmuje postac:

scelatl: [ F=1Q0-a)

Whiosek ten jest pozyteczny przy dowodzie twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie.

Twierdzenie 3 (Drugie o wartosci sredniej). Niech f i g beda funkcjami catkowalnymi na [a, b]
oraz niech g > 0 i nierosnaca. Wtedy istnieje & € [a, b] takie, Ze

fg=oa) [ F

[a,b]

Jedli za$ ¢g niemalejaca, to istnieje n € [a, b] takie, ze

fag=yqgb) | [

[a,b] [n,0]

Powyzsze twierdzenie pozostawiamy bez dowodu.

Twierdzenie 4 (O caltkowaniu przez czesci). Niech f, g beda rézniczkowalne w sposéb ciaghy
na odcinku [a, b] wéwczas

f'g = f(b)g(b) = fla)g(a) = | [g.

[a,b] [a,b]



6

DowoOD: Jedli f, g sa jak w zalozeniach twierdzenia to funkcja (fg)’ jest ciagta a wiec catko-
walna. Z podstawowego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego wiadomo, ze

|, (9 = (F9)(®) = (Fo)(@) = F(B)o(b) — F(a)g(a)

Z drugiej strony (fg)' = f'g + f¢' zatem
fg)' = / flg+ | fg
/[a,b]< ) [a,b] [a,b]

f)g(b) — fla)gla) = | f'g+ | [fg

[a,b] [a,b]

ostatecznie wiec

.

Twierdzenie 5 (O catkowaniu przez podstawienie). Niech f bedzie ciagla na [a,b] i ¢ bedzie
rézniczkowalna w sposob ciagly na [«, ], niech takze p(z) # 0 dla € o, 3]. Niech takze

o([ay, B]) = [a, b] Wowezas
[ =] fop-lsl
[avb] [avﬁ]

DowOD:  Jesli ¢ jest rozniczkowalna w sposob ciggly i jej pochodna jest rézna od zera na
odcinku [, 8] to oznacza, ze ¢ jest $cisle monotoniczna. Niech F' i G oznaczaja funkcje

0.8 32— F@)= [ f

Lp([a,:l?])

@B 30— G@)= [ fould

e([a,x])
Obie funkcje sg rézniczkowalne wewnatrz [a, 3] i ciagle na [«, 5]. Liczymy pochodne obu funkeji:

G'(x) = fp(2))]¢' ()]

_ F(z+h)— F(x) !
Fl(z) = 1 — lim - / - / -
(z) hE(I)lJr h hg(r)l+h 4p([a,23+h])f @([a,m])f

Ostatnia réwnos$¢ obowiazuje dla pewnego &, w odcinku [p(z), ¢(x + h)| i wynika z pierwszego
twierdzenia o wartosci sredniej. Z rézniczkowalnosci ¢ mamy

natomiast z ciaglosci f i ¢ wynika

lim f(&n) = f(p(x))

h—0+

= Fe@)e (@),

Okazuje si¢ wiec, ze G i F' maja jednakowe pochodne na odcinku, zatem sa funkcjami pierwot-
nymi tej samej funkeji. Jednocze$nie F(a) = G(a) = 0, zatem F' = G. O

zatem



