Wyklad 2.

O zbiorze liczb wymiernych Q: Konstrukcja zbioru liczb wymiernych wymaga uzywania
pojecia relacji réwnowaznosci, dlatego bedzie zaprezentowana pozniej. Méwiac po ludzku zbioér
liczb wymiernych jest zbiorem wszystkich utamkow zwyktych. Opiszmy teraz strukture tego
zbioru:

(1) W zbiorze Q okreslone jest dodawanie i mnozenie. (i) Dodawanie jest przemienne p+q =
q+p, taczne (p+q) +r = p+ (¢+r), ma element neutralny 0 taki, ze p+0 = p i kazdy
element ¢ ma element przeciwny p taki, ze p + ¢ = 0, p oznaczamy —q. Wszystkie te
warunki dotyczace dodawania mozna zapisa¢ w skrécie (Q, +) jest grupa przemienna.
(ii) Mnozenie tez jest przemienne pq = gp, taczne (pq)r = p(gr), ma element neutralny
1 taki, ze 1p = p i kazdy rézny od zera element ¢ € Q ma odwrotnosé, tzn istnieje p
takie, ze pg = 1. Takie p oznaczamy p~!, albo %. Innymi stowy (Q \ {0},-) jest grupa
przemienna. (iii) Dziatania dodawania i mnozenia sa zgodne, tzn. zachodzi warunek
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania.

plq+r)=pg+pr

(iv) Ponadto 1 # 0. Warunki i-iv oznaczaja, ze Q jest ciatem.

(2) Zbiér Q jest zbiorem uporzadkowanym liniowo, tzn. mamy relacje ,<” o nastepujacych
wtasnosciach (i) kazde dwa elementy sa poréwnywalne, (ii) jesli p < ¢ ig<ptop=gq.

(3) Dodawanie i mnozenie sa zgodne z porzadkiem, tzn (i) dla dowolnego ¢ € Q jesli p < r
to p+ g < p+r, ponadto (ii) dla nieujemnych p i g zachodzi pg > 0.

(4) Spetiony jest aksjomat Archimedesa:

YVa>0Vb>0 dneN: b< na.

Powyzsze cztery wtasnosci ma takze zbidr liczb rzeczywistych R. Jest jednak istotna réznica
miedzy tymi zbiorami: QQ jest dziurawe:

Fakt 1. Nie istnieje liczba wymierna p taka, ze p? = 2.

W miejscu przeznaczonym na rozwigzanie tego rownania jest istotna dziura! Definiujemy dwa
zbiory

A={qeQ: ¢>0i¢F<2}u{geQ: ¢<0}, B={qeQ:q¢>01i¢>2}
Zbiory te sg rozlaczne, a ich suma daje cate Q: ANB =0, AUB = Q.

Definicja 1. Zbior X C Q nazywamy ograniczonym z gory (z dotu) jesli istnieje liczba wy-
mierna M (m) taka, Ze dla kazdego p € X zachodzip < M (p > m). Liczbe M (m) nazywamy
ograniczeniem gornym. (ograniczeniem dolnym) zbioru X . Zbor, ktory jest ograniczony z gory i
z dotu nazywamy ograniczonym.

Zbiér A jest ograniczony z gory, a zbiér B z dotu. Ponadto kazdy element zbioru A jest ogra-
niczeniem dolnym B i odwrotnie kazdy element zbioru B jest ograniczeniem gérnym A.

Fakt 2. W A nie ma elementu najwiekszego, w B nie ma elementu najmniejszego.

Oznacza to, ze miedzy zbiorami A i B jest istotna dziura. Wypetienie tych dziur to istota
konstrukcji zbioru R.

Definicja 2. Podzbior o zbioru liczb wymiernych nazywamy przekrojem jesli

(1) a#0ia#Q;

(2) jeSlipe aiqg<p toq€ a;

(3) w « nie ma elementu najwickszego
Jesli v jest postaci o« = {p € Q : p < ro} dla pewnego rq € Q to o nazywamy przekrojem
gtownym.

A jest przekrojem, ale nie gtownym. W zbiorze wszystkich przekrojéw wprowadzamy relacje
porzadku i operacje dodawania i mnozenia w nastepujacy sposob:
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Definicja 3. Niech «, (8 bedqg przekrojami, jesli istnieje liczba wymierna q taka, ze q € (1
q ¢ «, to méwimy, Ze a < 3. Piszemy a < 3 jesli a < 3 lub oo = 3.

Fakt 3. < jest relacja liniowego porzadku w zbiorze przekrojow.

Niech teraz
a+B={peQ: p=a+bia€abef}

Nalezy pokazaé, ze a+ 3 jest przekrojem oraz, ze tak wprowadzone dodawanie spetnia wszystkie
potrzebne warunki.
Dla a > 0, § > 0 definiujemy zbo6r

af={peQ: p<O0}uU{peQ:p=ab,ac€a,a>0,beB,b>0}
Nalezy pokazaé, ze af jest przekrojem. Definicja mnozenia przekrojéow réznego znaku wymaga
nieco wiecej pracy.

Zbior przekrojow zbioru liczb wymiernych wyposazony w dodawanie i mnozenie oznaczamy R
i nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych. W tym zbiorze nie ma juz takich dziur. Np. A = v/2.
Ciag dalszy nastapi.



