Wyklad 3.

Na poprzednim wyktadzie wprowadziliémy zbiér R przekrojéw zbioru liczb wymiernych. Zde-
finiowalisSmy takze relacje porzadku w zbiorze przekrojéw, dodawanie przekrojéw i mnozenie
przekrojow nieujemnych. Definicja mnozenia przekrojéw dowolnego znaku wymaga dluzszego
opowiadania dlatego jg pomijamy. Zainteresowanych odsytamy do ksigzki Rudina. Zbiér R z
dodawaniem, mnozeniem i relacja porzadku spetia warunki (1)-(4) wypisane na poprzednim
wyktadzie dla zbioru Q. Tym co odr6znia oba te zbiory jest warunek (5) spelniany przez R a
nie spetlniany przez Q. Warunek ten jest trescia nastepnego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Kazdy przekroj zbioru liczb rzeczywistych jest gtowny.

Dowdéd: Niech a bedzie przekrojem zbioru liczb rzeczywistych. Przypomnijmy sobie, ze kazda
liczba rzeczywista jest przekrojem zbioru liczb wymiernych. Uméwmy sie, ze liczbe rzeczywista
x bedziemy oznacza¢ na dwa sposoby: x gdy traktujemy ja jak liczbe a & gdy traktujemy ja
jak przekroj zbioru liczb wymiernych, czyli jako pewien zbidr. Liczby wymierne odpowiadaja
przekrojom gtéwnym liczb wymiernych a liczby niewymierne przekrojom nie-gtéwnym. Czyli
w szczegolnosei jesli ¢ € Q to

i={peQ: p<q}
Oznaczmy o zbiér o N Q. Pokazemy najpierw, ze zbiér o jest przekrojem zbioru Q.

(1) Uzasadniamy, ze ag jest niepusty: zbioér « jest niepusty, wiec zawiera jakas liczbe z a
wraz z nig wszystkie mniejsze od niej, wsréd tych mniejszych jest cale mnostwo wy-
miernych. Uzasadniamy, ze nie ag jest on catym zbiorem Q: o jest ograniczony z gory,
zatem agq tez jest ograniczony z gory.

(2) Drugi warunek w definicji przekroju liczb wymiernych méwi, ze jesli p nalezy do prze-
kroju, to takze kazda liczba wymierna mniejsza od p tez do niego nalezy. Sprawdzmy
czy tak jest w przypadku agq: Niech p bedzie liczbg wymiernag nalezaca do «g, i niech
g€ Qig<p Wtedy q € a (bo a jest przekrojem), a skoro ¢ € Q to takze ¢ € ag.

(3) Pokazemy teraz, ze w ag nie ma elementu najwickszego. Zatézmy ad absurdum, ze py
jest najwiekszym elementem ag. Oczywiscie py € «, zatem istnieje liczba rzeczywista x
taka, ze x > py 1 * € . Pamigtajmy, ze x jest liczbg rzeczywista czyli przekrojem liczb
wymiernych. Poniewaz py < = to pg € x. Z wlasnosci liczby x jako przekroju wynika,
ze istnieje ¢ € Q takie, ze ¢ > po i ¢ € T, bo w Z nie ma elementu najwiekszego. Skoro
q € T (z jako przekrdj) to takze ¢ < z (z jako liczba) i zatem ¢ € a. Znalezlismy wiec
w przekroju « liczbe wymierna wigksza od pg. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze py jest
najwieksza liczba w ag.

Udowodnilidmy, ze ag jest przekrojem. Jako przekrdj zbioru liczb wymiernych definiuje on
pewng liczbe rzeczywista. Oznaczmy te liczbe rzeczywista xy. Pokazemy, ze

a={reR: z<x}.

Niech = bedzie dowolnym elementem «. Jako liczba rzeczywista x jest reprezentowany przekro-
jem liczb wymiernych. Z zawarty jest w ag zatem jako liczby x < x¢. Czy moze by¢ x = (7
Nie, bo wtedy xo byloby najwigkszym elementem «. Istotnie, jesli y > xg iy € « to (traktujemy
xo 1y jako przekroje liczb wymiernych) istnieje wymierne ¢ takie, ze ¢ € § 1 ¢ € Zo. Ale skoro
Yy € atoy C ag, zatem y < zp. Mamy wiec sprzecznosc.

W ten sposdb pokazalismy, ze kazda liczba rzeczywista nalezaca do « jest ostro mniejsza niz
Zo. O

Definicja zbiorow ograniczonych z géry i z dotu w R wyglada tak samo jak w Q. Wystarczy
zamienic¢ literki:
1



2

Definicja 1. Zbior X C R nazywamy ograniczonym z gory (z dotu) jesli istnieje liczba rzeczy-
wista M (m) taka, Ze dla kazdego x € X zachodzi x < M (x > m). Liczbe M (m) nazywamy
ograniczeniem gornym. (ograniczeniem dolnym) zbioru X . Zbor, ktory jest ograniczony z gory i
z dotu nazywamy ograniczonym.

Definicja 2. Kresem gornym (dolnym) zbioru X C R ograniczonego z gory nazywamy naj-
mniejsze (najwieksze) ograniczenie gérne (dolne).

Twierdzenie 2. Kazdy niepusty ograniczony z gory (z dotu) podzbior zbioru liczb rzeczywistych
ma kres gorny (dolny).

Dowd6d: Dowodzimy istnienia kresu géornego zbioru ograniczonego z géry. Dowdd dla przypadku
,dolnego” jest analogoczny. Niech A C R bedzie ograniczony z géry. Niech p, oznacza zbior
wszystkich ograniczen gérnych zbioru A natomiast g = R\ p. Warunek = € pu_ zapisujemy
stowami: ,x nie jest ograniczeniem goérnym zbioru A”, co jest rownowazne sformutowaniu:
Jstnieje a € A takie, ze a > x”. Pokazemy, ze p_ jest przekrojem zbioru R:

(1) A jest niepusty, wezmy zatem dowolny element a € A. Wszystkie liczby x < a nie sa
ograniczeniami géornymi A zatem nalezg do pu_. Zbiér p_ jest wiec niepusty. Zbior p_
nie jest tez rowny R, bo A ma przynajmniej jedno ograniczenie gérne;

(2) Jedli x € p_, to innymi stowy z nie jest ograniczeniem gérnym A. Kazda liczba y < z
takze nie jest ograniczeniem géornym A zatem y € p_;

(3) zalézmy, ze w p_ jest element najwiekszy, oznaczmy go xy. Skoro z nie jest ogranicze-
niem gérnym A to istnieje a € A takie, ze o < a. Wowczas liczba 2552 jest mniejsza
od a zatem nie jest ograniczeniem gérnym A i jednoczesnie jest wieksza od xq, czyli g
nie jest najwickszym elementem g _.

Kazdy przekréj R jest glowny zatem p_ jest postaci {z € R : z < My} i My ¢ pu_. Zatem
My € py i My jest najmniejszym elementem gy, czyli kresem géornym A.[

Wyktad 3. zawieral jeszcze fragment dotyczqcy teorii mnogosci. Fragment ten znajdzie sie w
streszczeniu wyktadu 4, poniewaz stanowi z nim jednq cato$c¢ logiczng



