Wyklad 4.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Po nauczeniu si¢ solidnej porcji algebry liniowej mozemy w koncu przej$¢ do analizy funkcji
wielu zmiennych rzeczywistych. Bedziemy pracowaé takze z odwzorowaniami z R™ do R™, tzn
odwzorowaniami ,sktadajacymi sie” z m funkcji n zmiennych:

F:.R"> (2!, 2% ..., 2") — ( FY(2', ... 2", F*(z*,...,2"),..., F™(2', ... 2")) € R™

Zanim zajmiemy sie rozniczkowaniem musimy omoéwié problemy zwigzane z ciggloscia i poje-
ciem granicy odwzorowania w punkcie. Przypomnijmy sobie definicje cigglosci funkcji jednej
zmiennej w punkcie. Niech I bedzie odcinkiem otwartym w R (bez koncow). Méwimy, ze funkcja
f I — R jest ciagta w punkcie xy € I jesli wartosci funkeji w punktach bliskich z( sa bliskie
f(zo). Precyzyjnie warunek ciaglosci zapisujemy

(1) Ve>0 36>0: |x—zo| <d=|f(x) = f(zo)] <e.

Powyzsza definicje (zwana definicjq cigglosci Cauchy’ego) mozna uogdlnié¢ na przypadek odwzo-
rowan z R™ do R™ poshugujac sie pojeciem odleglosci. Zatdézmy, ze potrafimy mierzy¢ odlegtosé
migdzy punktami w R” i w R™. Niech z = (z',2%,...,2"), y = (v*,y? ..., y") beda elementami
R"™, wtedy odlegto$¢ miedzy nimi oznaczymy d(z,y). W przestrzeni wartosci, czyli w R™ uzyje-
my symbolu p, tzn jesli a = (a',a?,... a™), b= (b',b% ...,b™) to odleglo$¢ miedzy punktami
a i b oznaczymy p(a,b). Teraz mozemy napisa¢ warunek ciagtosci w punkcie xy € R™: Méwimy,
ze odwzorowanie

F:R" — R™
jest cigglte w punkcie xg, jesli spelniony jest warunek
(2) Ve>0 30>0: d(z,xg) <0 = p(F(x),F(xg)) < e.

Warunek (2) jest bardzo podobny do (1) - wartosé¢ bezwzgledna réznicy liczb nalezy zamienié
na odlegto$é¢ miedzy punktami odpowiednio w R™ i R™. Wyglada wiec na to, ze ciggto$é¢ od-
wzorowania zalezy od sposobu mierzenia odlegltosci w dziedzinie i zbiorze wartosci. W ogoélnosci
rzeczywiscie tak jest. Oto przyktad:

Przyktad 1. Rozwazmy dwa sposoby mierzenia odleglosci miedzy punktami na ptaszczyznie
(R?). Pierwszy sposob - euklidesowy:

r= (242, y=@uhy?),  dolay) = /(2 —yh)? — (a2 —2)?
\

a drugi klolejowy (stacja weztowa i tory): jesli punkty z i y leza na jednej prostej przechodzacej
przez punkt (0,0) wtedy odlegtosé mierzymy jak zwykle:

di(,y) = \/(x —y1)2 — (22 — y2)2,
1
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w przeciwnym przypadku jedziemy najpierw do stacji weztowej:

di(z,y) = /(@1)2 + (22)2 + 1/ (y1)2 + (y2)2.

Rozwazmy teraz funkcje, ktéra przypisuje punktowi = = (z!, 2%) wartosé
F(a',2%) = r(x)p(z),

gdzie r(z) jest odlegloscia punktu z od (0,0) w sensie euklidesowym a p(z) € [0, 27] jest katem
jak we wspéhrzednych biegunowych. Rozwazmy punkt xg = (1,0) Funkcja ta jest nieciagla w
ro wzgledem metryki euklidesowej. Istotnie, Odlegto$é¢ euklidesowa od punktu zy do punktu
x = (1,—a) dla a > 0 jest réwna a. Rbznica w wartosci za$ jest bliska 27 i dla a dazacego do 0
rosnie do 27 a nie zmniejsza sie. W metryce kolejowej punt (1, —a) nie jest dobrym punktem
do konstruowania kontrprzyktadu na ciggtosé, gdyz odlegtosé kolejowa

dp(zo,z) =14+ V1+a? > 2.

Naprawde blisko punktu x leza jedynie punkty potozone na osi 0.X. Dla tych punktéw wartosé
funkeji jest stata i rowna zero. Funkcja F' jest wiec cigglta wzgledem odlegtosci kolejowej. Oto
wykres funkcji F:
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Korzystajac z pojecia odlegtoéci mozemy rowniez méwié o ciggach zbieznych w R™. Niech
(71)32, bedzie ciggiem punktéow w R™ (tzn. kazde x; ma n wspoélrzednych: (zi, 3, ..., 27%)).
Moéwimy, ze cigg (x1,) jest zbiezny do xg = (x}, 22, ..., z0) jesli spelniony jest warunek
(3) Ve >0 dN e N: Vk'>Nd(ZEk,ZEO)<€.

Pojecie ciggtosci w R™ ma tez swoja ciggowa wersje, podobng do definicji Heinego:
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Fakt 1. Odwzorowanie F' : R" — R™ jest ciggle w xy € R™ wtedy ¢ tylko wtedy, gdy dla kazdego
ciggu (zy) zbieinego do xq, cigg F(xy) jest zbiezny do F(xg).

Nie bedziemy dowodzi¢ tego faktu, gdyz dowdd nie rézni sie od dowodu dla jednego wymiaru.
Ciggowa wersja definicji ciaglosci nadaje sie dobrze do wykazywania, ze jakas funkcja jest
nieciagta. Wystarczy wtedy podaé jeden ciag (x) stanowiacy kontrprzyktad, tzn taki, ktory
jest zbiezny do x, ale ciag wartosci F'(zy) nie jest zbiezny do F(zg). Definicja Cauchy’ego
nadaje sie lepiej do dowodzenia cigglosci.

W definicji ciggtoéci Cauchy’ego badamy wartosci funkcji F' na punktach R™ znajdujacych
sie w odlegtosci mniejszej niz 6 od xg. Zbior tych punktéw nazywaé bedziemy kulg otwartg.
Doktadniej, kulg otwartg w R™ o $rodku w xg i promieniu 6 wzgledem odlegtosci d nazywamy
zbior

Kq(xg,0) ={x e R": d(x,x9) <0 }.
Warunek ciagltosci mozna przeformutowaé uzywajac kul:
Ve >0 30 >0: e Ky(ry,d) = F(x) € K,(F(x),¢€).

W pojeciu ciagltosci wazny jest wiec ksztalt kul wzgledem danej odleglosci. Zdarza sie, ze
rozne sposoby mierzenia odlegtosci prowadza do takiego samego zbioru funkcji ciagtych. Zanim
oméwimy to szczegdtowo sformutujmy precyzyjnie pojecie sposobu mierzenia odlegtosci:

Sposéb mierzenia odleglosci wyrazamy matematycznie za pomoca funkcji zwanej metryka.
Moéwimy, ze d : X x X — R jest metrykg na zbiorze x gdy spetnione sg warunki

Ve,y € X d(z,y) >0

Ve,y € X d(z,y) =d(y,x)

dlz,y) =0 & z=y

Ve,y,z € X d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

(
(
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Warunek (2) oznacza, ze metryka jest symetryczna, warunek (3) wyraza niezdegenerowanie,
warunek (4) nosi nazwe nieréwnosci trojkata. Oprécz calego mnostwa dziwnych metryk na R™
istniejg trzy bardzo zwyczajne, ktorych bedziemy uzywaé: Pierwsza metryka to metryka eukli-
desowa, zapewne najbardziej dla panstwa naturalna, ale i najtrudniejsza w uzyciu ze wzgledu
na nieporeczny pierwiastek:

do(,y) = /(! =yt oo+ (2 — yn)2

Druga metryka nazywana jest metrykqg miejskq, gdyz odlegtos¢ mierzona jest wzdtuz prostopa-
dtych ulic:

di(z,y) = |a' —y'| + -+ 2" = y"|.
Ostatnia metryka, to tak zwana metryka maksimum:
doo(xu y) = max{\xl - y1|7 co |xn - yn|}

WspomnieliSmy wczesniej, ze dla pojecia ciggltosci istotny jest ksztalt kuli wzgledem metryki.
Zeby wyrobi¢ sobie jakies wyobrazenie o trzech uzywanych przez nas metrykach narysujmy kule
o érodku w (0,0) i promieniu 1 w R? wzgledem kazdej z nich:



Zauwazmy takze, ze dobierajac odpowiednio promienie mozemy zawrze¢ jedng kule w drugiej:
np dla dsy i d;:
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Jesli wiec funkcja f : R™ — R jest ciggta wzgledem dy, tzn dla kazdego € znajdziemy o taka,
ze warunek ciaglosci (2) zachodzi dla metryki ds, to bedzie zachodzil takze dla §' = ?(5 dla
metryki do, (bo kula wzgledem d,, 1 promieniu ¢’ zawiera si¢ w kuli o promieniu § wzgledem me-
tryki dy). Warunek ten bedzie zachodzit takze dla d; jesli wezmiemy promien 6” = 0. Podobnie,
jesli zapiszemy warunek dla metryki d;, to mozemy dobraé takie promienie wzgledem ds i dyo,
zeby odpowiednie kule sie zawieraly w kuli wzgledem d; i warunek zachodzit. To samo, jezeli
zaczniemy od d.,. Widaé wiec, ze metrykom dy, dy, do, odpowiadaja takie same zbiory funkcji
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ciagtych. Dopuszczenie wielu wymiaréw w przestrzeni warto$ci nie zmienia sytuacji: takze te
trzy metryki maja te same zbiory odwzorowan ciagltych. Bedziemy wiec we wszelkich dowodach
ciggtosci i zbieznosci uzywaé tych trzech metryk wymiennie - w zaleznosci od wygody rachun-
kowej. Podobnie jest ze zbieznoscia ciagow w R"™. Wszystkie trzy metryki definiuja takie same
zbiory ciagéw zbieznych. Niech (z1) bedzie ciagiem zbieznym do xy wzgledem ktérejkolwiek z
trzech metryk. Wtedy jest zbiezny takze wzgledem metryki maksimum. Oznacza to, ze

Ve>0 3N €N Vn > N max{|z, — xj|,... |2} —ap|} < ¢

Skoro najwieksza z roznic jest mniejsza niz € to takze kazda z nich jest mniejsza. To prowadzi
do wniosku, ze kazda ze wspéhrzednych ciagu (xy) zbiega oddzielnie do odpowiedniej wspo6t-
rzednej punktu granicznego xo. Odwrotnie, jesli kazda ze wspétrzednych ciagu (zx) zbiega do
odpowiedniej wspolrzednej punktu (xp), to znaczy, ze dla kazdego indeksu i mozemy znalezé
N; takie, ze dla n > N; zachodzi nieréwnos¢ |z} — xf| < € Najwigksze z N; zapewnia spelnienie
warunku zbieznodci ciggu xy do zg. Zbieznos¢ w R™ oznacza wigc zbieznosé po wspotrzednych.

Oto dwa przyktady niecodziennych sytuacji, ktore mozemy napotkaé¢ badajac ciggtosé funkeji
zaleznych od wielu zmiennych:

Przyktad 2. Rozwazmy funkcje f : R? — R w otoczeniu punktu (0, 0)

fay) = 57 (0y) #0,0)

+y
0 (z,y) # (0,0)

Na osiach wspétrzednych, czyli na zbiorach {(0,y)} i {(x,0)} funkcja f przyjmuje wartosé 0.
Gdy jednak zmierzamy do zera wzdluz innej prostej, np y = ax okazuje sie, ze f jest nieciggta

w (0,0). Niech oy, = (£, 2). Jest oczywiste, ze
Jim e = (0.0
Ciag wartosci jest ciagiem statym
1 a a

en :f(ﬁ,ﬁ) =

z granica - # 0.
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Przyktad 3. Rozwazmy funkcje g : R? — R w otoczeniu punktu (0, 0)

g(z,y) =

0

x>

21 (z,y) # (0,0)

(z,y) # (0,0)

Na osiach wspétrzednych, czyli na zbiorach {(0,y)} i {(z,0)} funkcja g przyjmuje wartosé 0.
Na dowolnej prostej przechodzacej przez zero (y = ax) otrzymujemy

g(x,ax)

a’x3 a?

= = —(z—0) 0

2?2 +atzt 14 ata?

Gdy jednak zmierzamy do zera wzdtuz innej krzywej, np = ay?® okazuje sie, ze g jest nieciggla

w (0,0).
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Ro6zniczkowanie funkcji i odwzorowan zaleznych od wielu zmienych rzeczywistych.
Oznaczmy przez F' pewne odwzorowanie z R™ do R™. Oznacza to, ze F' sktada sie z m funkcji

n zmiennych:

F:R"> (2. ..

7«Tn)l—> (Fl(xla‘”7xn)7"'7Fm(I1""’xn)) €R™.

Moéwimy, ze F jest rézniczkowalne w punkcie xg = (z,...,z0) jesli istnieje odwzorowanie
liniowe A € L(R™, R") takie, ze

F(xg+ h) = F(xg) + A(h) + r(z0, h),

gdzie reszta r(xg, h) spelnia warunek

o, )

=0
=0 [|A]

W powyzszym wzorze ||h|| oznacza dtugo$é wektora h. Odwzorowanie A nazywamy pochodng
F' w punkcie zg. Oznaczamy je takze F'(x).

Powyzsza definicja nie jest niestety konstruktywna, tzn. nie precyzuje postaci odwzorowania
A. Sprébujmy ja odgadnaé¢. Ustalmy pewne odwzorowanie F' i zalézmy, ze jest ono rozniczko-
walne. A = F'(xg) jest odwzorowaniem liniowym z R"™ do R™, czyli macierza majaca m-wierszy
i n-kolumn. Wyrazy macierzowe znajdziemy (jak zawsze dla odwzorowan liniowych) oblicza-
jac warto$¢ odwzorowania na wektorach bazowych. Uzy¢ nalezy oczywiscie bazy standardowe;.
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Niech e = (ey, ..., e,) oznacza baze standardowa w R™ a f = (f1,..., fm) baze standardowa w
R™. Wyraz macierzowy A’; jest i-ta wspoirzedng wektora A(e;) w bazie f, tzn:

Alej) = Alifit -+ A" fo.
Znajdzmy A(e;). Z definicji wiemy, ze dla przyrostu h = te;, t € R, mamy
F(xo+tej) = F(xo) + A(te;) + r(xo, tej) = F(xg) + tA(e;) + (o, te;).

Wyznaczamy A(e;):

F te;) — F Jte;
tA(ej) = F(zo +te;) — F(xo) — r(xo, tey), tzn. Ale;) = ot 62) ) T(xot o
W granicy, dla ¢ — 0 wyrazenie z reszta znika (co wynika z definicji rézniczkowalnosci) i
otrzymujemy wzor:
F te;) — F
Ae;) = lim (o +te;) (z0)

t—0 t

bardzo przypominajacy definicje pochodnej dla funkcji jednej zmiennej. Pamietac jednak nalezy,
ze w liczniku jest roznica dwoéch punktéw z przestrzeni R™, a wiec takze element R™. Jesli
skorzystamy z bazy standardowej f otrzymamy

A(ej) _ (lim Fl(l"o + tej) - F1($0)> F— <lim Fm™(xo + t@j) _ Fm(%)) .

t—0 t t—0 t

. ‘ . ,
Wyraz macierzowy A'; ma wiec postac

Wypiszmy jeszcze explicite argumenty funkcji F*:
ifol .2 Jj—1 _J Jj+1 n ifoa1 .2 j—1 J g+l n
Ai»—limF(xO’xo"”’xO s+t xy) — Fr (g, ah, ., b b, xp)

J t—0 t

Powyzsze wyrazenie nazywamy pochodng czqgstkowq funkeji F* w punkcie xo po wspéirzednej x’
1 oznaczamy

OF!

g7 (T0):

Praktycznie pochodna czastkowa obliczamy rézniczkujac funkcje F* wzgledem 27, zgodnie z za-
sadami obowigzujacymi dla funkcji jednej zmiennej, traktujac pozostate zmienne jako ustalone.
Okazato sie, ze jesli F' jest rozniczkowalne, to jego pochodna w punkcie zy ma postac:

OF! OF! OF! 1

a1 o) ) ()

OF? OF? OF?
P = | 000 B0 )

oF™ oFm™ oFm™

| Dar (0 () )|
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Przyklad 4. Jako przyklad rozwazmy odwzorowanie ® : R*> — R? (m = 2, n = 2), dane
wzorem

R* 3 (r, ) — (2(r, ), y(r, ¢)) = (reos g, rsing) € R,
ktore obciete do odpowiedniego podzbioru w dziedzinie opisuje wspotrzedne biegunowe na ptasz-
czyznie. Sprawdzimy, czy odwzorowanie to jest rézniczkowalne w punkcie (rg, o). Naturalnym
kandydatem na pochodna jest macierz ztozona z pochodnych czastkowych funkcji sktadowych:

oxr Ox

ar  Op [ cosp —rsing 1
A = = . .

oy Oy siny  1rCcose

or 0Oy

Oznaczajac przyrosty wzgledem r i ¢ przez h, i h, otrzymujemy

hy
O(rg + hy, 0o + hy) = P(ro, o) + A [ 3 1 +7((ro, o), (hy, hy))
®

Badanie rézniczkowalnosci polega na analizowniu postaci reszty. Wyznaczamy reszte z powyz-
szego rownania

hy
7((ro, v0); (hr, hy)) = ®(ro + hr, 0o + hy) — @(r0, o) — A [ h 1 =
¢
Wstawiamy wzory okreslajace ® i A:

= ((ro + hy) cos(po + hy), (ro+ h.)sin(go + hy)) —

COS (pg —T(sin g hr |
hy |

(ro cos g, Tosin ) — [ siny 7o Cos o

i wykonujemy wskazane dziatania:

= ((ro + hr) cos(po + hy) — 19 €OS g — cos woh, + 1o sin pohy,
(10 + h,) sin(pg + hy) — 1o sin @o — sin @oh, — 7o cos pohy,)

Kazda ze wspotrzednych, niebieska i czerwona, omowimy oddzielnie. Zaczynamy od niebieskiej,
stosujemy wzor
cos(po + hy) = cos g cos hy, — sin g sin hy,

(ro + hy) cos(pg + hy) — 1 €OS Yo — cos poh, + 1o sin poh, =
(10 + hy)(cos g cos hy, — sin g sin hy,) — 1o cos g — cos poh, + ¢ sin poh, =
T COS g oS hy, — 1 8in g sin hy, + h,. cos g cos hy—
h, sin g sin hy, — 19 cos @y — cos @oh, + rosin pohy, =
W ostatnich dwoch linjkach wzoru grupujemy wyrazy: pierwszy z piatym, drugi z ostatnim i
trzeci z przedostatnim:
= 19 cos @o(cos hy, — 1) + 19 sin g (hy, — sin hy,) + h, cos po(cos hy, — 1) — h, sin ggsin b, =

Wypisujemy przyblizone wartosci pomijajac wyrazy z potegami przyrostow h, i h, wyzszymi
niz trzecia (korzystamy z odpowiednich rozwinieé w szereg):

h? h? h? h?
R T COS (g (—7“0) + 7o sin gpo<f> + h, cos g (—7“0) + sin poh, <th — E‘”)
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Okazuje sie, ze w wyrazeniu na pierwsza wspotrzedng nie ma sktadnikéw rzedu nizszego niz
dwa. To samo robimy z czerwona wspdlrzedna. Rachunki pomijamy (sa bardzo podobne) i
otrzymujemy

(ro + hy) sin(pg + hy,) — 1o sin g — sin @oh, — 1o cos pohy, ~

_ h? h3 _ h? h3
rosingg| ——= | +rocos | — 6““ + sinpoh, | ——= | + cospohy, | hy — =2 .

2 2 6

Warunek na reszte jest postaci:

o I, o), (e B
b 7]

Wygodnie zamiast metryki euklidesowej uzy¢ metryki maksimum. Wowczas

[Pl = max{[h, [, |hy|},

metryki maksimum uzywamy takze dla reszty. Jesli wykazemy, ze kazda ze wspotrzednych
reszty podzielona przez ||h|| znika, gdy h dazy do 0, bedziemy wiedzieé, ze wieksza z tych
wspotrzednych bedaca dtugoscia reszty znika. Zacznijmy od niebieskiej wspotrzedne;j:
h2 . h3 h2 . h3
roCcos o —=F | +rosingg| & | + hrcospo| —= | +sinoh, { hy —
172l

Najnizsza potega przyrostu w liczniku jest dwa (takze wyrazenie h,h, traktujemy jak kwadra-
towe, bo oba czynniki daza do zera). Mianownik jest rzedu jeden (jest réwny |h,| lub |h,|).
Oznacza to, ze caly utamek jest rzedu jeden w przyroscie. Gdy przyrost dazy do zera, caty
utamek takze. Identycznie rzecz si¢ ma z czerwona wspotrzedna. W ten sposéb pokazalismy, ze
warunek na reszte w definicji rézniczkowalnosci jest spelniony. Odwzorowanie @ jest roézniczko-
walne w (79, o) 1 jego pochodna jest réwna

COS g —Tosin g

! —
®'(ro, 0) = sin g 19 COS Yo

&

Powyzszy przyktad i wezesniejsze rozumowanie pokazuja, ze rézniczkowanie funkcji i odwzo-
rowan zaleznych od wielu zmiennych polega na obliczaniu odpowiednich pochodnych czastko-
wych i zapisywaniu ich w macierzach. Badanie rézniczkowalno$ci w sposéb przedstawiony w
przyktadzie (4) jest nuzace — na szczescie mamy do dyspozycji twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli dla odwzorowania F' : R" — R™ istniejq wszystkie pochodne czgstkowe

gTF; w punkcie (xg) i sq ciggle w xy jako funkcje okreslone na R™, to odwzorowanie F jest

rozniczkowalne w xg 1 jego pochodna traktowana jako odwzorowanie
R" 5 2 +— F'(z) € L(R",R™).
jest ciggla w xo. Mowimy w takim przypadku, zZe F' jest rozniczkowalna w xo w sposob ciggly.

Przestrzeni odwzorowan liniowych, ktéra jest oczywiscie przestrzenia wektorows mozna liczy¢
dhugosé wektoréw, jesli jest okreslona dtugosé w dziedzinie i obrazie. Jesli A € L(R™, R™) to

(4) [All = sup [[A(v)]lm,

[vlln=1
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gdzie || -||,, jest dtugosciag wektora w dziedzinie a || - ||,,, dtugoscia wektora w przestrzeni wartosci
odwzorowania A. W powyzszym twierdzeniu ciagto$é odwzorowania o wartosciach w L(R™, R™)
okreslana jest wzgledem tej wlasnie dlugosci. Warto takze wiedzie¢, ze poniewaz R™ i R™
sa przestrzeniami skonczenie-wymiarowymi, to takze L(R™ R™) jest przestrzenig skoriczenie-
wymiarowa (wymiaru nm), ponadto moze by¢ ona w sposéb naturalny utozsamiona z R™™.
Oznacza to, ze mamy w niej trzy metryki di, da, do, wzgledem ktérych mozna definiowaé
ciagtos¢. Okazuje sie, ze zbiér odwzorowan ciagltych wzgledem krorejkolwiek z metryk i zbior
odwzorowan ciaglych wzgledem dlugosci zdefiniowanej w (4) sa identyczne.

Dla funkcji jednej zmiennej obowiazujg prawa utatwiajace rozniczkowanie skomplikowanych
funkcji: reguta Leibniza rozniczkowania iloczynu, wzér na pochodng funkcji ztozonej, wzor na
pochodng ilorazu itd. W $wiecie wielu zmiennych takze sa podobne prawa:

Twierdzenie 2 (Formalne prawa rézniczkowania). Dla funkcji i odwzorowan okreslonych na
R™ obowigzujg nastepujgce requty:
(1) Jesli odwzorowania F,G : R™ — R™ sq rézniczkowalne w xq to takze
aF +pG,  (aF + (G)(x) = oF (x) + fG(x)
jest rozniczkowalne 1

(aF + BG) (x0) = aF'(x0) + AC! (o).

(2) Jesli odwzorowanie F : R™ — R™ jest rézniczkowalne w xo oraz funkcja f : R™ — R jest
rozniczkowalna w xy to odwzorowanie

fF:R"> 2+ f(2)F(z) € R™
takze jest rozniczkowalne w xq @ pochodna ma postaé

(fF) (wo) = f'(wo) F'(wo) + [ () F" (o),
tzn.
(fF) (zo)h = [f'(wo) B F (o) + f () [F" (o) ).
(3) Jesli F: R* - R™ i G : R™ — R* oraz F jest rézniczkowalne w xg a G jest rézniczko-
walne w F(xq) to zloZenie
GoF :R" — RF Go F(z) = G(F(x))
takze jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w xy. Jego pochodna wyraza sie wzorem
(G o F)(x) = G'(F (o)) - F'(x0),
gdzie kropka po prawej stronie rownania oznacza mnozenie macierzy.
Powyzszego twierdzenia nie bedziemy dowodzi¢. Zajmiemy sie jedynie analiza przyktadow.

Punkt (1) wyraza zasade liniowosci pochodnej i nie wymaga komentowania. Punkt (2) jest
wielozmiennows wersja reguty Leibniza. Zwro¢my uwage na znaczenie wzoru na pochodna:

(fF) (z0) = ['(wo) F (o) + [ (x)F"(x0) tzn.  (fF) (zo)h = [f'(wo)h]F(x0) + f(z)[F" (20)h].

Pochodna f'(zg) jest odwzorowaniem liniowym z R™ do R. Dziatajac na przyrost daje liczbe
przez ktéra mozna mnozy¢ wartos¢ odwzorowania F'. Pochodna F'(zg) jest odwzorowaniem
liniowym z R™ do R™. Dziatajac na przyrost h daje element R™, ktéry nastepnie moze by¢é
pomnozony (kazda jego wspélrzedna) przez wartosé f(x).
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Przyktad 5. Niech ® bedzie odwzorowaniem zwigzanym z biegunowym uktadem wspotrzed-
nych. Pomnézmy ® przez funkcje f(r,p) = ry i obliczmy pochodna. Zrobimy to na dwa spo-
soby: wprost i korzystajac ze wzoru: Najpierw wprost:

F(r,0)@(r, ) = ro(r cos @, sin @) = (r*¢ cos g, rpsin )
Pochodna ma zatem postac

2rpcosp  1?(cosp — psinp)
2rpsing  r?(sinp + pcos )

Uzywajac wzoru z punktu (2) twierdzenia musimy zauwazy¢, ze pierwszy czlon tzn f’(xq)F(zo)
nalezy zapisa¢ w odwrotnej kolejnosci jesli chce sie korzysta¢ z rachunku macierzowego. Naj-
pierw bowiem dzialamy f’(z() na przyrost a dopiero potem mnozymy przez F(xg). W naszym
przyktadzie mamy

froo)=ro, fire)=le rl.
pochodng mnozymy z lewej strony przez ®(r, p) zapisane jako wektor w kolumnie:

rCos o 1] = prcosp 1%cosp
rsin g | prsing r?sing

Dodajemy drugi sktadnik sumy, tzn f(xq)F’(xo):

QT COS P TQCOSSO}—H“ [coscp —rsincp}

20rcosp r?cosp — ripsing
prsing r?sing siny  rcosyp

20rsing  r?sing + ripcos @
Obie metody doprowadzily do tego samego wyniku. e
punkt (3) twierdzenia o formalnych prawach rozniczkowania méwi o rézniczkowaniu ztozenia.
Przykltad 6. Rozwazmy funkcje
f:R? >R, f(z,y) = ax® +by*, a,b>0

Jej pochodng w biegunowym uktadzie wspotrzednych mozemy obliczy¢ na dwa sposoby: wprost
i korzystajac ze wzoru na pochodng ztozenia. Funkcja f w biegunowym uktadzie wspotrzednych
jest ztozeniem:

f(®(r,0)) = f(rcosp,rsing) = ar? cos® p + br?sin? p = r*(a cos® ¢ + bsin® ).
Otrzymang funkcje rézniczkujemy:
[2r(a cos® ¢ + bsin? ), r*(—2acos @ sin @ + 2bcos psin @)] =
[2r(a cos® ¢ + bsin® ), r?sin(2¢)(b — a)].

Uzywajac wzoru na pochodng ztozenia obliczymy

cos —rsin .
'(r, ) = [ sz TCOS;) 1 fl(zy) = [2ax, 2byl,  f(B(r, ) = [2ar cosp, 2brsinp],

1 pomnozymy:
/ Y / . . | cosp —rsing |
(708 (ro9) = F@ @) 0) = arcoss, 2rsing] | S0P 102
[2ar cos® ¢ + 2brsin® ¢, —2ar? cos psin ¢ + 2br? cos @ sin ] =
[2r(a cos® ¢ + bsin® ), 77sin(2¢)(b — a)]
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Obie metody doprowadzity do tego samego wyniku. &

Przyktad 7 (Pojecie gradientu funkcji). Z cala pewnoscig byli juz panstwo zmuszeni na éwi-
czeniach z fizyki uzywaé gradientu funkeji okreélonej na R?, lub R?, zapisanego w biegunowym
(w R?), walcowym i sferycznym (w R?) ukladzie wspotrzednych. Pamietam z moich czaséw
studenckich, ze rachunki tego rodzaju sprawiaty mi ktopoty. Pdézniej okazalo sie, ze zrédtem
tych ktopotow byt brak zrozumienia struktur geometrycznych, ktorych uzywa sie do definicji
gradientu. By¢ moze chodzilo o to, ze tak naprawde pojecie to zaliczane jest do dziedziny
matematyki nazywanej geometrig rozniczkowg. My obracamy sie¢ raczej w ramach klasycznej
analizy. Opisywanie uktadéw fizycznych wymaga jednak uzywania wielu narzedzi matematycz-
nych juz na poczatkowym etapie nauki - nie mozemy czeka¢ az odbeda panstwo kurs geometrii
rozniczkowej.

Zastanowmy sie¢ wiec najpierw co to jest gradient funkcji. Dla ustalenia uwagi bedziemy pra-
cowaé na R?. Przestrzen te potraktujemy jak przestrzeni afiniczng na ktérej okreslimy funkcje
f: R? —» R. Gradient grad f w punkcie p = (z,y) jest wektorem zaczepionym w p o wspol-
rzednych

0
e

grad f(p) = of
a_y ([L’, y)

Przestrzen wektorowa wektoréow zaczepionych w punkcie p bedzie oznaczana V. Jest to oczywi-
dcie takze R?. Wprowadzamy jednak abstrakcyjne oznaczenie, gdyz w przestrzeni tej bedziemy
uzywaé réznych baz. Oto stosowny rysunek:

grad f
ky
Yy D | " >
T
_of of
grad f = 3x(p)k$+ By (p)ky

Sktadowe tego wektora wzgledem bazy k = (k,, k,) zwiazanej z kartezjanskim uktadem wspot-
rzednych sa jednocze$nie sktadowymi pochodnej funkeji f. Czasami mysli sie wiec o gradiencie
jako o pochodnej. Jest to jednak btad, ktéry prowadzi do trudnosci w rachunkach. Gradient
jest bowiem wektorem (elementem przestrzeni wektorowej) a pochodna jest odwzorowaniem
liniowym na przestrzeni wektorowej. W zapisie widzimy takze réznice: gradient (wektor) jest
,pionowy” a pochodna (odwzorowanie liniowe) jest ,poziome”.

Przestrzen wektorowa R? (i kazda R"™) wyposazona jest w kanoniczny iloczyn skalarny. Zadaje
on izomorfizm miedzy przestrzeniag wektorows V = R? wektoréw zaczepionych w p a przestrze-
nia funkcji liniowych na V', do ktorej nalezy pochodna funkeji f. Funkcja liniowa odpowiadajaca
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wektorowi v € V' to funkcja
Vowr— (v|w) eR.

Mozna ja oznaczyé (v -), gdzie kropka oznacza miejsce ,czekajace na argument”. Odwzorowa-
nie miedzy V' a L(V,R) jest izomorfizmem, zatem jest odwracalne: mozna méwi¢ o funkcjach
liniowych odpowiadajacych wektorom ale takze o wektorach odpowiadajacych funkcjom linio-
wym. Gradient jest wtasnie takim ,wektorem odpowiadajgcym pochodnej”. Abstrakcyjny wzor
wygladatby tak:

f'(p) = (grad f(p) | -).

Jesli forme dwuliniowa bedaca iloczynem skalarnym oznaczymy dodatkowo przez G (potrzebu-
jemy jakas litere do zapisywania macierzy) to w bazie k mamy:

[f ()] = ([grad f(p)]*)" (G,
a w innej, dowolnej bazie v:
[f'(P)]o = (lgrad f(p)]")" Gl

Skupmy sie na réwnaniu dla bazy v. Mamy wyznaczy¢ [grad f(p)]Y. Transponujmy wiec obie
stony réwnania:

([f'®)]e)" = ([GL)" [grad f(p)]" = [Gla[grad f(p)]"

Skorzystalidmy takze z faktu, ze [G], jest macierza symetryczna, wiec transpozycja nie wplywa
na postaé¢ macierzy. Macierz [G], jest odwracalna, wiec

(5) [grad f(p)]” = (IGLo) " ([f'(0)))""

Powyzszy wzor moze postuzyé do wyznaczenia postaci gradientu w dowolnym wybranym przez
nas uktadzie wspotrzednych.

Zajmijmy sie teraz praktyczng strong zapisywania gradientu we wspotrzednych biegunowych.
I[stnieja co najmniej dwie metody z ktorych mozemy skorzystacé. Pierwsza z nich, ktérag nazywac
bede metodqg zamiany zmiennych jest nastepujaca: Nowe zmienne, biegunowe, zwigzane sg z
kartezjanskimi odwzorowaniem

.U —R* R*DU={(r¢): r>0,¢¢€0,2r[}

O(r, ) = (rcos, rsinp).
of

Roézniczkujac f o @ jak funkcje zlozong dostajemy réwnania opisujace 3 Do Przyjeto sie
rooop

oznacza¢ wyjsciowa funkcje i te ztozong z ® tym samym symbolem, dla podkreslenia, ze chodzi

o ten sam obiekt, tylko zapisany w roéznych uktadach wspotrzednych.

O8O0y ((Foay(re) =

or’ Oy
of of

L ioiron. Lavon [ 2 e | -

[cos Ag + sin Ag —rsin ﬁ + 7 cos ﬁ]
e SV@’y’ Y or (pﬁy '
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Zeby wyznaczyé¢ pochodne po « iy w zaleznoéci od pochodnych po r i ¢ nalezy rozwiazaé uktad
rownan:

af = cosgog + smgoaf
ar ox oy
of . of of
% = —rsm(p% +rcos<pa—y

Otrzymujemy:
af < af 1 . Of

ax = CO @E—;Sln(’@%
8f = sin 3f + 1Cos ﬁ
oy (’03 r (’0&0

Wstawiajac to wszystko do wzoru na gradient otrzymujemy

of, , of

_ of 1 .  9Of . of 1 of
grad f o ayk = <COS(’087" Tsmgpag))kx—l— <smgpa + cosgpa k,

Dalej jeszcze musimy zamieni¢ baze na baze ortonormalng zwigzang z biegunowym uktadem
wspotrzednych:

(6) e, = cos pk, + sin pk,
(7) e, = —sin gk, + cos pk,

O tym, skad wziety si¢ powyzsze zaleznosci bedzie pdzniej. Wyznaczamy teraz k, i ky:

k., = cos pe, — sin pe,

k, = sin pe, + cos pe,,

Wstawiamy wyniki do wzoru na gradient i wykonujemy dziatania:

grad f = <cosg0g — 1suupaf) k. + (smcpﬁ + ! Coswaf> ky =
r

0 Op 0 Op
1 1
<cos gp% - sin gp%) (cos pe, — sin pe,) + (sin gpg‘f + — cos gpgf> (sin e, + cos pe,)
Of 1 Of
, +
07 r 0,/

Druga metoda polega na skorzystaniu z definicji gradientu, czyli uzyciu wzoru (4) W prze-
strzeni A wprowadzamy wspétrzedne na dwa rézne sposoby: kartezjanskie zadajace w prze-
strzeni V' baze k = (k,, k,) 1 biegunowe, z ktérymi zwigzana jest baza b = (b, b,,). Przestrzen V'
wyposazona jest w iloczyn skalarny, ktory w bazie k zwigzanej ze wspotrzednymi kartezjanskimi
ma macierz réwna macierzy jednostkowe;j.

Przyjrzyjmy sie obrazkom ilustrujacym sytuacje: Biegunowy uktad wspotrzednych zwiazany
jest z odwzorowaniem ® obcietym do zbioru {(r,¢) : r > 0, ¢ €]0, 27 [}:
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Odwzorowanie ®'(r, ) jest izomorfizmem miedzy przestrzeniami wektoréw zaczepionych w
(rp)iw (z,y) = 2(r, 0).

Baza b otrzymana jest z dziatania pochodnej ®(r, p) na wektory bazy standardowej f =
(frs fp) W przestrzeni wektoréw zaczepionych w (r, ) w dziedzinie odwzorowania ®. Baza b
sktada sie z wektoréw prostopadtych do siebie, ale wektor b, nie jest dtugosci 1. Sprawdzmy:

ey | cosp —rsingp O _ | —rsing | .
(8) bg,—@(r,go)f(p—[sm(p rcos o ] lll—[ rcos o ]— 7 sin pe, + 1 cos e,
Dtugos¢ wektora b, liczymy korzystajac z iloczynu skalarnego:
16,]1* = (b, | by) = (—rsin e, + rcospe, | — rsinge, + 1 cospe,) = 1

Wektor b, jest dtugosci r. Wektor b, jest dtugosci 1 co mozna sprawdzi¢ zapisujac go w bazie
e:

o | cosp —rsing 1| |cosp | .
(9) br —q)('ro,g[)o)fr - [ Sin@ T COS @ ‘| [O‘| - [ singo ‘| _Cosgpem_}_Sln@ey

(by]br) = (cos e, + sin pe, | cos pe, + sin pe,) = 1
Réwnania (8) i (9) wraz z informacja, ze ||b,|| = r stanowig uzasadnienie dla uzytych wezesniej
wzoréw (6), (7).
Pochodna funkcji f zapisana w bazie k ma postac

of of
!
O = (5 G
za$ zapisana w bazie b zwigzanej z biegunowym uktadem wspétrzednych ma postac:
of of

!

£ @ = 5 5o)
Wiedzac, ze

1 0 1 1
Gh= |y o |o wiee G =] 1
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wyznaczamnmy
10 Z_f Z_f
[grad f]b = 1 ar - 1 g 5
0 - | |9 1of
r Oy r2 0y
zatem of 1 of
grad f = Ebr + ﬁ%bs&'

Zazwyczaj chcemy, aby baza, z ktorg pracujemy byta nie tylko ortogonalna ale i ortonormalna.
Zamiast bazy b musimy wiec wziaé baze ¢ = (e, e,), gdzie e, = by, e, = Lb,:

af 1of /1 af 10f

gradf = Ebr + ;% (;b¢> = 8—7’6/,4 + ;0—9/)6’(@

Metoda korzystania z definicji wymagata od nas troche rozwazan abstrakcyjnych. Jednak

teraz mozemy bez dalszych rachunkow zapisaé¢ gradient w jakichkolwiek wspotrzednych. Po-

trzebujemy do tego jedynie macierzy iloczynu skalarnego zapisanej w bazie zwigzanej z tym
ukladem wspéhrzednych. Jedli baze te oznaczymy v gradient uzyskujemy wedtug wzoru (4):

[grad £(p)]" = ([G].) " ([f' (D))"

gdzie wektor ([f'(p)],)T jest transpozycja pochodnej, sktadajacej sie z pochodnych czastkowych
funkcji f wzgledem nowych wspotrzednych. &



