Wyklad 4.

Materiat zawarty w tym streszczeniu obejmuje koncéwke wyktadu trzeciego dotyczaca teorii
mnogosci oraz wyktad czwarty. Teoria mnogosci jest jedng z najbardziej podstawowych teorii
matematycznych. Nie bedziemy sie tutaj zajmowac ta teorig w catej ogdlnosci. Zainteresowa-
nych odsytamy do ksiazki ,Wstep do teorii mnogosci i topologii” Kazimierza Kuratowskiego.
(Do ogdlnego wyksztalcenia nalezy takze znajomosé samej postaci Kazimierza Kuratowskiego,
polecam
pl.wikipedia.org/wiki/Kazimierz_Kuratowski
lub
www.matematycy.interklasa.pl/biografie/ ).
Teoria mnogosci, ktérej bedziemy uzywaé (ale nie bedziemy jej intensywnie badac¢) oparta jest
na systemie aksjomatéw, w ktorych pojecia zbioru i elementu zbioru sa pojeciami pierwotnymi.
Oto spis aksjomatéw (niektorych):
(1) Aksjomat jednoznacznosci: Jesli zbiory A i B maja te same elementy to sg réwne.
(2) Aksjomat sumy: Dla dowolnej rodziny zbioréw R istnieje zbior, ktéry ma dokladnie te
elementy, ktore naleza do przynajmniej jednego sposrod zbiorow A € R.
(3) Aksjomat réznicy: Dla dowolnych zbioréw A i B istnieje zbidr, ktéry zawiera te i tylko
te elementy, ktore nalezg do zbioru A i nie nalezg do zbioru B.
(4) Aksjomat istnienia: Istnieje przynajmniej jeden zbidr.
(5) Aksjomat wyrézniania: Dla kazdego zbioru A istnieje zbiér tych elementéw zbioru A,
ktore spetniaja warunek ¢. Mozna wiec pisa¢ {z € A: ¢(x)}.
(6) Aksjomat zbioru potegowego: Dla kazdego zbioru A istnieje zbior, ktérego elementami
sg wszystkie podzbiory zbioru A.
(7) Pewnik wyboru: Dla kazdej rodziny zbioréw R istnieje zbiér zwierajacy po jednym
elemencie z kazdego zbioru rodziny R.

W dalszym ciagu z teorii mnogosci bedziemy tylko korzysta¢, a nie ja badac.

Definicja 1. lloczynem kartezjanskim zbiorow X 1Y nazywamy zbior X x Y, ktorego elemen-
tami sq pary (x,y), gdziex € X iy €Y.

Definicja 2. Relacjg R : X —=Y nazywamy podzbior iloczynu kartezjanskiego X x Y . Jesli
(z,y) € R to méwimy, ze x jest w relacji R zy lub, zey € R(x), albo piszemy xRy w zaleinosci
od tego jak nam wygodniej.

Definicja 3. Jesli R : X —=Y 1 Q: Y —=>7 sq relacjami to zloZeniem relacyi Q i R
nazywamy relacje Qo R : X —X takg, ze
QoR={(z,2) e X xZ: JyeY (z,y) eRi(y,z) € Q}.
Definicja 4. Relacjg transponowang (albo odwrotng) do relacji R : X —=Y nazywamy
relacje R : Y —>X takg, Ze
(y,z) eR' & (y,z) €R.

Jesli AC X i BCY toR(A) oznacza obraz zbioru A w relacji R, tzn

R(A) ={yeY: FJzeA: (z,y) € R},
RY(B) oznacza przeciwobraz zbioru B w relacji R, tzn.

R (B)={re X: 3yeB: (z,y) € R}.

Definicja 5. Relacje R : X —X nazywamy relacjg rownowaznosci wtedy i tylko wtedy gdy
jest
(1) zwrotna, tzn. Vo € X (z,2) € R;
(2) symetryczna, tzn. Yo,y € X (z,y) € R = (y,x) € R;
(3) przechodnia, tzn. Va,y,z € X (z,y) € Ri(y,z) € R = (x,2) € R.
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Definicja 6. Niech R bedzie relacjqg réwnowaznosci. Zbior
[t]r = {2’ : (x,2') € R}.
nazywamy klasq réwnowaznodci (klasq abstrakcji) elementu x wzgledem R.

Fakt 1. Wilasnosci klas abstrakcji:

(1) Ve e X [[E]R 7é @,’

(2) Va,2’ € X [z|r = [2]r albo [z]r N [2]r = 0;

(3) Usex [z]r = X.
Definicja 7. Niech R bedzie relacjg rownowaznosci. Zbior klas rownowaznosci wzgledem R
nazywamy przestrzeniq ilorazowq i oznaczamy X/R

Przyktad: W zbiorze N x N wprowadzamy relacje
(m,n) ~(m',n) ©m+n=n+m

Latwo sprawdzi¢, ze jest to relacja rownowaznosci. W przestrzeni ilorazowej wprowadzamy
dziatania

[(m,n)] + [(m',n")] = [(m+m',n+n)], [(m,n)] - [(m',n")] = [(mn' + nm/,nn’ + mm’)]
Sprawdzamy, ze definicje sa poprawne, tzn, ze nie zaleza od wybory reprezentanta. Element
[(1,1)] jest elementem neutralnym ze wzgledu na dodawanie, a element [(m,n)] jest przeciwny
do [(n,m)]. Element [(1,2)] jest elementem neutralnym ze wzgledu na mnozenie. Nastepnie
sprawdzamy takze, ze odwzorowanie

¢: NxN/~3[(mn)—n—meZ
zachowuje dziatania, tzn
p([(m,n)] + [(m, n)]) = o([(m,n)]) + o ([(m, n')])
e([(m,n)] - [(m, n")]) = o([(m,n)]) - p([(m", n)]).

Odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe, tzn. dwom réznym klasom réwnowaznosci przypisuje

rozne liczby catkowite, ponadto kazda liczba catkowita odpowiada pewnej klasie réwnowaznosci.
W tej sytuacji méwimy ze N x N/ ~ jest izomorficzne z Z.

Oprocz relacji réwnowaznosci drugg wazna klasg relacji sa odwzorowania:

Definicja 8. Odwzorowaniem F : X — 'Y nazywamy relacje takg, Ze
VeeX JdyeY: (x,y) €l

w tej sytuacyi piszemy y = F(x).

Definicja 9. Odwzorowanie F' : X — Y nazywamy injekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy jest
roznowartosciowe, tzn:
Ve, e X F(z)=F()=z=2"

Definicja 10. Odwzorowanie F' : X — Y nazywamy surjekcjg wtedy @ tylko wtedy, gdy jest
"na”, tzn:

VyeY JzeX: F(r)=y.

Definicja 11. Odwzorowanie F' : X — Y nazywamy bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy jest
imngekcjq 1 surjekcyq.



