Wyklad 5.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Rachunek rozniczkowy funkeji jednej zmiennej stuzy, miedzy innymi, do badania przebiegu
zmiennosci funkcji. Potrafimy znajdowaé¢ punkty krytyczne, okresla¢ ich rodzaj, badac¢ ksztatt
wykresu (wypukty, wklesty), znajdowaé asymptoty itp. Korzystajac z umiejetnosci liczenia
granic i rozniczkowania potrafimy do$é¢ doktadnie naszkicowaé¢ wykres funkeji. Funkcje wie-
lu zmiennych bedziemy badaé jedynie w niewielkim zakresie. Zajmiemy sie poszukiwaniem i
okreslaniem typu punktéw krytycznych.

Definicja 1. Mowimy, ze xo € R" jest maksimum lokalnym (minimum lokalnym) funkcji f :
R™ — R, jedli istnieje otoczenie O punktu x, takie, ze dla wszystkich x € O zachodzi f(z) <

f(xo) (f(x) = f(w0))-

Doprecyzowania wymaga pojecie otoczenia. Zazwyczaj otoczeniem punktu zy nazywa sie
dowolny zbior otwarty zawierajacy xg. pojecie zbioru otwartego pojawia sie¢ w analizie bardzo
czesto, dlatego podamy definicje takiego zbioru.

Definicja 2. Mowimy, ze zbior O jest otwarty wzgledem metryki d jesli kazdy punkt x € O
jest érodkiem pewnej kuli otwartej Ky(x,¢) zawartej w O.

Kule otwarta zdefiniowalismy omawiajac ciagtos¢. Mowia jezykiem nieprecyzyjnym zbiory
otwarte sg to takie zbiory ktore sa ,,grube” i ,nie zawierajg brzegdéw”. Mowiac ,,grube”, mam na
mysli, ze np. prosta w R? nie jest otwarta wzgledem metryki euklidesowej. Podobnie ptaszczyzna
czy powierzchnia sfery w R3. Ta sama rodzina zbioréw otwartych moze odpowiada¢ réznym
metrykom. Metryki réwnowazne w takim sensie jak opisany przy okazji ciggtosci maja takie
same rodziny zbiorow otwartych. Méwiac ,zbior otwarty w R"™” bedziemy mie¢ na mysli zbiér
otwarty wzgledem ktorejkolwiek z metryk dy, ds, duo.

Wracamy do ekstreméw: Zatézmy, ze punkt zj jest maksimum lokalnym funkeji f i funkcja
f jest w tym punkcie rézniczkowalna. Rozpatrzmy funkcje

i it — f(zo + te;)

Jest ona okreslona na pewnym odcinku I zawierajacym ¢t = 0 i ze wzgledu na wlasnosci f
(punkt z jest maksimum) na pewnym odcinku I’ C I spetia warunek ¢;(t) < ¢(0). Oznacza
to, ze funkcja ¢; ma maksimum w ¢t = 0. Funkcja ¢; jest tez rézniczkowalna, zatem zgodnie
z zasadami obowiagzujacymi dla funkcji jednej zmiennej ¢;(0) = 0. Pochodna ¢; w t = 0 jest
rowna pochodnej czastkowej funkcji f po zmiennej x; w punkcie zg:

Okazuje sie wiec, ze 661{; (xo) = 0. Jest to prawda dla kazdego indeksu i. Podobnie byloby w

minimum. OtrzymaliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli f : R" — R ma w punkcie xo ekstremum lokalne i jest w tym punkcie
rozniczkowalna to wszystkie pochodne czgstkowe tej funkcji w tym punkcie sq rowne zero, a co
za tym idzie takze pochodna f'(xg) jest réwna zero.

Powyzsze twierdzenie formuluje warunek konieczny istnienia ekstremum. Ze nie jest on wy-
starczajacy pokazuja nastepujace przyktady.
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Przyktad 1 (Siodlo). Najprostszy przyktad to funkcja f; : R*> — R zadana wzorem

filz,y) = 2% =y
Pochodna tej funkcji
folz,y) =22 —2y]
przyjmuje wartos¢ 0 w punkcie (0,0). Jednak w tym punkcie funkcja nie ma ekstremum, co
pokazuje wykres:

Przyktad 2 (Malpie siodto). Nieco ciekawszy ksztalt ma wykres funkcji

fa(z,y) = 2 = 2(2* — 3y?).
Jej pochodna

£5(0,0) = [32 — 3y* Gya]
takze przyjmuje warto$¢ 0 w punkcie (0,0):

Przyktad 3 (Ciekawa funkcja). Przyjrzyjmy sie funkeji
f3(z,y) = (z — y*)(z = 3y").
W punkcie (0,0) jest oczywiscie punkt krytyczny:
fi= 22 — 4y —dy(2z + 3y%)].

Sprawdzmy jak funkcja zachowuje sie wzdluz prostej

ox
t— l 5y ]
oz, toy) = (tdx — t20y°) (tdx — 3t20%?)

Zatozmy, ze 0y # 0 (co wyklucza na razie z rozwazan prosta y = 0) wtedy zaleznosé od ¢ mozna
opisa¢ wzorem:

1) )
F(to, toy) = 3t*(oy)* (5—;2 - t) (3 5; - t> .
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Widaé wiec, ze wdtuz kazdej prostej funkcja ma w zerze minimum. Dla dodatnich dx sytuacja
wyglada tak:

Dla ujemnych tak:

Gdy 0z = 0 mamy f(0,tdy) = 3t*(dy)* i oczywiscie w dla t = 0 jest minimum. Dla dy = 0
otrzymujemy f(tdx,0) = t26t* i takze dla ¢ = 0 jest minimum. A jednak w kazdym dowolnie
malym otoczeniu punktu (0,0) sa punkty dla ktérych wartosé f jest ujemna. Ze wzoru defi-
niujacego funkcje wynika, ze na krzywych r = 3% i 2 = 3y? funkcja przyjmuje wartosé zero.
Pomiedzy nimi za$ wartosci ujemne. Przyjrzyjmy sie wykresom: na pierwszym z nich zazna-
czono krzywe na ktérych funkcja przyjmuje wartosé zero. Na drugim na szaro narysowana jest
plaszczyzna z = 0:

[ )

Potrzebujemy zatem wiecej informacji na temat zachowania funkcji w punkcie krytycznym
niz tylko wartos$¢ jej pochodnej. W rachunku rézniczkowym funkcji jednej zmiennej dodatko-
wych kryteriow dostarczaty wyzsze pochodne. Tak samo jest tutaj. Zdefiniujmy zatem drugg
pochodng funkcji odwzorowania F' : R"™ — R™. Zaltézmy, ze F' jest rozniczkowalne w pew-
nym otoczeniu O punktu zy. Pochodna w kazdym punkcie otoczenia O jest odwzorowaniem
liniowym z R™ do R™. Wyznaczajac pochodne w kazdym punkcie otoczenia O otrzymujemy
odwzorowanie

F':R" — L(R",R™), z+— F'(2).
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Zbiér wartosci powyzszego odwzorowania jest przestrzenia wektorowa izomorficzng z R™™ (ko-
lejnym wyrazom macierzowym macierzy odwzorowania liniowego przyporzadkowujemy wspot-
rzedne w R™). Mozemy takze ,mierzy¢ dtugosé odwzorowania liniowego” postugujac sie na-
stepujaca definicja
A€ L(R™ R™), |Al| = sup ||Az]|.
llzll=1

Dla porzadku zauwazmy, ze powyzsza definicja zalezy od tego jak mierzymy odlegtos¢ w dzie-
dzinie i w zbiorze wartosci. Okazuje sie jednak, ze w sposob mierzenia odlegtosci w przestrzeni
odwzorowan liniowych w ogoéle nie musimy wnika¢, gdyz zbieznosé i ciggtos¢ definiowana przez
te odleglosdc jest taka sama jak ta definiowana przez di, ds i do. Traktujemy poprostu zbiér
wartosci jak R™" z odpowiednio duzym wyktadnikiem i pracujemy na nim jak zawsze. W takim
razie mozemy takze rézniczkowaé odwzorowanie

F':R" — L(R",R") ~R™

w punkcie zy zgodnie z obowigzujacymi zasadami, otrzymujac druga pochodng odwzorowania
F.

Definicja 3. Jesli odwzorowanie F' : R" — L(R"™, R™) ~ R™" jest rézniczkowalne w punkcie
xg, to jego pochodng oznaczamy F"(xq) i nazywamy drugg pochodng odwzorowania F w xy.

Na pierwszy rzut oka druga pochodna jest bardzo skomplikowanym obiektem: odwzorowanie
liniowe o warto$ciach w przestrzeni odwzorowan liniowych. Jesli drugg pochodng w punkcie
T obliczymy na przyroscie h otrzymamy odwzorowanie liniowe, ktére znowu mozna obliczy¢
na przyroscie k otrzymujac element z R™. Sytuacje znacznie upraszcza obserwacja, ze zalez-
no$¢ od h i k jest de facto dwuliniowa. Druga pochodna jest wiec ostatecznie odwzorowaniem
dwuliniowym
F"(zg) : R" x R" — R™.
Obowiazuje ponadto twierdzenie:

Twierdzenie 2. Jesli I jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie xq to druga pochodna F"(zy)
jest odwzorowaniem dwuliniowym symetrycznym.

Dlatego wtasnie wtozyliSmy wczesniej sporo wysitku w to, zeby pozna¢ wtasnosci tego rodzaju
odwzorowan. Ograniczymy sie teraz do funkcji wielu zmiennych, tzn zalozymy, ze wartosci
sa w R (tzn m = 1). Druga pochodna jest wiec odwzorowaniem dwuliniowym o wartosciach
w R, czyli formg dwuliniowa. Jak wyglada macierz tej formy w bazie kanoniczej? Poniewaz
druga pochodna jest pochodng pochodnej spodziewamy sie, ze w uzyciu beda drugie pochodne
czastkowe. Istotnie, okazuje sie, ze dla funkcji

f:R*"—R
dwukrotnie rézniczkowalnej w zy druga pochodna w xy ma postac:
[ S >*f >*f |
(Ox1)? (o) 0x20x! CONEE Oxnox! (o)
F'(xo) = | 021022 (0222 7 0azm0x2(w)
o f o f o f
L Jznoz! (o) Oz Ozt (z0) - (0xm)? (o) |
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Z twierdzenia (2) wynika, ze macierz ta powinna byé¢ symetryczna, to znaczy drugie pochodne
czastkowe mieszane nie powinny zaleze¢ od kolejnosci rézniczkowania. Istotnie wyglada, ze tak
jest. Sprawdzmy to dla funkeji z przyktadéw (1), (2), (3). Twierdzenia (2) nie bedziemy do-
wodzi¢ w calej ogdlnosci. Pozyteczne bedzie jednak przyjrzenie si¢ najprostszej sytuacji funkceji
dwdéch zmiennych

R? > (z,y) — f(z,y) € R.

Zatozymy dodatkowo, ze funkcja nie tylko jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie (zg, yo)
ale takze jej drugie pochodne czastkowe istniejg takze w otoczeniu tego punktu i sa ciggte.

Twierdzenie 3. Zalézmy, ze funkcja f: R* — R ma w otoczeniu O punktu (xq,yo) pochodne
czgstkowe rzedu pierwszego i drugiego. Zatézmy ponadto, zZe pochodne rzedu drugiego sq ciggle
na O. Wowczas mieszane pochodne rzedu drugiego sq rowne.

Dowéd. Do dowodu potrzebne nam jest twierdzenie Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej.
Twierdzenie to mowi, ze jesli funkcja ¢ : [a,b] — R jest ciagta na [a,b] i rézniczkowalna na
la, b[ to istnieje punkt ¢ €la, b] taki, ze

¢'(e)(b—a) = (¢(b) — p(a)).
Geometrycznie oznacza to, ze w odcinku ]a, b jest punkt w ktérym styczna do wykresu jest

réwnolegta do prostej przechodzacej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Oznaczmy przez W (t, s)
nastepujaca wielkos¢:

W(t,5) = = a0+ ) — Fxo +,90) = T o+ 5) + F o, )]

liczymy przechodzac do granicy
lim lim W (¢, s)

t—0 s—0

a pochodng mieszang w drugiej kolejnosci liczac

lim lim W (¢, s).

s—0t—0
Pytanie o réwno$¢ pochodnych mieszanych sprowadza sie do pytania o mozliwos¢ zamiany
kolejnosci przechodzenia do granicy. Oznaczmy

o(z) = f(%yo—i‘si—f(%yo)‘

Funkcja ¢ jest rozniczkowalna i jej pochodna po x zapisuje sie wzorem

ﬂ(m _9f
L2,y + ) (2, 40)
#(x) =2 P :

Korzystajac z ¢ mozemy zapisa¢ W (s, t) jako
1
W(s,0) = - oo + ) = (o).
Dla funkcji ¢ mozemy skorzystaé¢ z twierdzenia Lagrange’a:

1
Wi(s,t) = zgo’(aso +601t)(zo +t — x0) = ¢ (o + 61).
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Punkt ¢ znajdujacy sie pomiedzy xg a xg + t zapisaliSmy w postaci xg + 61t, gdzie 6, jest jakas
liczba pomiedzy 0 i 1. Podstawiajac wartosé pochodnej ¢ mamy

%(xo + O1t, yo + 5) — %(xo + 61t, o)
s

W(s,t) = ¢'(xg + 01t) =

Korzystamy teraz z faktu, ze pochodne czastkowe f takze sa rézniczkowalne. Mozna wiec uzy¢
dla nich twierdzenia Lagrange’a zastepujac wyrazenie w liczniku przez wartos¢ pochodnej po y
w pewnym punkcie mnozong przez s:

2
~ Oyox
gdzie 05 tez jest jakas liczbg pomiedzy 0 a 1.

Tak samo mozemy podsapi¢ wprowadzajac pomocniczg funkcje

W(y) = f(zo +tayz—f(370,y).

I wykonujac podobne czynnosci zamieniajac rolami x i y. Dostajemy wtedy

W {(s,t)

(w0 + O1t, yo + O25),

2

W(87 t) - axay (‘7;0 + 031:7 Yo + 048)7
dla pewnych wartosci 03, 8, pomiedzy 0 a 1. Ostatecznie
2 82]6
W(S, t) = ayax (1’0 -+ Olt, Yo + 928) = m(l’o -+ egt, Yo + 948).

7 zatozenia wiadomi, ze drugie pochodne czastkowe sa ciggle, zatem wyrazenie W tez jest ciagte
i kolejnosé¢ przechodzenia do granicy z ¢ i s nie ma znaczenia. Granica w s = 0 it = 0 jest
rowna drugim pochodnym czastkowym, ktore w zwigzku z tym sa rowne. [

Twierdzenie Taylora. Znajomos¢ pochodnej funkcji f : R® — R w punkcie zy umozliwia
nam przyblizanie zachowania tej funkcji w otoczeniu g za pomoca funkcji afinicznej (liniowa +
stata). Czasami jednak (na przyklad przy badaniu rodzaju punktu krytycznego) potrzebujemy
subtelniejszego przyblizenia. W rachunku rézniczkowym jednej zmiennej mieliémy do dyspo-
zycji twierdzenie Taylora o przyblizaniu funkcji rézniczkowalnej k-razy wielomianem stopnia
k. Dla funkcji wielu zmiennych mamy podobne twierdzenie. Ograniczymy si¢ tutaj do funkcji
rozniczkowalnych dwa razy, cho¢ mozna oczywiscie sformutowaé twierdzenie bardziej ogodlne:

Twierdzenie 4. Niech f : R" — R bedzie funkcjg rozniczkowalng dwa razy w punkcie xg.
Wowczas

Flao +B) = Flao) + /(o) () + 5" (20) (b, ) + 7a(0, )
i reszta ro(xo, h) spetnia warunek

lim 7o (w0, h)|

= 0.
=0 |[A]]?

Przykltad 4. Wré6émy do pierwszej funkeji dwoch zmiennych, ktora rozwazaliémy na naszym
wyktadzie w kontekscie przyblizania funkcja afiniczna (przy definiowaniu pochodnej):

fla,y) =%y
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Zapiszmy dla niej wyrazenie jak w twierdzeniu (3) i znajdZzmy reszte w otoczeniu punktu (1, 2).

Obliczamy pierwsze pochodne czastkowe

g = 2xy ﬁ =2°
Ox ’ dy
i ich wartosci w punkcie (1,2):
of of
—(1,2) =4 —(1,2) =1.
ax( ? ) ? 83/( ? )

Macierz pochodnej w punkcie (1,2) ma wiec postaé:

f(1,2)=[41].
Obliczamy drugie pochodne czastkowe
0 f o*f 0 f
— =2 —= = =2
Ox? 4 Oy? 0 Oxdy .
i ich wartosci w punkcie (1,2):
0 f o?f *f
—=(1,2) =4 —=(1,2) = 1,2) = 2.
axg( ’ ) ) ayg( ) ) 07 axay( ’ )

Macierz drugiej pochodnej w punkcie (1,2) ma wiec postac:

" 1402
Zapisujemy wzor Taylora:

PO 462,24 8y) =2+ [4 1] [ ‘;*’; ] —l—%[éw mlé (2)] [‘g ] +r((1,2), (52, 6)).

Po wykonaniu wskazanych dziatan mamy:

1
(1) J(U 462,24 8y) = 2+ 467 + by + (462 + 4628y) + r5((1,2), (0x, 6y)).
Funkcja f jest dosy¢ prosta, dlatego mozemy explicite zapisa¢ wzor na reszte:

(2) f(1+0z,2+0y) = (1 +62)*(2+0y) = (1 + 20z + 02%)(2 + dy) =

2 + 46z + 202% + Sy + 2020y + 025y

Wyrazy niebieskie we wzorach (1) i (2) pokrywaja sie, zatem reszta jest postaci

r2((1,2), (0, 8y)) = 0225y,

Poniewaz reszta jest trzeciego rzedu w przyrodcie, to rzeczywiscie podzielona przez kwadrat
dhugosci (drugiego rzedu) znika przy (dx, dy) dazacym do 0. Rysunek przedstawia eykres funkcji

f (na czerwono) i jej przyblizenie drugiego rzedu (na szaro).



Zmajomo$¢ zachowania funkcji z doktadnoscig do drugiej pochodnej umozliwia w wielu przy-
padkach okreslenie typu punktu krytycznego. Jesli bowiem g jest punktem krytycznym funkcji
f to wzor Taylora przyjmuje postac:

fxo +h) = f(zo) + f"(w0) (R, h) 4 ro(0, h).

Biorac wystarczajaco mate otoczenie punktu zy mozemy zagwarantowac, ze o zachowaniu f
decyduje wylacznie druga pochodna. Jesli f”(xg) jest dodatnio okreslona to w tym otoczeniu
wartosci f(zo+h) beda wieksze niz f(xz), zatem w ¢ jest minimum. Jesli w f”(z) jest ujemnie
okreslona, to w tym otoczeniu wartosci f(xg+ h) beda mniejsze niz f(zo), czyli w 2o jest mak-
simum. We wzorze Taylora uzywana jest forma kwadratowa odpowiadajaca drugiej pochodnej
(obliczamy wartosé drugiej pochodnej dwa razy na tym samym przyroscie). Znak tej formy
mozemy okresli¢ patrzac na sygnature: sygnatura (n,0) oznacza forme dodatnio okreslona, sy-
gnatura (0,n) ujemnie. Sygnatury (p,q) dla p # 0 i ¢ # 0 odpowiadaja formom przyjmujacym
dodatnie i ujemne wartosci. W sytuacjach kiedy druga pochodna jest nieokreslona (ale niezde-
generowana, tzn p + ¢ = n) mamy inny rodzaj punktu krytycznego. W sytuacji kiedy druga
pochodna jest zdegenerowana kryterium drugiego rzedu (wykorzystujace jedynie druga pochod-
ng) nie rozstrzyga o rodzaju punktu krytycznego. Mozemy wtedy szuka¢ innych metod. Jedna z
nich moze by¢ wykorzystanie wyzszych pochodnych. Jest to czesto skomplikowane rachunkowo.

Przyktad 5. Poszukajmy punktéw krytycznych funkcji

g(x,y) =sinzsinysin(z + y), dla 0<z<m O<y<m.
Zaczynamy od wyznaczenia pierwszych pochodnych czastkowych funkcji g:
dg . . . .
5, — cosTsiny sin(z +y) + sinxsiny cos(x + y) =
x

siny[cos x sin(x + y) + sin x cos(z + y)] = sinysin(2x + y).

Funkcja g jest symetryczna ze wzgledu na zamiane z i y, zatem

99 _ sinz sin(x + 2y).

ox
Z uktadu réwnan
sinysin(2z +y) =0, sinzsin(z+2y) =0
(po uwzglednieniu ograniczonej dziedziny) wynika, ze
2 +y = km, x+2y=Ir dlapewnych k,leZ

Powyzszy uktad rownan zapisany w postaci macierzowej przyjmuje postac:

!
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Macierz tego uktadu jest niezdegenerowana, zatem postugujac sie macierza odwrotng mozna

napisa¢ rozwigzanie:
v 1] 2 -1 k| 1 2k—Dn
y| 3] -1 2 I | 3| (=k+20)m |~

W dziedzinie funkcji (]0, [ x ]0, 7| sa dwa punkty krytyczne, ktére otrzymujemy biorac k =
LLI=1ik=2,1=2Satop=(5,35)ip= (%’r, %’r) Zbadamy charakter pierwszego z nich.
Wyznaczamy druga pochodng funkcji ¢ w punkcie p;:

o2 2 3
a—xg = 2sinycos(2z + y)(z,z) = QSingcos <?7r + g) = 2%(—1) = /3.

Ze wzgledu na symetrie stwierdzamy, ze
Pg m
o33 =V
Obliczamy pochodne mieszane:
sl
0xdy
Macierz drugiej pochodnej funkcji ¢ w punkcie p; to

= cosysin(2x + y) + siny cos(2z + y) = sin(2x + 2y)|(z =) = sin <?> = ——

Szukamy sygnatury metoda wyznacznikowa:
3 9
1 V3, 2 =3 11

Odpowiednie liczby wyznaczajace sygnature to:

D; 9
D =-V3<0, —=-—"2-<0.
' D, 4/3

Forma kwadratowa zadawana przez druga pochodna g w punkcie p; ma sygnature (0,2), jest

wiec ujemnie okreslona. Stwierdzamy zatem, ze funkcja g ma w punkcie p; maksimum. W
ramach treningu czytelnik moze zbadac¢ rodzaj ekstremum dla funkcji g w punkcie (%’r, %’r)

Wykres przedstawia przyblizenie funkcji ¢ (na czerwono) przez odpowiednia funkcje kwadra-
towa (na szaro) w okolicach punktu krytycznego.

4 LA
LRI

L7
FRL7AALEAR
=

ZZ
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Przyktad 6. Korzystajac z procedury poszukiwania punktow krytycznych funkcji wielu zmien-
nych wyprowadzimy wzor na wspotczynniki réwnania regresji liniowej. Zatdézmy, ze na ptasz-
czyznie mamy n punktéw (x;,y;). Szukamy réwnania prostej y = f(z) = ax + b takiej, aby
suma kwadratéw roznic y; — f(z;) byta mozliwie mata. Innymi stowy szukamy minimum funkcji

n n

Fa,b) =Y (yi — f(2:))* = D (yi — (ax; +))*.

i=1 =1

F n n
g—a:ZQ(yi—(aﬂﬁi+b —x; —22( yir; + a(z;)? +bxi):
i=1

2 [Z —Y;ZT; + CLZ(I‘Z‘)Q + ble
i=1 i=1 -1
8F n n n n 7
oy = 22— (am £ 0)(=1) = 23 (~yitani+b) = 2 lz —yi+a) Ti+bn
i=1 i=1 i—1 i=1 J

Punkt krytyczny spelia warunki
oF OF
— =0, — =0
da T 0b ’
czyli

n n n n n
So—yimitad () +b> x; =0, Y —yi+ad zi+bn=0
=1 =1 =1 =1 =1

Dzielgc obie strony powyzszych rownan przez n, i oznaczajac srednig arytmetyczng wspotrzed-
nych z; symbolem FE(z), Srednia arytmetyczna wspotrzednych y; symbolem E(x) i podobnie
E(xy), E(z*) otrzymujemy:

aB(z®) + bE(X) = E(y), aE(X)+b=E(y).
7 powyzszych rownan wyznaczamy a i b:
b=E(y) —aB(z),  aB(®)+ (E(y) - aB(2)B(X) = E(zy)
a(E(2*) = [B(2)]") = E(zy) - E(x)E(y).
Roznica E(z?) — [E(x)]* oznaczana jest D?(x) i nazywana wariancjg z, natomiast F(zy) —
E(z)E(y) oznaczana C(x,y) to kowariancja x i y. Ostatecznie

_ C(z,y) _ Oy

Otrzymalismy wspoélrzedne punktu krytycznego funkcji F. Z samej postaci funkeji nietrud-
no odgadnac¢, ze punkt ten jest w istocie minimum. Dla porzadku sprawdzmy jednak druga
pochodna:

O°F , OF PF &
e D R A w A DR,
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Macierz drugiej pochodnej ma postac
i=1 i=1

=1

Wspodtezynnk 2n jest dodatni, nie wpltywa wiec na znak formy kwadratowej zadanej powyzsza
macierza. Wyznacznik pierwszego minora to D; = E(z?) - jest on dodatni jako $rednia dodat-
nich liczb. Wyznacznik drugiego minora (catej macierzy) to Dy = E(2?) — [E(z)]* = D?*(x).
Wariancja jest takze zawsze dodatnia. Sygnatura okreslana jest przez znaki D; i g—f. Obie liczby
sg dodatnie, zatem forma jest dodatnio okreslona. Znaleziony przez nas punkt krytyczny jest
rzeczywiscie minimum funkcji F'.d



