Wyklad 5.

Wyktad 5. poswiecony jest omdéwieniu zagadnien zwigzanych z pojeciem mocy zbioru i ré6znymi
rodzajami nieskonczonosci.

Definicja 1. Zbiory X Y nazywamy rownolicznymi wtedy @ tylko wtedy jesli istnieje bijekcja
miedzy tymi zbiorami

Definicja 2. Zbior X nazywamy nieskonczonym jesli jest rownoliczny ze swoim wla$ciwym
podzbiorem. Zbior, ktory nie jest nieskonczony nazywamy skonczonym.

Definicja 3. Zbior X nazywamy przeliczalnym jesli jest rownoliczny ze zbiorem liczb natu-
ralnych. Zbior nieskonczony nazywamy nieprzeliczalnym jesli nie jest rownoliczny ze swoim
podzbiorem.

Fakt 1. Zbiory Q ¢ Z sq nieskoriczone, przeliczalne.
Definicja 4. Ciggiem o wartosciach w zbiorze A nazywamy odwzorowanie x : N — A.

Dla ciagdéw obowiazuje nieco inna notacja niz dla pozostatych odwzorowar. Zamiast pisaé z(n)
piszemy z,. Samo za$ odwzorowanie x oznaczamy (x,)>, lub po prostu (z,).

Fakt 2. (Cantor) Zbior wszystkich ciggow o wartosciach w zbiorze {0,1} jest nieprzeliczalny.
Dowdd: (Przekatniowy Cantora) Zalézmy, ze zbiér ciagéw o wartodciach w {0, 1} jest prze-
liczalny. Wowczas istnieje bijekcja ¢, ktora kazdej liczbie naturalnej przypisuje cigg ,zero-
jedynkowy” i jej obrazem sa wszystkie ciagi. Symbol ¢(k),, oznacza n-ty wyraz ciagu bedacego
obrazem liczby k w odwzorowaniu ¢. Konstruujemy teraz nowy ciag x, w nastepujacy sposob:
0 jesli p(n), =1
"1 1 jesi p(n),=0

Ciag (x,) rozni sie od kazdego ciggu (¢(k)) na przynajmniej jednym miejscu, nie nalezy wiec
do obrazu ¢. Jest to sprzeczne z zalozeniem o bijektywnosci ¢. [

Definicja 5. Funkcjq charakterystyczng podzbioru A C X nazywamy funkcje xa : A — {0,1},
ktora przyjmuje warto$é jeden dla elementow zbioru A i zero dla elementéow zbioru X \ A.

Podzbiory X sa w jednoznacznej odpowiedniosci z funkcjami na X o wartosciach w {0, 1}. Fakt
(??7) moéwi wiec, ze zbidr podzbioréw zbioru liczb naturalnych jest nieprzeliczalny. Kazdy ciag
o wartosciach w {0, 1} odpowiada jednoznacznie liczbie rzeczywistej z odcinka |0, 1[ (poprzez
reprezentacje dwojkowa). Ponadto tatwo znalezé bijekcje odcinka |0, 1] i zbioru R:

10,1[> t — tg(n(z — ;)) € R.

Prawdziwy zatem jest fakt:

Fakt 3. Zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny i rownoliczny ze zbiorem podzbiorow liczb
naturalnych.

Definicja 6. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy continuum. Moc zbioru liczb naturalnych
oznaczamy Vg @ nazywamy alef zero.

Twierdzenie 1. (Cantor-Bernstein-Schroder) Zbior 2 podzbioréw zbioru X jest istotnie wigk-
szy miz X, tzn istnieje injekcia X — 2%, ale nie istnieje bijekcja.

Dowdd: Ponizszy dowdd jest uogdlnieniem dowodu przekatniowego Cantora. Przyktadem in-
jekcji zbioru X w zbior podzbioréw jest X 3 x — {z} € 2%X. W dalszym ciagu skorzystamy
z odpowiednio$ci miedzy podzbiorami a funkcjami charakterystycznymi. Zatézmy, ze istnieje
bijekcja migdzy elementami X a podzbiorami X. Oznaczmy ja ¢. Funkcje charakterystyczna
podzbioru ¢(x) oznaczaé bedziemy X, (). Konstruujemy pewna funkcje x okreslong na X o
wartosciach w {0, 1}:
. 0 jeéli Xe(z) (CE) =1
X3z x(x) = { 1 jesli xom(z) =0
Funkcja x rozni si¢ od kazdej funkcji X,y W przynajmniej jednym punkcie. Oznacza to, ze
podzbiér definiowany przez x nie nalezy do obrazu ¢. Jest to sprzeczne z bijektywnoscig ¢. [
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