Wyklad 7.

Definicja 1. Niech (z,)2, bedzie ciggiem liczbowym a (ng)32, Scisle rosngeym ciggiem liczb
naturalnych, wtedy odwzorowanie

N3kr—ua, €¢R
nazywamy podciggiem ciggu (T,,).

Fakt 1. Kazdy podcigg ciggu zbieznego jest zbiezny i ma granice rowng granicy wyjscioweqgo
ciqgu.

Bardzo przydatny do badania zbieznosci ciggéw okreslonych rekurencyjnie jest nastepujacy
fakt, ktory powinni panstwo udowodni¢ na ¢wiczeniach jako trening w dowodzeniu:
Fakt 2. Jesli (z,,) jest ciggiem rzeczywistym a (2, )  (Tm,) jego dwoma podciggami takimi, Ze
Jim . = Jim o, =g
oraz suma mnogosciowa zbiorow wyrazow tych podciggow zawiera prawie wszystkie wyrazy ciggu
(), tzn

|{zn, : keN}U{zy, : keNHN{z,: neN}| <o
to

lim z, =g

n—oo

Definicja 2. Cigg (x,) nazywamy ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest
warunek
Ve>0 dINeNVnm>N |z, —z,| <e.

Twierdzenie 1. Cigg o wartosciach rzeczywistych jest zbieiny wtedy i tylko wtedy kiedy jest
ciggiem Cauchy’ego.

DowOD: Zaczynamy od tatwiejszego dowodu =. Niech (z,,) bedzie ciagiem zbieznym z granica
rowng g. Ustalmy € > 0 i wezmy odpowiednie N takie, aby dla n > N bylo
€

T — gl < =.

ln =9l < 5
Wezmy teraz m,n > N i oszacujmy

€ €
|xn_xm|:|xn_g+g_xm| < |xn_g|+|g_xm| < §+§:5'

Ciag zbiezny spelia wiec warunek Cauchy’ego.

Dowdd w druga strone < jest trudniejszy. Caty problem polega na znalezieniu granicy, ktéra
wystepuje explicite w definicji zbieznosci, a nie wystepuje w warunku Cauchy’ego. Ustalmy
e > 01 wezmy odpowiednie N takie, aby dla n,m > N; spelniony byt warunek

|zy — x| < e.
Oznacza to w szczegdlnodci, ze dla wszystkich n > Ny
|Tn — 3y 41] <6,
czyli
{x,: n> N} Clen1—¢, oy +e[ C [Tn01 — €, Tae1 + €]
Oznaczmy I} = [Tn,41 — €, @41 + €], Wezmy teraz § i znajdzmy No > N, takie, aby dla
n, m > Ny spetlniony byl warunek

€
Ty — | < 5
Oznacza to w szczegolnosci, ze dla wszystkich n > Ny
€
|.I'n - 'rN2+1| <z,
2
czyli
€ € € €
{zn: n>No} Clon,41 — 5 That1 + 5[ C [rnp41 — 5 That1 + 5]
1



2

Wiemy wiec, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu, poza by¢ moze pierwszymi No wyrazami lezg
W [Ny — 5y TNpt1 t %] Skoro Ny > Nj to te same wyrazy leza takze w I; a zatem rowniez
w przecieciu tych odcinkow. Oznaczmy

€ €
2’ 2
Wezmy teraz §, N3 i powtorzmy procedure konstruujac I3, itd. W ten sposob otrzymujemy ciag
domknietych odcinkéw I, zawierajacych sie w sobie:

*[13123133"‘le3~~

I =[aNye1 — 5, T + SN L

o Scisle malejacych dtugosciach:

€
|11 < STt

Niech -
I = ﬂ 1.

k=1

Pokazemy, ze I jest zbiorem niepustym, ktéry zawiera doktadnie jedna liczbe. Niech Iy, = [ay, by]
wtedy ar < by 1 by — ap < 5=5. Skoro Iyy1 D Iy to

ap < Q41 < bk+1 < bk

Ciagi (ag) i (bx) sa oba monotoniczne (jeden rosnacy, drugi malejacy) i ograniczone, zatem
zbiezne. Oznaczmy

lim a; = a, lim b, = b.
k—o0 k—o0
Z twierdzenia o zachowywaniu nieréwnosci przy przechodzeniu do granicy wnioskujemy, ze

a <b.
Sprawdzimy, ze musi by¢ a = b: Zalézmy ze a < b, wtedy a — b < 0, ale dla wszystkich &

b 9
Yo

czyli
b—a <0,
mamy wiec sprzecznos¢. Okazuje sie, ze a = b. Mamy wiec

Pokazemy, ze a jest granicg ciggu (z,). Ustalmy § > 0 i wezmy K € N takie, ze 5= < .
Wtedy odcinek [k zawarty jest w odcinku |a — §, a + d[. Wiadomo takze, ze wszystkie wyrazy
ciagu (z,,) dla indekséw n > Ny zawarte sa w [k a zatem takze w Ja — 0, a + d[, co pokazuje,
ze a = lim,,_,o x,,. O



