Wyklad 8.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Réwnania rézniczkowe sa podstawowym narzedziem w fizyce matematycznej. Przyjrzyjmy
sie ponizszym przyktadom:
Przyktad 1. Jedli N(t) oznacza liczbe atoméw pierwiastka promieniotwoérczego, ktéra w chwili
czasu t znajduje sie w probcee, to funkcja t — N(t) spelia nastepujace réwnanie:
dN
1 — = —)AN.
(1) m

W kazdej chwili czasu szybko$¢ rozpadu jest proporcjonalna do liczby atoméw w probee. Znak
,—  oznacza, ze liczba atoméw sie zmniejsza (pochodna jest ujemna). Nie trudno zgadnaé, ze
rozwigzaniem tego rownania jest funkcja

(2) N(t) = Aexp(—At)
Stala A jest rowna N(0) i ma interpretacje poczatkowej liczby atoméw. &e

Przyktad 2. Na niewazkiej i nierozciagliwej nici dtugosci [ wisi masa m w statym polu grawi-
tacyjnym o przyspieszeniu g. Druga zasada dynamiki Newtona moze zosta¢ zapisana w postaci
réwnania rézniczkowego drugiego rzedu na funkcje t — ¢(t) opisujaca zalezno$¢ od czasu kata
wychylenia masy od pionu:

. g .
(3) p =~ sin(p).
Jesli wychylenie jest male, mozemy uzy¢ przyblizenia sin(p) & ¢ otrzymujac réwnanie oscyla-

tora harmonicznego:

) =T

W réwnaniach (3) i (4) dwie kropki nad funkcja oznaczaja druga pochodng po parametrze ¢.
Parametr ten identyfikowany jest z czasem. o

Przyktad 3. Kolejny przyktad to tzw. réwnanie falowe:
0? 02

) o
ot? Ox?

w jednym wymiarze. Latwo sprawdzié, ze réwnanie to spelniane jest przez funkcje postaci:

f(t,z) = p(x —i—lvt) + (z — vt),



2

gdzie ¢ i 1Y sa funkcjami jednej zmiennej rézniczkowalnymi przynajmniej dwukrotnie. Rozwia-
zanie to mozna uzyska¢ dokonujgc zamiany zmiennych

u=x+vt, w=1x—vl.
Parametr v wystepujacy w rownaniu interpretowany jest jako predkosé fali. Funkcja
(t,z) — p(x + vt)
opisuje fale poruszajaca sie w lewo, zas
(t,x) — (x — vt)

fale poruszajacq si¢ w prawo. e

Przyklad 4. W mechanice kwantowej fundamentalne znaczenie ma roéwnanie
h2
—— AV + V(z,y,2)¥ = —ihV,
2m
gdzie A = 59—;2 + 8‘9—;2 + g—; (laplasjan). Jest to rownanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu
na funkcje
R*> (t,z,y,2) — V(t,2,9,2) € C

nazywang funkcja falows. &

Réwnania z przyktadéw (1) i (2) to réwnania rézniczkowe zwyczajne (tzn. na funkcje jed-
nej zmiennej) zas réwnania z przyktadéw (3) i (4) to réwnania rézniczkowe czastkowe (tzn.
na funkcje wielu zmiennych, zawierajace pochodne czastkowe). W jezyku angielskim réwnania
rozniczkowe zwyczajne nazywaja sie ordinary differential equations, natomiast rownania réz-
niczkowe czastkowe partial differential equations. Od angielskich nazw pochodza czesto uzywane
skroty ODE i PDE, odpowiednio. My zajmowac¢ sie bedziemy jedynie réwnaniami zwyczajny-
mi. Material dotyczacy réwnan czastkowych wyktadany jest oddzielnie w ramach wyktadow
monograficznych lub wyktadéw kursowych przeznaczonych dla studentéw indywidualnych.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne to rownania na jedna (lub wiecej) funkcji jednej zmiennej.
Piszac ”lub wiecej” mam na mysli sytuacje, kiedy poszukiwana funkcja ma wartosci w przestrze-
ni wymiaru wiekszego niz 1 (np. R”, n > 1). Zmienna od ktérej zaleza wszystkie niewiadome
funkcje nazywamy czesto zmienng niezaleing, zas same funkcje zmiennymi zaleznymi. Rzad
najwyzszej pochodnej zmiennej zaleznej wystepujacy w réwnaniu nazywamy rzedem rownania.
W tym sensie w przykladzie (1) réwnanie byto rzedu pierwszego, w pozostatych rzedu drugiego.
Roéwnanie zwyczajne moze by¢ zapisane w postaci kanonicznej, tzn z wyznaczona najwyzsza

pochodna:

(2)

y® = F(x,y,y,y? (h=1))

N ,
lub w postaci uwiktanej
Gz, y, 9, y?, ... .y®) =0

Od funkcji F'i G wymaga sie zazwycza]j aby byty ciggte. Najwiecej czasu poswiecimy réwna-
niom rézniczkowym pierwszego rzedu. Rownania wyzszego rzedu zawsze mozna (wprowadzajac
pomocnicze funkcje) sprowadzi¢ do rownan pierwszego rzedu na wieksza liczbe funkcji. Na przy-
ktad réwnanie drugiego rzedu z przyktadu (2) zastapi¢ mozna réwnaniem pierwszego rzedu na
dwie funkcje: kat i predkosé katowa:

W) =9(t). (1) = (1) = ~F sing,



Jako jedno réwnanie mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

d w
Bl S O
dt l w ] —% sin(¢p)

Interpretacja graficzna. O rownaniu rézniczkowym pierwszego rzedu na n funkcji mozna
mysle¢ jako o rownaniu na krzywa w R". Na przyktad dla n = 2 mielibySmy réwnanie na

krzywa postaci
t— z(t) .
Y

B4

to wektor styczny do krzywej ¢t — z(t) w punkcie z(t) oznaczajacy predko$é punktu porusza-
jacego sie wzdtuz krzywej. Na przyktad dla krzywej

Roe [ =]

predko$¢ w punkcie t = 1 jest wektorem

)]

Wektor

Ogolnie réwnanie na krzywa w R? mogtoby wygladaé¢ nastepujaco:

a(t) | _ | Fit, @)

y(t) F*(t,z,y) |
Jedli dodatkowo F* i F? nie zalezg explicite od czasu mamy w kazdym punkcie ptaszczyzny R?
zaczepiony wektor, ktéry ma by¢ styczny do szukanej przez nas krzywej. Innymi stowy zadajemy
pole wektorowe na R? oraz szukamy krzywych stycznych w kazdym punkcie do tego pola. Oto
stosowne rysunki dla konkretnego przyktadu:

Przyklad 5. Rozwazamy réwnanie:

Jego graficzny obraz to:
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i jedna z krzywych bedacych rozwigzaniem:

Jesli funkcje F* zalezg takze od t trzeba zwigkszy¢ wymiar przestrzeni wiaczajac ¢ do zmien-
nych zaleznych i dodajac trywialne rowananie ¢ = 1, lub rozwazac¢ pola wektorowe zalezne od
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czasu. &

Przyklad 6. Rozwiazmy nastepujace zadanie (z tredcia): Znalezé réwnanie rézniczkowe na
funkcje, ktérej wykres lezy w obszarze {(z,vy)
odstep stycznej do wykresu funkcji w punkcie (z,y(x)) od punktu (0,0) jest réwny x. Zrébmy

rysunek pomocniczy:

Jesli szukana funkcja to € — y(&), to réwnanie stycznej w punkcie (zg, yo = y(zo)) ma postacé

n=1y'(x0)§ +0.

(6)

(&0,m0

($07y0)

x > 0,y > 0} i ma nastepujaca whasnosé:

styczna

o

3



Parametr b musimy dobraé¢ tak, aby punkt (z,yo) spetnial (6). Okazuje sie, ze
b= yo — ¥ (x0)xo-

Réwnanie prostej przechodzacej przez (0,0) i prostopadtej do stycznej to
1
7 n=— €.
Punkt (&, o) wspolny stycznej i prostopadtej wyznaczymy traktujac (6), (7) jako uktad réwnan:

y'(w0) (y'(0)To — Yo)

O T P
o = — (¥ ()20 — Yo)
’ 1+ [y (o))

Z tredci zadania wynika, ze odlegto$é (£o,10) od (0,0) ma byé réwna xq. Zapisujemy warunek
(na kwadrat odlegtosci):

(W%MW%Wrw@y+<@@N%—%62:ﬁ

1+ [y (xo)]? 1+ [y (o)) "

Rachujemy:

(oo — wo))? (14 [ o))’ = 2 (1 + [y (o))
Dzielimy obie strony przez (dodatnie) wyrazenie (1 + [/ (x¢)]?):

(v (z0)wo — 0)* = a5 (14 [t/ (w0)]?)
[y (zo) Pz — 2y (o) zoyo + yg = g + [V (w0)]°x]
—2y/ (wo)Toyo + Yo = T

Sprowadzamy réwnanie do postaci kanoniczne;j:

2 12
y/(xo) o yO 0

B 2T0Yo
Warunek o ktéorym mowa w tresci zadania zachodzi¢ ma w kazdym punkcie krzywej. Opusz-
czamy wiec indeksy wskazujace na konkretny punkt. Rachunki doprowadzity nas do rownania

2 2
/_y -z

Y 2zy

Tego rodzaju rownania nauczymy sie rozwigzywaé pod koniec tego wyktadu. Na razie zajmijmy
sie interpretacja graficzng. Rownania rézniczkowe na jedng funkcje jednej zmiennej:

y' = F(z,y)
tez przedstawiamy jako pola wektorowe na R?. Wektor zaczepiony w punkcie (x,y) ma wspot-
rzedne

lF(;,y) 1

Oto nasze rownanie:
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Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania. W teorii réwnan rézniczkowych
zwyczajnych fundamentalne znaczenie ma twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzania. Sformulujemy je w wersji dotyczacej rownan na jedna funkcje y jednej zmiennej
rzeczywistej x. Zatozymy, ze robwnanie to zostato zapisane w postaci kanonicznej, tzn. z rownania
wyznaczono pochodna:
y' = F(z,y).

Zanim zapiszemy twierdzenie sformutujmy tzw. warunek Lipschitza, ktory pojawia sie w tresci
twierdzenia: Niech I oznacza odcinek otwarty w R. Méwimy, ze funkcja f : I — R spelnia
warunek Lipschitza na odcinku I ze stalg L jesli dla dowolnych xy, x5 € I zachodzi nieréwnosé

|f(21) = f(z2)| < Llw1 — 22
Zauwazmy, ze
Fakt 1. Funkcja, ktora speinia warunek Lipschitza na odcinku I jest na tym odcinku ciggla.
Dowdd: Przypomnijmy warunek ciggtosci w punkcie xy:
Ve>0 30>0: |z—xo| <d =|f(z)— flzo)| <e.

Niech wiec f bedzie funkcja spelniajaca warunek Lipschitza w I ze statyg L, ustalmy zg € [
, - . . .. ., s €
oraz wezmy dowolne € > 0. Jesli § bedzie dowolng liczba spelniajaca nieréwnosé § < T to dla

x takiego, ze |x — xy| < § mamy:

(o) — F(2)| < Llzo — 20| < L6 < L% -



Okazuje sie wiec, ze warunek cigglosci jest spetniony. [
Fakt powyzszy jest w jedng strone, tzn nie kazda funkcja ciggla spelnia warunek Lipschitza.
Na przyktad funkcja

1
I=0,1pz+— —€R
T

jest ciagta, ale nie spelnia warunku Lipschitza. Istotnie, ustalmy 0 < € < % iwezmy 0 < x < %
wowcezas x 1 x + € s elementami I oraz

1 L | |zte—z| €
‘E_xjte | x(z+e) z(r +¢)
Funkcja
5
x'_}x(x—l—a)

dazy do oo dla x dazacego do zera od strony dodatniej. Dla dowolnego L > 0 znajdziemy wiec

takie x, ze

€
—— > Le=Llx — .
Py P € |z — (x + ¢)|

Fakt 2. Jesli f jest funkcjg rozniczkowalng na I to f spelnia warunek Lipschitza wtedy i tylko
wtedy gdy pochodna f jest ograniczona na I

Dowédd: Jesli f spetnia warunek Lipschitza na I ze stala L, to dla dowolnego x € I i dowolnego
h # 0 takiego, ze x + h € I mamy

|f(x+h)— f(z)| < Llx+h —z| = Llh|.
W takim razie warto$¢ bezwzgledna ilorazu réznicowego jest ograniczona:
flz+h) — f(x)
h

a co za tym idzie pochodna tez jest ograniczona. Odwrotnie, zat6zmy, ze pochodna funkcji f
jest ograniczona na I przez staty L:

<L

Y

sup | f'(z)] = L.

zel

Z twierdzenia Lagrange’a wiadomo, ze jesli z,y € I, x < y, to istnieje £ € [z, y] takie, ze

fly) = f2) = f )y —x)

Stosujac warto$¢ bezwzgledna do obu stron otrzymujemy

[f(y) = F@)] = [f(Elly — =,

a zastepujac | f'(§)| ograniczeniem gérnym mamy

|f(y) = f(@)| = Lly — =|.
Funkcja f jest wiec lipschitzowska ze statg L. [J
Na odcinku I =0, 1[ warunek Lipschitza spetnia wiec funkcja z — 22, gdyz jej pochodna
x +— 2x ograniczona jest przez 2, natomiast nie spelnia funkcja x — /z, gdyz jej pochodna
1

jest nieograniczona.



Niech teraz funkcja F': J x I — R bedzie funkcjg dwoch zmiennych. J i I oznaczajg otwarte
odcinki w R. Méwimy, ze funkcja F' spelnia warunek Lipschitza ze stata L wzgledem drugiej
zmiennej jesli

Ve e J |F(x,y) — F(x,y2)| < Ly — ol

Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania rownania

rozniczkowego:

Twierdzenie 1. Niech F' : J x I — R bedzie funkcjq ciggle dwoch zmiennych spetniajgcg
warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej. Niech takze punkt (xg,y0) nalezy do J x I.
Wowezas istnieje liczba € > 0 i dokladnie jedna funkcja y okreslona na odcinku |xo — €, 9 + £[:

lto —e,x0+epr—y(x) €l
spelniajgca rownanie rézniczkowe
(8) y' = F(z,y)
i warunek poczatkowy y(xg) = yo.

Szkic dowodu: Dowdd, ktérego szkic przedstawie ponizej pochodzi od Picarda. Zatézmy na
chwile, ze istnieje jakie$§ rozwiazanie réwnania (8) spelniajace podany warunek poczatkowy.
Majac to rozwiazanie mozemy napisa¢ prawdziwg réwnosc:

y/($) = F(%,y(l‘)),
ktora po uwzglednieniu warunku poczatkowego prowadzi do réwnosci catkowej:

9) y(@) =0+ [ F(Ey(©)es

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (8) jest wiec takze rozwiazaniem roéwnania catkowego (9).
Odwrotnie, jesli znajdziemy jakie$ rozwiazanie réwnania catkowego (9), to z podstawowego
twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego wynika, ze jest ono rozwigzaniem réwnania
rézniczkowego (8). Okazuje sie wiec, ze problem (8) mozna zastapi¢ przez problem (9). Roz-
wiazanie rownania catkowego (9) konstruowaé¢ bedziemy metoda kolejnych przyblizen startujac
od funkcji statej: Niech

¢o(x) = Yo.
Kolejng funkcje ¢y zdefiniujemy rownoscig

@) =wo+ [ Fleao€de=m+ [ F(&.m)de.
i dalej kolejne funkcje
() = yo + /x F (& on-1(8))ds.
Gdyby teraz okazalo sie, ze na pewnym odcilfliu zawierajacym xo
lim o, (z) = ¢(2)

i zbieznos¢ jest jednostajna, wtedy funkcja ¢ bytaby ciagta i prawdziwa bytaby réwnosé:
(10) pla) = Jim @n(w) = Jim (50 + [ F(&pu-1(€))d6) =
xo
vot [ lim P& paa(€)dS = w0+ | FIEw(€)de
xo xo



patrzac na poczatek i koniec powyzszego rachunku dostajemy
o(x) =yo+ | F(& o),
x0

czyli funkcja ta jest rozwiazaniem réwnania catkowego (9). Widaé wiec, ze w tym dowodzie
jest szereg trudno$ci technicznych. Przede wszystkim trzeba sprawdzié¢, czy wszystkie kolejne
przyblizenia okreslone sa na wspolnym odcinku o niezerowej dtugosci. Problemem jest tutaj
to, ze wartosci ¢, nie mogg ,wystawac¢” poza odcinek I. Ponadto sprawdzié¢ trzeba, czy ciag
funkcyjny jest zbiezny i to jednostajne. Wspomnieé tez warto, ze takie operacje jak wchodzenie
z granica pod znak calki (jak w rachunku (10)) tez nie sa zawsze dozwolone. Pokonaniu tych
wszystkich trudnosci stuzg zalozenia o cigglosci F' i lipschitzowskosci F' wzgledem drugiego
argumentu. My nie bedziemy zaglebia¢ sie w detale techniczne, poniewaz brak nam odpowied-
niego wyksztalcenia w dziedzinie zbieznosci ciggéw funkcyjnych. U

Przyktad 7. Metode kolejnych przyblizen zastosujemy do rozwigzywania prostego rownania
rozniczkowego:

y' =y z warunkiem poczatkowym y(0) = «
Funkcja F' ma wiec szczegdlnie prosta postaé: F(z,y) = y. Jest to oczywiscie funkcja ciagla
spelniajaca warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej na caltym R ze stalg L = 1. Wezmy
vo(r) = a 1 wyznaczmy ;:

(@) =a+ [(FE )i =a+ [ adt = a+an
Dalej liczymy

oa(x) = a+ /Ow F(& ¢1(€)dE = a+ /:(oz +ax)dl = a+ ar + %osz,

x x 1 1 1
p3(x) = a+/0 F(& ¢2(8))dE = a+/0 (a+ax + §ozx2)df =a+ar+ §ozx2 + 5953.

Latwo zauwazy¢, ze

(z) =+ ey Losy oy Lo
n\T) =« ax —QT —T —T,
4 2 31 nl

zatem

n—~o0

n I‘k o9 I‘k
e(x) = lim p,(z) = JL@O@];)E = agﬁ.
Latwo rozpoznaé, siegajac pamiecig do poczatku semestru, ze

p(z) = aexp(z).
Rozwigzania w tej postaci sie spodziewalisSmy. &

Twierdzenie Cauchy’ego dotyczy istnienia rozwiazania z konkretnym warunkiem poczatko-
wym, tzn przyjmujacego wartos¢ yo w punkcie xy (nazwa warunek poczgtkowy bierze sie stad,
ze czesto zmienna niezalezna oznaczana jest t i rozumiana jako czas, a warunek na wartosc
funkcji naktadamy w ¢ = 0.) Problem znalezienia rozwigzania z zadanym warunkiem poczatko-
wym nazywa sie zagadnieniem Cauchy’ego. My czesto poszukujemy tzw. rozwigzania ogdlnego,
czyli rodziny funkcji spetniajacej dane réwnanie. Rodzina ta jest zwykle sparametryzowana.
Dotozenie warunku poczatkowego pozwala ustali¢ konkretng wartosé parametru.

Niestety nie ma ogdlnej, zawsze dziatajacej metody rozwigzywania wszelkich rownan réznicz-
kowych pierwszego rzedu. Tak naprawde potrafimy rozwiazywaé jedynie réwnania o zmiennych
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rozdzielonych oraz rownania liniowe. Potrafimy takze czasami sprowadza¢ inne réwnania do
jednego z powyzszych typéw. Dziatalnos¢ tego rodzaju nazywam czasami botanikq, bo polega
na ogladaniu kazdej roslinki rézniczkowej oddzielnie, badaniu jej wtasnosci i sprawdzaniu czy
nalezy do ktoregos z napotkanych wczesniej gatunkdow.

Réwnania o rozdzielonych zmiennych: Rownanie o rozdzielonych zmiennych ma postac:

(11) y' = a(z)b(y)

Jedli dla jakiej$ wartosci y = yo funkcja b(y) przyjmuje warto$¢ zero to wtedy funkcja stala
y(t) = yo jest rozwiazaniem powyzszego réwnania. W dalszym ciagu rozwiazania bedziemy
szukaé¢ przy zalozeniu, ze b(y) # 0. Réwnanie (11) zapisujemy w postaci

Y~ a(x)bly).

Dalsze rachunki maja charakter formalny. Sprawdzimy jednak, ze prowadza one do dobrego
wyniku: Dzielimy obie strony réwnania przez b(y) i ,mnozymy” przez dz:
dy
b(y)
1

Catkujemy obie strony, tzn znajdujemy funkcje pierwotne do y +— ) iz +— a(x), oznacza-

= a(z)dz.

my je B(y) i A(xz) odpowiednio. Réwnosé pochodnych oznacza réwnos$¢ funkcji pierwotnych z
doktadnoscia do statej:

(12) B(y) = A(z) +C
Réwnanie (12) zadaje funkcje x — y(x) w sposéb uwiklany, lokalnie w otoczeniu kazdego
punktu (z¢,yo) spelniajacego warunek (12) i takiego, ze
oG
y
Powyzszy warunek wynika z twierdzenia o funkcjach uwiktanych. Pochodna czastkowa G po y
ma postac:

(zo,50) #0 dla G(z,y) = B(y) — A(z) - C.

oG dB 1

dy dy by
i jest rézna od zera z zalozenia. Obliczmy teraz pochodng funkcji x +— y(z) zadawanej przez
réwnanie (12). Rézniczkujemy (12) po z:

dBdy dA
dy dr  dz
1 dy

sydr @)

Y~ by)a(a)

Pochodna funkcji = +— y(x) zadawanej przez (12) spelia réwnanie (11). Nasza dziatalnosé
rachunkowa przyniosta wiec pozadany skutek. Stata catkowania pelni role parametru numeru-
jacego rodzine rozwigzan.

Roéwnania liniowe: Zajmiemy sie najpierw rownaniami liniowymi w jednym wymiarze, tzn.
na jedna funkcje jednej zmiennej. Réwnanie liniowe jest to réwnanie postaci

(13) ' = a(t)z + b(t).
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Tym razem zmienna zalezna nazywa sie z a zmienna niezalezna t. W kontekscie réwnan roz-
niczkowych uzywane sg bardzo rézne oznaczenia. My takze nie bedziemy stosowaé jednego
systemu, ale wiele, zeby przyzwyczai¢ sie do tej réznorodnosci. Réwnanie liniowe z funkcja b
réwng 0 nazywa sie réwnaniem jednorodnym (w skrocie RJ). Réwnanie z niezerowym b to réw-
nanie niejednorodne (RN). Zauwazmy, ze rozwiazania réwnania jednorodnego tworza przestrzen
wektorowa. Istotnie, jesli xy i x5 sg funkcjami spetniajacymi réwnanie jednorodne

(14) ¥ =a(t)x
to takze axy + [Bxy spelia to rownanie:
(axy + Bxy) = oz + By = aa(t)z, + Ba(t)zs = a(t) (axy + Bry).

Jesli @y 1 x5 sa funkcjami spelniajacymi réwnanie niejednorodne (13) to funkcja x; — xo spehia
réwnanie jednorodne z tym samym wspétcezynnikiem a(t):

(1 — 23) =) — 2y = (a(t)r1 +b(t)) — (a(t)ze + b(t)) = a(t) (v1 — x2).

Okazuje sie wiec, ze zbiér rozwigzan réwnania niejednorodnego jest przestrzenig afiniczna mo-
delowana na przestrzeni wektorowej rozwigzan rownania jednorodnego. Rozwigzanie ogdlne
réwnania niejednorodnego (RORN) ma zatem postaé

x(t) = x,(t) + xs(t),

gdzie x, jest rozwigzaniem ogdélnym réwnania jednorodnego (RORJ) a s jakim$ szczegdl-
nym rozwiagzaniem réwnania niejednorodnego (RSRN). Zajmiemy si¢ najpierw poszukiwaniem
RORJ a nastepnie odgadywaniem RSRN. Na szczeScie RJ jest jednoczesnie réwnaniem o roz-
dzielonych zmiennych, wiec bez trudnosci znajdziemy RORJ:

' = a(t)r,
X~ alt)r,
dz
— =a(t)dt
7w,

log |z| = A(t) + C.

W powyzszym rachunku A oznacza dowolng funkcje pierwotng dla a. Stata C' parametryzuje
rodzine rozwigzan. Wyznaczmy x :

log |z| = A(t) + C
o] = exp(A(t) + C)
|| = exp(A(t)) exp(C)

Stala exp(C) jest zawsze dodatnia. Mozemy pozby¢ sie wartosci bezwzglednej po lewej stronie
réwnania zastepujac exp(C') dowolna stata D. RORJ przyjmuje wiec postaé

(15) zo(t) = Dexp(A(t)), D eR.

RSRN czasami mozna odgadnaé. Jest to bardzo dobra i szybka metoda rozwigzywania. Jesli
jednak nie uda sie tego zrobi¢ pozostaje tzw. metoda uzmienniania statej. W tej metodzie
zastepujemy stata D funkcja t —— D(t) i szukamy warunkéw na te funkcje wynikajacych z
rownania. Rozwiazanie wiec przewidujemy w postaci

(16) z(t) = D(t) exp(A(t)),
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rozniczkujemy
/(1) = D'(t) exp(A(t)) + D(t) exp(A(t)) A'(t) = D'(t) exp(A(t)) + D(t) exp(A(t))a(t)
i x oraz ' wstawiamy do réwnania niejednorodnego:
D'(t) exp(A(t)) + D(t) exp(A(t))a(t) = a(t)D(t) exp(A(t)) + b(t)
Po obu stronach réwnania powtarzaja sie wyrazy niebieskie
D'(t) exp(A(t)) + D(t) exp(A(t))a(t) = a(t)D(t) exp(A(t)) + b(t),

ktére mozna skrocié. Wynika to z faktu, ze t — exp(A(t)) jest rozwigzaniem réwnania jedno-
rodnego. Pozostaje rownanie nie zawierajace funkcji D, a tylko jej pochodna

D'(t) exp(A(t)) = b(t),
ktorag mozna wyznaczyc:

D'(t) = b(t) exp(—A(t)).
Funkcja D jest wiec dowolna funkcja pierwotna do ¢ +— b(t) exp(—A(t)). Podstawiajac wyzna-
czong funkcje D do (16) otrzymujemy RSRN.

Przyklad 8. Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe
x' cos(t) — xsin(t) = 2¢t, (0) =0.
[

Réwnania jednorodne: Réwnaniem jednorodnym nazywany réownie rézniczkowe (8) takie, ze

Y
dla pewnej ciaglej funkcji g. Rownanie to mozna sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzie-
lonych podstawiajac

u(z) = y(x)
x
Rézniczkujemy réwnanie
U=y
po zmiennej x:
u+au =y

i podstawiamy ¢’ do réwnania

Y 1
v =o) uran =g, W == (gw)+u).
Otrzymane réwnanie jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych.

Przyktad 9. Zadanie geometryczne, ktére rozwiazywaliSmy w przyktadzie (6) doprowadzito
nas do rownania

y/ _ y2 - :E2
2xy
Jest to réwnanie jednorodne. Mozna je zapisa¢ takze w postaci
/ Y T
y N —

L 2y
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Uzywajac standardowego podstawienia xu = y otrzymujemy

utzu == — L
22U
Powyzsze rownanie jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych:
du u 1 w?+1
r——-——— = — s
dx 2 2u 2u
2udu B dz
w+1 oz

Catkujac obie strony wzgledem wskazanych zmiennych otrzymujemy
log(u® 4+ 1) = —log(|z|) + C
Zapisujemy C' w postaci C' = log D, D > 0 i pouszczamy logarytmy:
D
w4 1= —
| ]

Poniewaz w warunkach zadania podano, ze x > 0 mozemy opusci¢ znak wartosci bezwzglednej.
Powracamy takze do wyjsciowej zmiennej zaleznej y:

2 D
o
x x
Przeksztalcamy nieco réwnanie:
y: +2° = Dx
vV +22—Dx=0
1 1
2 2 2
x—=D)"=-D
y +@—35D) =
Szukana krzywa to gorna czesé¢ okregu o srodku w (%D, 0) i promieniu %D. Ogélnym rozwiaza-
niem réwnania jest rodzina takich krzywych parametryzowana przez D. &

Réwnania Bernoulliego: Réwnaniem Bernoulliego nazywamy réwnie rézniczkowe

y' = a(z)y +b(x)y".
Roéwnanie to sprowadza sie do rownania liniowego za pomoca podstawienia

1-—n

u(z) = y(z)
Przyktad 10. Rozwigzaé zagadnienie poczatkowe

4y
y = -~ + /Y, y(1) = 1.

Powyzsze rowanie jest rownaniem Bernoulliego dla n = % Podstawiamy zatem

Bedziemy musieli pamieta¢, ze y i u powinny przyjmowaé¢ wartosci dodatnie. Rozwigzaniem
jest tez funkcja stata y = 0. Obliczamy u':
1
/

/ ! / / /
u=—=vy, 2yyu =y, 2uu =y
2y vy

N

u=y'"
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Roéwnanie wzgledem zmiennej zaleznej u przyjmuje postac:
2
u

2uu’ = — + zu.
x

Po podzieleniu przez 2u otrzymamy réwnanie liniowe niejednorodne:

u = 2u + L
T 2
Szukamy RORJ:
du  2u
dr  z
du  2dz
v oz

log(|u|) = log(z?) + C
log(|u|) = log(Dz*) D >0
u = Da2?
Metoda uzmienniania statych szukamy RSRJ:
u = D(x)r?
u' = D'(z)z* + 2D (2)x
Po wstawieniu u’ do réwnania niejednorodnego otrzymujemy
2
_ 2D(;r)x N g '
Sktadniki niebieskie sie upraszczajg, mamy wiec warunek na D’

1
D,(ZE’) = %

D'(x)z* + 2D(x)x

Wybieramy dowolng funkcje pierwotna
1

D(x) = 5 log(Ja]

i zapisujemy RSRN:
1
u() = o og(|)
i RORN:

1
u(z) = Da* + 5:172 log(|x|)

Funckcja zapisana na czerwono jest rozwigzaniem liniowego réwnania, ktore otrzymalismy z
naszego réwnania Bernoulliego. Funkcje te wygodnie nam bedzie przeksztaltcic:

1 1 1
u(z) = Da* + 51:2 log(|z|) = 51:2 (2D + log |z]) = §:E2 log ||

gdzie 2D = log a, tzn. a = exp(2D) > 0. Funkcja u przyjmowaé¢ musi wartosci dodatnie, tzn
jej dziedzing jest zbior

(v Jaz| > 1} = {z: |2| > é}.
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Mozemy teraz wréci¢ do funkeji y
y(z) = u?(z) = iaf* log? |ovz|.
Pora na warunek poczatkowy. Szukamy wartosci a takiej, aby y(1) = 1:
1= ilog2 laf, loga =4, loga=+2, a=-exp(+2)

Warto$¢ © = 1 lezy w dziedzinie funkeji y z parametrem a = exp(2), a nie lezy w dziedzinie
funkeji z parametrem o = exp(—2). Oznacza to, ze rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego jest
funkcja

y(r) = 20 (exp(la) = 122 +log 2])?

okreslona dla |z| > exp(—2). &

W nastepnym wyktadzie zajmiemy sie rownaniami rézniczkowymi liniowymi w wiecej niz
jednym wymiarze, tzn rownaniami na krzywa 7' (t) w R” postaci
d —
&?(t) =AW)T(t)+ b (t)
gdzie £ (t) jest wektorem stycznym do krzywej ¢ — 7'(t) w punkcie ¢, A(t) jest macierza,
ktorej wyrazy macierzowe sg funkcjami zmiennej ¢.



