Wyklad 8.

Poprzedni wyktad nalezatoby uzupei¢ jeszcze o kilka uwag dotyczacych pojecia ciggu Cauchy’ego.
Udowodnione poprzednio twierdzenie gloszace, ze kazdy ciag Cauchy’ego ma granice jest rGwnowazne
twierdzeniu o istnieniu kreséw zbioréw ograniczonych oraz twierdzeniu, méwigcemu, ze kazdy
przekroj zbioru R jest przekrojem gléwnym. Pojecie ciggu Cauchy’ego jest wykorzystywane
rowniez do alternatywnej konstrukcji zbioru R ze zbioru Q. W zbiorze ciagéw Cauchy’ego o
wyrazach wymiernych wprowadzamy relacje réwnowaznosci wedtug ktorej rownowazne sa te
ciggi Cauchy’ego, ktérych wystarczajaco dalekie wyrazy leza dowolnie blisko. Precyzyjniej:

() ~(yp) <= Ve>03INeN: Vn>N |z, —y,| <e.

Latwo stwierdzi¢, ze jesli cigg Cauchy’ego w Q jest zbiezny do liczby wymiernej, to wszystkie
roOwnowazne mu ciggi tez maja te samg granice. Klasy rownowaznosci pozostatych ciaggow uwaza
si¢ za liczby rzeczywiste. Oczywiscie jest to tylko zarys konstrukcji... trzeba tu wiele podowodzi¢.

Definicja 1. Mdéwimy, zZe cigg (x,) ma granice w nieskoriczonosci (albo jest rozbieiny do
nieskonczonodci) wtedy i tylko wtedy gdy

VM>0dNeN: YVn>N z,> M.

Piszemy wowczas
lim x, = oo.

n—oo

Mowimy, ze cigg (x,) ma granice w —oo (albo jest rozbiezny do —oo) wtedy i tylko wtedy gdy
VM<0dNeN: Vn>N z,<M.

Piszemy wowczas

lim z,, = —o0.
n—oo

Twierdzenie 1. (Otto Stolz) Jesli cigg (y,) jest od pewnego miejsca Scisle rosngcy i jesli
lim,, o ¥, = 00 oraz istnieje granica

. Tn41 — Tn
lim ——
=0 Ynt1 — YUn

(g moze byc¢ skonczone lub nieskonczone) to

=9

Funkcje rzeczywiste

f: X —R

e X C R - dziedzina funkcji, jest przeliczalna suma odcinkéw (by¢ moze z nieskonczonym
koricem);

o f(X)={yeR: dz € X: f(x) =y} — zbibr wartosci;

e [y ={r e X: f(z) =y} poziomica funkcji;

o f(A)={yeR: 3z € A: f(x) =y} — obraz podzbioru;

e [7Y(B)={r€ X: f(x) € B} — przeciwobraz podzbioru.

Definicja 2. Funkcje nazywamy rosngcq (malejgcg) jesli dla kazdej pary xi,z9 € X takiej,
Ze x1 < gy mamy f(x1) < f(xe) (f(z1) = f(xg)). Jesli réwnosci sq ostre uiywamy okreslen
Lscisle rosngea” i ,Scisle malejgea”. Jesli nierownosci sq nieostre mowimy takze "niemalejgca”
i ,nierosngca”.

Definicja 3. Funkcje f nazywamy symetryczng jesl dla wszystkich x € X takie —x € X oraz

f(=x) = f(x)
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Definicja 4. Funkcje f nazywamy antysymetryczng jesli dla wszystkich x € X takze —x € X
oraz

f(=2) = —f(x)

Definicja 5. Funkcje f nazywamy okresowq istnieje T' € R takie, Ze jesli x € X tox+T € X
oraz
flz+T)= f(x) dla wszystkich © € X

Definicja 6. Funkcja f : X — R ma granice w zy € R, rowng yo wtedy @ tylko wtedy gdy
istnieje odcinek otwarty J zawierajgcy xo i taki, ze J \ {xo} C X oraz
Ve>035>0 (z#£a0 1 |[zr—m0] <d) = |f(x)—wl<e
Piszemy
Jim f(z) = yo.

Definicja 7. Funkcja f : X — R ma lewostronng granice w xo € R rowng yo wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje a < xq takie, Ze |a, ro|C X oraz

Ve>035>0 (z<z 1 |[z—mo| <d) = |f(x)—wl<e
Piszemy lim f(x) = yo.

T—X

Definicja 8. Funkcja f : X — R ma prawostronng granice w xy € R rowng yo wtedy @ tylko
wtedy gdy istnieje b > xo takie, Ze |z, b|C X oraz

Ve>030>0 (z>x0 1 |[x—x0| <9) = |f(x)—1w| <e)
Piszemy lim+ flx) =10

LE—)IO

Fakt 1. Funkcja f : X — R ma granice w xo wtedy i tylko wtedy gdy ma granice lewo i prawo
stronne w xo i s¢ one rowne.

Definicja 9. Funkcja f : X — R ma lewostronng granice w xo € R rowng oo wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje a < xq takie, Ze |a, ro|C X oraz

VM>036>0 (z<z i |[x—x0|<d) = flx)>M

Piszemy lim f(z) = oo.

x—KED

Definicja 10. Funkcja f : X — R ma lewostronng granice w xo € R rowng —oo wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje a < xo takie, Ze |a,xo|C X oraz

VM<03§d>0 (x<zp i |v—20]<d) = flr)<M

Piszemy lim f(z) = —o0.

T—T

Podobnie definiujemy granice prawostronng w xy réwng oo lub —oo.

Zdefiniujemy teraz granice funkcji w +o00. Bardzo podobne definicje obowiazuja dla —oo:

Definicja 11. Funkcja f : X — R ma granice w oo rowng yo wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
a € R takie, ze a,00[C X oraz

Ve>0 Jz.>a Vo >z, |f(x) —yo| <e
Piszemy lim f(z) = yo.
Definicja 12. Funkcja f: X — R ma granice w oo réowng oo wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
a € R takie, Ze |a,00[C X oraz

VM>0dzy >a Vr>axy flx) > M

Piszemy lim f(x) = oc.
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Definicja 13. Funkcja f : X — R ma granice w oo rowng —oo wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
a € R takie, ze ]a,00[C X oraz
VM<0 Jay>a Vo >ay flx) <M

Piszemy lim f(z) = 0.

Funkcje elementarne oméwione sa w streszczeniu nastepnych wyktadow.



