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W pierwszej czeSci wyktadu w tym semestrze zajmiemy sie poznawaniem elementow geo-
metrii rézniczkowej. Jest to dziedzina matematyki uzywana szczegélnie w fizyce klasycznej. Na
przyktad w elektrodynamice klasycznej korzysta sie z pojecia ”pola wektorowego”, ktore nalezy
wtasnie do geometrii rézniczkowej. W rownaniach Maxwella w wersji rézniczkowe;j

— —
(1) VXE:—%—?, vXﬁ:T+%—?, VD=p, VB=0

pojawiaja sie dywergencja i rotacja, ktére takze naturalnie definiujemy w ramach tej matema-
tycznej teorii. Jednym z réwnan Maxwella w wersji catkowej jest prawo Gaussa, ktére wiaze
strumien pola elektrycznego przez pewng zamknietyg powierzchnie z tadunkiem znajdujacym
sie wewnatrz tej powierzchni.

o o
2) ﬁﬁ:—dd—tB, /Hdl dD, /Dds—/pdv /Bds—O
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Prawo Gaussa (trzecie w powyzszym zestawie) jest fizycznym wcieleniem matematycznego
twierdzenia Stokesa dotyczacego catkowania form rézniczkowych po powierzchniach z orien-
tacja. Zarowno strumien pola przez powierzchnie jak i catkowanie form rézniczkowych sa to
pojecia i zagadnienia nalezace do geometrii rézniczkowej. Uzywajac wiekszego zestawu pojeé z
geometrii rézniczkowej mozemy zapisa¢ rownania Maxwella jeszcze prosciej:

(3) dF =J, dG =0.

Trzeba jednak oczywiscie wlozy¢ wiele pracy, zeby zrozumieé¢ co to jest d, F, G i J. Ten
ostatni zapis jest o tyle wygodny, ze obowigzuje w czasoprzestrzeni Minkowskiego i jest jawnie
relatywistycznie niezmienniczy - po prostu zapisany jest bez udziatu zadnych wspotrzednych.

Geometria rozniczkowa w jeszcze bardziej zaawansowanej postaci wykorzystywana jest do
matematycznego sformutowania Ogolnej Teorii Wzglednosci. Nasz program nie siega jednak
az tak daleko. Nauczymy sie wystarczajaco wiele aby wyjsé nieco poza réwnania (1) i (2), nie
dochodzac prawdopodobnie do (3).

W wielu teoriach fizycznych dobrym modelem przestrzeni fizycznej lub czasoprzestrzeni jest
przestrzen afiniczna. W miare potrzeb dodajemy do niej jeszcze dodatkowe struktury. Zanim
zapiszemy formalna definicje przestrzeni afinicznej przypomnijmy, ze na przestrzen afiniczna
mozemy patrze¢ jak na przestrzen wektorowa w ktorej brakuje wyréznionego punktu zerowego.
Od jednego punktu przestrzeni afinicznej do drugiego mozna sie dosta¢ za pomoca wektora.
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Na naszym obrazku ten sam wektor w prowadzi z punktu as do a4 i z punktu as do ag. Jesli w
przestrzeni afinicznej wyréznimy jeden punkt staje sie ona identyczna z przestrzenia wektorowa.
Na przyktad jesli wyréznimy punkt asz, to punkt a, odpowiadal bedzie wektorowi w. Wektor v
identyfikowany jest z punktem ay:

o (g

ay

Zapiszmy formalng definicje przestrzeni afiniczne;j:

Definicja 1. Przestrzeniq afiniczng wymiaru n nazywamy tréjke (A, V, @) gdzie A jest zbiorem,
V' przestrzenig wektorowqg wymiaru n, & odwzorowaniem dodawania wektoréow do punktow A
majgcym nastepujgce wlasnosci
(1) dla dowolnych a € A iv,w € V zachodzi a ® (v+w) = (a ®v) O w,
(2) dla kazdegoa € A a@® 0 = a,
(3) dla kaZdych dwdch elementéow a,b € A istnieje dokladnie jeden wektor v € V' taki, Ze
a®v=">o.

Ze wzgledu na wtasnosé (1) w dalszym ciagu nie bedziemy w notacji rozréznia¢ miedzy @ i
+. Na oznaczenie dodawania wektora do punktu i dodawania wektoréw bedziemy uzywaé tego
samego symbolu +. Wtasnosci dodawania wektoréw do punktéw gwarantuja, ze jesli wyréznimy
punkt a € A, to odwzorowanie ¢,

Ya:Vo3vr—at+veA

bedzie bijekcja zbioréw V' i A. Istotnie, z wlasnosci (3) wynika, ze ¢, jest surjekcja (istnieje) i
injekcja (dokladnie jeden). Wlasnosei (1) i (2) gwarantuja ponadto, ze jesli b = a + v to

op(w)=b+v=a+v+w=p,(v+w).

Oczywiscie, checace policzyé co$ konkretnego, musimy uzywaé wspotrzednych. Wiemy juz, ze
wybor bazy w przestrzeni wektorowej umozliwia reprezentowanie wektoréw za pomoca wspot-
rzednych. Innymi stowy wybér bazy zadaje izomorfizm naszej przestrzeni wektorowej V' z R”.
Zeby wprowadzi¢ wspotrzedne w przestrzeni afinicznej trzeba jeszcze wybraé jeden punkt, w
ktorym zaczepimy wektory bazowe. Wybor punktu utozsamia przestrzen afiniczng z wektorowa,
a wybor bazy przestrzen wektorowa z R”.
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Jesli w naszej przestrzeni A wyréznimy, jak poprzednio, punkt as a w przestrzeni V' wybierzemy
baze sktadajaca sie z wektoréw (v, w) otrzymamy siatke wspétrzednych:

(A, as, (v,w)) ~ R?

ar~(0,1),

Y

o(ls e ag~(1,1)

e
%2

| (13:(0,0)

Punkt a7 ma teraz wspolrzedne (1,0), punkt ay wspétrzedne (0, 1) a nowy punkt ag wspéhrzedne
(1,1). Latwo stwierdzié, ze ag = ag + v + w.

Taka wtasnie operacje wykonujemy zazwyczaj rozwiazujac zadanie z mechaniki czy tez elek-
trostatyki. Dobieramy poczatek uktadu wspoétrzednych i kierunek osi tak, zeby bylo nam wy-
godnie. Czesto wyboér odpowiednich wspétrzednych jest najwazniejsza i najtrudniejsza czescia
zadania. Wynika z tego, ze przestrzen fizyczna, w ktoérej dziejqg sie opisywane przez nas na
wyktadach i éwiczeniach zjawiska fizyczne to nie jest R3. To raczej afiniczna przestrzen, mode-
lowana na tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej, ktéra utozsamiany z R® w sposéb dla nas
wygodny.

Pewnie zwrécili panstwo uwage na to, ze uktad wspolrzednych, z ktérym pracujemy na
zajeciach z fizyki ma zazwyczaj (na rysunku) prostopadle wektory bazowe. Wiemy juz, ze
pojecie prostopadtosci i w ogoble kata miedzy wektorami zwigzane jest z iloczynem skalarnym.
W przestrzeni fizycznej wiemy, ktore wektory sa prostopadte. Oznacza to, ze matematycznym
modelem przestrzeni fizycznej nadajacym sie do rozwigzywania typowych zadan z mechaniki czy
elektrostatyki jest trojwymiarowa afiniczna przestrzen, ktorej przestrzen modelowa wyposazona
jest w iloczyn skalarny. Mozemy teraz zadbac, zeby baza z ktéra pracujemy byta ortogonalna,
albo nawet, jesli wolimy, ortonormalna. Ja jednak nie bede zaktadata, ze mam do dyspozycji
zawsze iloczyn skalarny. Jesli bedzie potrzebny to go dodam i powiem, ze dodaje. Jest to wazne,
poniewaz nie chce od samego poczatku utozsamiaé¢ obiektow matematycznych, ktore z natury
rzeczy sa rozne. Majac iloczyn skalarny mozna na przyktad zidentyfikowaé elementy przestrzeni
wektorowej z funkcjami liniowymi na tej przestrzeni i nie odréznia¢ ich. Tak bardzo czesto
postepuje sie w mechanice. Stad od zawsze predkosci, sity i pedy reprezentujemy wektorami,
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podczas kiedy tak naprawde predkosci to wektory a sity i pedy to funkcje liniowe na przestrzeni
wektorowej.

Ten dos¢ dtugi wstep miat uzasadnié¢ dlaczego chce, aby naturalnym $rodowiskiem w ktérym
bedziemy rozwija¢ geometrie rézniczkowa byta gota (bez iloczynu skalarnego i wyrdznionych
wspoéhrzednych) przestrzen afiniczna, a nie (jak zazwyczaj sie robi) jedynie R"™. Rozréznienie
miedzy ogdlna przestrzenia afiniczng a R™ pomoze takze w przysztosci odrézniaé punkty (ele-
menty A) od wektoréw (elementéw V') co moze okazaé sie wazne. Zatozenie, ze matematycznym
opisem przestrzeni fizycznej lub czasoprzestrzeni jest przestrzen afiniczna nie daje sie¢ utrzymac
w Ogodlnej Teorii Wzglednosci. Potrzebny jest wowczas bardziej ztozony model czasoprzestrzeni.
Jak jednak wspomniatam, OTW nie wchodzi w zakres naszych rozwazan.

Wspbdtrzedne w A, ktore zwigzane sg z wyborem pewnego punktu ag € A jako poczatku ukta-
du wspotrzednych i bazy w V' nazywaé¢ bedziemy afinicznymi. W dalszym ciagu bedziemy takze
wprowadza¢ w naszej przestrzeni afinicznej wspétrzedne nieco inne niz pochodzace od bazy w V.
Beda to tzw. wspotrzedne krzywoliniowe. Tego rodzaju wspoétrzednymi postugiwalismy sie juz
przy okazji zamiany zmiennych przy catkowaniu. Znamy uktady wspélrzednych biegunowych i
sferycznych a takze inne, wymyslane at hoc na potrzeby konktretnych problemdw.

Czeé¢ wyktadu ,,Matematyka III” dotyczaca geometrii rézniczkowej polegata bedzie na tg-
czeniu wiedzy z zakresu algebry liniowej (przestrzenie wektorowe, przestrzenie afiniczne, odwo-
rowania liniowe, formy kwadratowe itp) z wiedza dotyczaca analizy funkeji wielu zmiennych.

Oto zadania, ktére pomoga panstwu przyzwyczai¢ sie do pojecia przestrzeni afinicznej i
afinicznych wspotrzednych:

Zadanie 1. Niech A oznacza dwuwymiarows przestrzen afiniczna, a V' odpowiadajaca jej prze-
strzen wektorowa. W przestrzeni A wprowadzono dwa uktady wspotrzednych. Uktad ¢ ma po-
czatek w punkcie a i zwiazany jest z baza e = (eq, e5), ukltad ¥ ma poczatek w b i jest zwiazany
z baza [ = (f1, f2). Wiadomo takze, ze

b:a+261+€2, f1:61+62, f2:€1—262.

(a) Znalezé wspolrzedne punktu ¢ € A w uktadzie wspétrzednych ¥ jesli wiadomo, ze w ukla-
dzie ® punkt ¢ = (=2, 3)®. (b) Znalez¢ wspotrzedne punktu d € A w uktadzie wspotrzednych
P jedli wiadomo, ze w uktadzie ¥ punkt d = (1,2)¥. (¢) Korzystajac z dowiadczeri nabytych
przy rozwiazywaniu punktéw (a) i (b) znalezé ogdlny wzér pozwalajacy na przeliczanie wspol-
rzednych w uktadzie ® na wspotrzedne w uktadzie V. Sprawdzi¢ otrzymany wzér dla danych z
punktu (a). &

Na ¢wiczeniach zapoznaja sie panstwo z pojeciem podprzestrzeni afinicznej. Powinni pan-
stwo dowiedzieé¢ sie jak opisa¢ jednowymiarowe podprzestrzenie afiniczne w R? oraz jedno i
dwuwymiarowe podprzestrzenie afiniczne w R3. Przydatne beda nastepujace zadania:

Zadanie 2. Dana jest posta¢ parametryczna réwnania ptaszczyzny dwuwymiarowej w prze-
strzeni afinicznej A = R3:

r=2t—s
y=14+3t , steR
Z2=-3+s

Zmnalez¢ rownanie tej ptaszczyzny. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny rownoleglej do danej i prze-
chodzacej przez punkt (0,0,1). #

Zadanie 3. W przestrzeni afinicznej R? dane sg dwie tréjki punktéw:

5
ay = (3, 2, 1), a9 = (2,4, —3), as = (—

27 37 _]-)7 bl - (2747 _3)7 b2 - (0737 7)7 b2 - (47072)
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Ktoéra z trojek wyznacza jednoznacznie ptaszczyzne w R3? Znalezé réwnanie tej plaszezyzny
oraz jej opis parametryczny. @

Zadanie 4. Znalez¢ punkt wpolny prostej [ z ptaszyzna 7 jesli

r=—-14+2t
[:S y=3+4t , w:3x—3y+22—5=0.
z =3t

[ )

Zadanie 5. Dla jakiej wartosci parametru a ptaszczyzna ax 4 3y — 5z + 1 = 0 jest réwnolegta
doprostej x =1+4+4t,y=—1+3t, z2=1. M

Jesli przestrzen afiniczna jest wyposazona w iloczyn skalarny mozemy korzystaé¢ z pojecia
prostopadtosci. Przydatne beda nastepujace zadania:

Zadanie 6. W przestrzeni afinicznej R? znalezé réwnania opisujace prosta przechodzacy przez
a = (2,3,1) oraz (1) prostopadlej do prostej x = 1+ 2t, y = 3 + 2t, z = —t i przecinajacej
prosta x = y = z; (2) przecinajaca proste

r+y=0 r+3y—1=0
r—y+z+4=0" y+2=0 '

[ )
Zadanie 7. W przestrzeni afinicznej R® znalez¢ kat miedzy plaszczyznami

m T —2y+52+2=0, my: 2v+y+z2—1=0.

[
Zadanie 8. W przestrzeni afinicznej R? znalez¢ odlegtos$é punktu a = (7,9, 7) od proste;
r =244t
12 y=1+3t
z =2t
[ )

I troche trudniejsze:

Zadanie 9. W przestrzeni afinicznej R?* znalezé odlegloéé punktu p = (3,0, 1, 3) od plaszczyzny

Jx+y=0
T Va2—z4t—-1=0

[ )
Zadanie 10. W przestrzeni afinicznej R3 znalez¢ odlegloéé miedzy prostymi sko$nymi
r=94+4t r=—2t
bi: S y==2-=3t , Ul y=—-7T+9
z=1 z=2+2
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Zanim przejdziemy do geometrii rozniczkowej i zdefiniujemy pierwszy zwigzany z nig obiekt
popracujmy jeszcze chwile nad algebra. W niedalekiej przysztosci bedzie nam bowiem potrzeb-
ne pojecie przestrzeni dualnej do przestrzeni wektorowej. Omawiajac w poprzednim semestrze
pojecie odwzorowania liniowego wspomnieliSmy, ze zbioér wszystkich odwzorowan liniowych z
przestrzeni wektorowej V' do przestrzeni wektorowej W ma takze strukture przestrzeni wekto-
rowej: odwzorowania liniowe mozna do siebie dodawac¢ i mozna tez mnozy¢ przez liczby. Jesli
dimV = nidimW = m to dim L(V,W) = n - m. Szczegblna role odgrywaja funkcjonaly
liniowe, czyli liniowe odwzorowania z V' do R. Z tego rodzaju obiektami pracowalismy juz przy
okazji definiowania pochodnej funkcji wielu zmiennych. Teraz zajmiemy sie nimi jeszcze raz
w kontekscie czysto algebraicznym. Przestrzen V* = L(V,R) nazywa sie przestrzeniq dualng
do V' lub przestrzenig sprzezona do V. Elementy tej przestrzeni, czyli funkcje liniowe na V' o
wartodciach rzeczywistych nazywa sie kowektoramsi, albo funkcjonatami liniowymi. Uzywa sie
takze nazwy formy liniowe, chociaz ja te nazwe chcialaby zarezerwowaé dla innych (choé zwia-
zanych) obiektow, ktére pojawia sie pézniej. Poniewaz dimR = 1, stwierdzamy od razu, ze
dim V* = dim V. Ostatnia rownos$¢ obowigzuje przy zatozeniu, ze V jest przestrzenig skonczo-
nego wymiaru. Przestrzenie V' i V* sg izomorficzne jako przestrzenie wektorowe tego samego
wymiaru, ale zaden z licznych izomorfizméw nie jest wyrdzniony.

Przyktad 1. Niech V' = R[] bedzie, jak zawsze, przestrzenia wielomianéw o wspdtezynnikach
rzeczywistych. Odwzorowanie ¢, ktore przyporzadkowuje wielomianowi v € V' jego wartos¢ w
ustalonym punkcie x jest odwzorowaniem liniowym:

ex(v) = v(2).

Odwzorowaniami liniowymi sg takze:
1
v / v(t)dt, v — v'(0).
0

Wszystkie te jakze rézne odwzorowania naleza do V*. Przestrzen dualna, jak kazda skonczenie
wymiarowa przestrzen wektorowa, moze by¢ wyposazona w baze. Wiemy, ze dim V* = dim V' =
3, oczekujemy zatem trzech elementéw bazowych. Moga to byé¢ np. ¢g, ¢_1, 1. Nietrudno
stwierdzi¢, ze te trzy kowektory sa liniowo niezalezne. Zaldézmy na chwile, ze istnieja liczby
A1 takie, ze odwzorowanie bedace kombinacja liniowg ¢4 ¢ jest rowne zero:

A_1p—1+ Aowo + Aoy = 0.

Obliczmy wartosé tego odwzorowania (powinno byé zero) na trzech szczegblnie wybranych
wielomianach:

v (t)=tt—1), v(t)=tt+1), wv(t)=(+1)(t—1).

0= (A_1p—1 + Aowo + A1) (v-1) = A_1p_1(v_1) + Aowo(v_1) + Migi(v-1) =
)\,1’071(—1) -+ )\0’071(0) + )\1’(),1(1) = 2)\,1 +04+0

Otrzymalidémy rownanie 2A_; = 0. Podobnie bedzie kiedy obliczymy warto$¢ kombinacji liniowej
na vy i v1: otrzymamy warunki —A\g = 0 i1 2\; = 0. Jedyng znikajaca kombinacja liniowa
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kowektorow ¢4 o jest kombinacja ze wspoétezynnikami réwnymi zero. Uktad (¢_1, o, 1) jest
baza w V*. Oznacza to, ze wymienione juz wczesniej odwzorowanie liniowe

v — /01 v(t)dt

da sie wyrazi¢ za pomocg kombinacji liniowej wektoréw bazowych. Jest to bardzo dobre zadanie
na ¢éwiczenia. e

Przyktad 2. Rozwazmy ponownie te sama przestrzenn V- = Ry[-]. Niech e = (ey, €9, e3) bedzie
bazaw V dla e (t) = 1, ea(t) = t, e3(t) = t*. Elementy V* sa odwzorowaniami liniowymi, mozna
je wiec zapisa¢ w postaci macierzy wykorzystujac baze e w V' i kanoniczna baze sktadajaca sie
z 1 w jednowymiarowej przestrzeni R. Mamy wtedy na przyktad

[o—1]le = [p-1(e1) @-1(e2) @-1(es)] = [ex(—=1) ex(—=1) es(=1)]=[1 —1 1].
Podobnie

[po]'e = [poler) wole2) @oles)] =[1 0 0],

[o1]'e = [e1(e1) wi(es) @iles)] =[1 1 1].

&

Pojeciem szczegélnie waznym z punktu widzenia przysztych zastosowan jest pojecie bazy
dualnej. Wiadomo, ze odwzorowanie liniowe jest okreslone jednoznacznie poprzez jego wartosci
na wektorach bazowych. Wezmy wiec baze e w przestrzeni wektorowej V' i zdefiniujmy uktad
kowektorow e dla i = 1...n = dim V warunkami

(4) €i(6j) = 5ZJ

Na przyktad kowektor ! przyjmuje warto$¢ 1 na e; oraz 0 na pozostalych e;, kowektor &2
przyjmuje warto$¢ 1 na ey a 0 na e; oraz wszystkich e; dla @ > 2. W bazie e zapisalismy:

[e'e=1[100---0],
[52]62[0 1 O"'O]a
", =0 0 0---1].

Baze ¢ okreslona warunkami (4) nazywamy bazq dualng do e. ‘
Niech € bedzie baza dualng do e. Wezmy dowolny wektor v € V' i obliczmy £*(e). W tym celu
zapiszmy v w bazie e:

v=uole; +v?ey + - - - + v",,.

Mamy teraz

e'(v) =¢e'(vle; +vPey + - +",) =
e'(vley) +e'(vPeq) + -+ e (Ve) + o+ (V) =040+ 0" o+ 0 =00
Okazuje sig, ze £'(v) = v', czyli i-ty wektor bazy dualnej zwraca i-ta wspolrzedna w rozktadzie
v wzgledem bazy e.

Na ¢wiczeniach bedg panstwo ¢wiczyli wyznaczanie bazy dualnej do danej. Zrobmy wspolnie
dwa przyktady:
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Przyklad 3. ZnajdZmy baze € dualng do e z przyktadu 2. Elementy bazy ¢ mozna zapisaé
korzystajac z naturalnej postaci wielomianu, albo korzystajac z bazy ¢ z przyktadu 1. Pierwszy
sposob nie wymaga zadnych rachunkéw: skoro elementy bazy dualnej wyznaczaja wspotrzedne,
to patrzac na zapis

v(t) = at® + bt + ¢ = aez(t) + beq(t) + ce(t)
odgadujemy

etw) =¢, &*(v)=0b, &*(v)=a.

Drugi sposéb wymaga rozwigzania kilku uktadéw réwnan. Szukamy rozktadu ! w bazie :

el = ap_1 + bog + cp1.

Wspblezynniki a, b, ¢ spelnia¢ musza warunki wynikajace z (4):
el(er) = ap_i(e1) + bpg(er) + coi(er) = 1,
el(es) = ap_1(ea) + bpy(ez) + coi(es) = 0,
e(es) = ap_1(es) + bpo(es) + cpi(es) = 0.

Po stosownych obliczeniach mamy

a+b+c=1 1 11 a 1
—a+0+c=0 , w postaci macierzowej | —1 0 1 b|=10
a+0+c=0 1 01 c 0

Zauwazmy, ze warunki na wspotczynniki odpowiadajace €2 i €2 réznig sie jedynie prawsg strong.

Mamy wiec do rozwigzania trzy bardzo podobne uktady réownan:

1 11 a 1 1 11 a 0 1 11 a 0
-1 01 b|=101, -1 01 b|l=11], -1 0 1 b|1=10
1 01 c 0 1 01 c 0 1 01 & 1

Wszystkie trzy mozemy rozwiaza¢ ,za jednym razem” wyznaczajac macierz odwrotna do ma-
cierzy ukladu réownan (jednakowej we wszystkich trzech przypadkach):
—1

1 11 Lo -1
1 01| =2]2 0 -2
1 01 210 1 1

Poniewaz po prawej stronie uktadéw réwnan sa wektory z bazy kanonicznej R?, wiec rowigza-
niami kolejnych uktadéw sg kolejne kolumny macierzy odwrotnej. W ten sposéb otrzymujemy
rozwigzanie:

—_

£ = Qf0>
e’ = 5(_@—1 + 1),
1
et = 5(90—1 + 2¢0 + ¢1).

[ )

Przyktad 4. Teraz poszukajmy bazy f w Ry[:] takiej, ze ¢ jest do niej baza dualng. Wy-
godnie bedzie numerowaé¢ wektory tak jak kowektory: f_1, fo, f1. Szukamy wiec wielomianow
spetniajacych warunki

o1(f-1) =1, wo(f-1) =0, @i(f-1)=0



i podobnie

@—1(f0) =0, SOO(fo) =1, 901(f0)
o_1(f1) =0, @o(f1) =0, @i(f1)=

Z definicji elementéw bazy ¢ otrzymujemy warunki:

fa(=1) =1, f4(0)=0, fa(1)=0

0,
1

i podobnie

fo(=1) =0, fo(U) =1, fo(l) =0,

fl(_l):()? fl(O):O, fl(l)zl
Przyjrzyjmy sie blizej warunkom na f_;. Wielomian f_; to wielomian stopnia 2, ktérego pier-
wiastkami sa 0 i 1, tzn wielomian ten musi by¢ proporcjonalny do ¢ +— t(t — 1). Wspélezynnik
proporcjonalnosci otrzymujemy z pierwszego warunku. Ostatecznie

falt) = 5t = 1),

Rozumujac podobnie obliczymy

fo=—(t =11, fi= gttt 1)

Sa to wielomiany proporcjonalne do vy, ktérych uzywalismy do dowodzenia, ze ¢ jest baza.
Wielomiany tego rodzaju nosza nazwe wielomianéw interpolacyjnych Lagrange’a. spojrzmy
jeszcze na macierz przejscia z bazy f do bazy e:

' 2 0
il =< -1 0 1
2 1

Co to za macierz? &

Dokonajmy jeszcze jednej obserwacji dotyczacej przestrzeni dualnej. Ot6z przestrzen dualna
do dualnej jest kanonicznie izomorficzna z wyjsciowa przestrzenia wektorowa (w przypadku
przestrzeni skonczonego wymiaru). Istotnie: przestrzen dualna do dualnej zawiera funkcje linio-
we na przestrzeni funkcji. Przyktadem takiej funkcji jest np:

p — p(v)

dla ¢ € V* iv € V. Okazuje sie, ze wektor v definiuje funkcje na funkcjach poprzez obliczenie
wartosci w punkcie. W ten sposob v jest elementem (V*)*. Argumenty dotyczace wymiaru po-
kazuja, ze wszystkie funkcje na funkcjach pochodza od wektoréw. Opisany przez nas izomorfizm
jest kanoniczny, tzn. jest jednoznacznie zdefiniowany przez istniejace struktury.

Wyktad algebraiczny zakonczymy definicja jeszcze jednego pojecia, ktére byé moze bedzie
przydatne: Niech W bedzie podprzestrzenia wektorowa w V. Anihilatorem W nazywamy pod-
zbiér W0 w V* zawierajacy wszystkie kowektory znikajace na W:

Wl={aeV*: YweW a(w) =0}
Anihilator W jest podprzestrzenia wektorowag w V*. Latwo jest udowodnié¢ zwigzek wymiarowy:
dim W + dim W° = dim V.

Zeby uzasadnié¢ powyzszy wzoér oznaczmy k = dim W i skonstruujmy baze e przestrzeni V taka,
ze pierwsze k wektorow stanowi baze podprzestrzeni W. Ze wzgledu na to, ze kazdy kowektor
jest odwzorowaniem liniowym warunek znikania kowektora o na wszystkich elementach W jest
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réwnowazny znikaniu na elementach bazowych. Kazde o nalezace do W° musi zatem spetniaé
k réwnan:
aler) =0, ale2) =0, ... afe)=0.
Réwnania powyzsze sg liniowo niezalezne, zatem zbior ich rozwigzan ma wymiar n — k, czyli
dimV — dim W.

[0 Uzywajac kanonicznego izomorfizmu przestrzeni (V*)* 1 V tatwo sprawdzié, ze

(W9 =W.
Istotnie, z rachunku wymiaréw wynika, ze dimW = dim(W?)°. Ponadto oczywiste jest, ze
W c (W90, gdyz kazdy element w € W ma wlasnosé

a(w)=0 dla o€ W°

Skoro podprzestrzen W zawiera siec w (W°)? i obie podprzestrzenie sg tego samego wymiaru to
znaczy, ze sa rowne. [J



