Wyktad 10.

Matematyka 3, semestr zimowy 2011/2012
8 listopada 2011

W dalszym ciagu wyktadu dla wygody zbiér k-form na powierzchni M oznacza¢ bedziemy
QOF(M). Przypominamy, ze k-forma na M jest odwzorowaniem przyporzadkowujacym punktowi
r € M k-kowektor w punkcie z, tzn element A" T, M w sposob gtadki, tzn. funkcje stanowiace
wspotezynniki przy k-kowektorach bazowych zwigzanych z uktadem wspotrzednych na M zalezg
od wspoétrzednych w sposéb gtadki.

Definicja 1. Niech d oznacza operator liniowy
d: QM) — QF(M),
k€ 0,1,...,n spelniajacy nastepujace warunki:

(1) Wynik dziatania d na O-forme (funkcje na M) jest rowny zdefiniowanej wezesniej réz-
niczce funkcji;
(2) Jesli « jest k-forma a (3 I-forma, to

d(a A B) =daA B+ (—1)ands
(3) d* =0, tzn dla kazdej k-formy o zachodzi
d(da) = 0.
Operator d nazywamy rézniczkowaniem zewnetrznym.

powyzsza definicja stanowi zbiér poboznych zyczen dotyczacych operatora d, tzn nie gwa-
rantuje ani jego istnienia, ani jednoznacznosci. Okazuje sie jednak, ze istnieje doktadnie jeden
operator rozniczkowania zewnetrznego. Zajmijmy sie najpierw jednoznacznoscig.

Fakt 1. Operator rozniczkowania zewnetrznego okreslony jest jednoznacznie.

Dowé6d: Zalézmy, ze operator d spelnia warunki definicji rézniczkowania zewnetrznego. Ze
wzgledu na warunek (2) widaé, ze wystarczy znaé¢ dziatanie operatora na 0-formach i 1-formach.
Na 0-formach dziatanie jest jednoznacznie okreslone w definicji. Jesli teraz zauwazymy, ze kazda
1-forma jest kombinacja liniowa form postaci fdg, gdzie f i g sa funkcjami, to z warunku (3)
wynika, ze znajomos¢ rézniczki na O-formach, czyli funkcjach wystarcza, poniewaz

d(fdg) =qy,@ df Adg+ (—1)°fddg =) df Adg.

Indeksy przy znakach = wskazuja z jakiego warunku definicji korzystamy. [

Pora teraz na istnienie operatora rézniczkowania zewnetrznego. Najwygodniej bytoby skon-
struowac¢ taki operator - mielibysmy wtedy wygodny do stosowania wzoér. Zrobimy to korzy-
stajac z lokalnego uktadu wspoétrzednych. Twierdzenie o jednoznacznosci da nam gwarancje,
ze jesli zadany przez nas operator bedzie spelial warunki definicji bedzie dobrze zdefiniowany
niezaleznie od uktadu wspétrzednych. Niech wige O bedzie dziedzing uktadu wspétrzednych w
M. Same wspoétrzedne oznaczmy (z%). Wystarczy zdefiniowaé operator d na formach postaci

a’iﬂz...ikdxil Adz A Adat®

Oto nasza propozycja
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Fakt 2. Operator d dany wzorem
d(aili%ikdx“ AdT2 A - A dxi’“) = d(Qiyiy..iy) A dz™ Adr Ao A da't =
n
=y Diiaiv gy v p gy A A e
— O’
j
jest rozniczkowaniem zewnetrznym.

Dowdéd: Operator d jest liniowy z definicji (zadaliémy go jedynie na formach bazowych ze
wspélezynnikiem funkcyjnym rozszerzajac na pozostate formy przez liniowosé). Warunek (1)
jest spelniony automatycznie. Pozostaje sprawdzi¢ warunki (2) i (3). Wezmy

a= Y Qpopdet AdZ? A Adz® B= Y B, 5de7t Ada AL A daT,
i1<...<ip J1<...<Ji
wtedy
aANB= > > Qi i B pdr Adz A Adz™ Ada?t Ada?? A Ada
1< < J1<j2<...<Ji
Aplikujemy operator d:
dlanp) = > Y diy.iBirjs.gi) ANdT? Adz™ A+ Ada’ Ada?t Ada??> A+ Ada?t =
11 < .. <t J1<...<J;
S > (iip 9By + Biieoii9iyiy i )ADT ADZZA- - Ada™ Ad2? Ada 2 A - Adat =
11 <...<ip J1<...<Ji
S Y i indBis g Adat Ada A Ada Ada?t Adz A Adadi
11 <...<tg J1<...<J;
Yo > Bijegidtiy, i Azt Adz? A Adatt Ada?t Adz? A Ada?t =

11 <...<ig J1<...<Ji

( > daiyiy Adz AT A A dxi’“> A ( > Bijagdz Ada2 A A dle> +

11 <...<ig J1<...<J1

(—1)’g ( Z Oéilig.‘,ikdxil Adx2 A A dxik> A ( Z dBijo..y N dz/* Ada?2 A A da:jl)

11 <...<ig J1<...<Ji
da A B+ (=1)*aAdp

Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

C(ROF LN B PF BN
ddf—d(Zaxidx> —Zzamiaxjdxj/\daz _Z<8mi8xj_8xj<9mi dz! Adz' =0

i=1 j=1i=1 i<j

Ostatnia réwnos$¢ wynika z rownosci drugich pochodnych czgstkowych dla funkcji gtadkich.
Okazalo sie, ze zaproponowany wzor istotnie okresla rézniczke zewnetrzng formy zapisanej za
pomoca wspotrzednych. Istnieje takze wzor niezalezny od wspoétrzednych, ale jest on skompli-
kowany i wymaga wprowadzania nowych poje¢. [J

Pozostaje nam prze¢wiczy¢ rozniczkowanie na konkretnych przyktadach:

Zadanie 1. Obliczy¢ rézniczke zewnetrzng form o i 3 okredlonych na R3:

a = sin(z?z)dz A dy + 2rydy A dz — dz Adz, 8= (xzdx + yzdy — (2° + y2)dz>
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Zadanie 2. Obliczy¢ rozniczke zewnetrzng formy w okreslonej na O jesli
xdy — ydx
O={(z,y): x>0}, Ww=——-7

)

Roézniczka niezerowej k-formy, jak widaé z powyzszego zadania, moze okazaé si¢ réwna zero.
Forme ktorej rozniczka jest réwna zero nazywamy formgq zamknietq. Forme, ktora sama jest
rozniczka jakiej$ formy nazywamy formg zupetng. Z wtasnosci rozniczki zewnetrznej wiadomo,
ze kazda forma zupelna jest zamknieta. Odwrotnie nie zawsze tak jest. Na przyktad forma

z )
——dy — dx
.fIZ'Q + y2 Y 1'2 + y2
okreslona na R? \ (0,0) jest zamknicta ale nie zupelma. Forma ta zapisana w biegunowym
uktadzie wspotrzednych to dp. Pamietamy jednak, ze funkcja ¢ nie jest gtadka funkcja okreslona
na catym R?\ (0,0).

Zadanie 3. Znalez¢ funkcje f taks, ze forma w z poprzedniego zadania jest jej rozniczka.
Nastepnie rozwazy¢ te samg forme na zbiorze U = {(x,y) : y > 0} i sprawdzi¢ jak teraz
wyglada odpowiednia funkcja? é#

Zadanie 4. Niech O = R?*\ {(x,y,2): = =1y = 0} sprawdzi¢, ze forma
1
VErE T
jest zamknieta i znalezé¢ 1-forme o taka, ze do = w. Wskazowka: uzyc sferycznego uktadu

wspotrzednych. @

o= xdy Adz 4+ ydz A dz + zdx A dy)

Widaé¢ wiec, ze to czy forma zamknieta jest zupetna i jak wyglada odpowiednia forma pier-
wotna zalezy od obszaru na ktorym ta forma jest okreslona. Zwigzku miedzy ksztattem obszaru
a problemem zupetnosci form zamknietych dotyczy Lemat Poincaré. Zapiszemy go w wersji dla
R™.



