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Zanim przejdziemy do formutowaniu lematu Poincaré musimy zdefiniowaé pojecie transportu
formy. Dyskutowalismy juz wezeéniej zachowanie wektorow stycznych i kowektoréw stycznych
wzgledem odwzorowania. Stwierdziliémy, ze jesli F' : M — N jest odwzorowaniem gtadkim
miedzy powierzchniami, to mozna przenosi¢ za jego pomocg wektory styczne w punkcie x € M
do przestrzeni stycznej w punkcie F(x) € N. Zdefiniowaliémy innymi stowy odwzorowanie
styczne T, F : T,M — Tp)N. Okazalo si¢ takze, ze kowektory mozna przenosi¢ ,w drugg
strong” za pomocg odwzorowania sprzezonego, tzn odwzorowania

Odwzorowanie sprzezone pozwala przenosic nie tylko pojedyncze kowektory, ale takze cale pola
kowektorowe, czyli jedno i wieloformy. Jesli «v jest k-forma na N mozemy zdefiniowaé k-forme
F*a na M podajac jej wartosé na uktadzie k wektoréw (v, vq,. .., vg) stycznych do M:

Fra(v ...,vx) = a(TF(v1),..., TF(vg)).

operacje F™* nazywamy cofaniem formy. Uzywa sie takze angielskiego okreslenia pull-back. Za-
uwazmy, ze podobnej operacji nie mozna zdefiniowa¢ na polach wektorowych, jesli odwzoro-
wanie F' nie jest roznowarto$ciowe. Zalézmy bowiem, ze z,y sa punktami w M takimi, ze
F(z) = F(y). Niech takze A : M — TM bedzie polem wektorowym. Nie mamy zadnej gwa-
rancji, ze TF(A(z)) = TF(A(y)). Oznacza to, ze pole wektorowe A pod dziataniem F nie
przechodzi na pole wektorowe na V.

Zanotujmy najwazniejsze wtasnosci cofania form wzgledem iloczynu zewnetrznego oraz roz-
niczkowania:

(1) F * % jest liniowe na formach;

(2) F*(a A B) = F*a N F*f3;

(3) F*da = dF*a.
Wtasnosci te sa dos¢ oczywiste. Whasnosé druga wynika wprost z definicji iloczynu zewnetrz-
nego. Wtasnos¢ trzecig nalezatby sprawdzi¢ na zeroformach, czyli funkcjach. Dzieki wtasnosci
pierwszej i drugiej jest to wystarczajace. Niech wiec g bedzie funkcja na M. musimy sprawdzié,
czy zachodzi roOwnos¢:

F*dg =dF™g.
Cofniecie funkcji to F*g = go F, zatem rozniczka cofnigcia wyraza si¢ przez pochodne zlozenia:

d(F*g)(y) = d(g o F)(y) = 8g8;1de +...ag dy" —
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Popatrzmy teraz na cofniecie rézniczki. Dla utatwienia obliczmy to cofniecie na wektorze v

(Fdg)(0) = do(TF() = 3 5% (9" TFiw) = 3= 513 S0 =
S oo " h(Zaran)
(£ o
Wzor zachodzi dla wszystkich v, zatem
ra =33 (5 g 55 ) o

co jest rowne dF*g. Tak naprawde uzywaliSmy juz tej rownosci wyrazajac formy rozniczkowe
w roznych zmiennych. Zamian¢ zmiennych mozna bowiem traktowa¢ jako pewnego rodzaju
cofniecie formy.

Mozemy teraz przejs¢ do sformutowania lematu Poincaré:

Definicja 1. Obszar O C R” nazywamy gwiazdzistym wzgledem punktu p € O jesli dla
kazdego = € O i dla kazdego t € [0, 1] punkt tp + (1 — t)z tez nalezy do O.

Przyklad 1. Na obszarze gwiazdzistym kazda forma zamknieta jest zupeka.

SZKIC DOWODU: Przedstawimy tutaj jedynie szkic dowodu twierdzenia Pioncaré. Peten do-
wod jest dos¢ skomplikowany rachunkowo, jednak warto poznaé gtéwne punkty, poniewaz polega
on na konstrukeji formy pierwotnej. Zatézmy dla uproszczenia, ze O jest gwiazdzisty wzgledem
punktu 0. Wezmy takze zamknieta forme « zdefiniowang na O Niech F' bedzie odwzorowaniem
Sciggajacym O do zera, tzn:
F:0x[1,0] — O, F(x',...a"t) = (tz', .. . ta™).

Zauwazmy, ze F'(1,-) jest identycznoscia na O natomiast F'(0, -) ma obraz jednopunktowy réwny
0. W tym sensie wtasnie méwimy, ze F' jest $ciagajace. Potrzebny nam bedzie pull-back formy
a wzgledem odwzorowania F'. Jesli

o= Z all Zk dx“ AR dxlk
to | |
Ffa = Z@il..,ik (t)d(tg;’l) A-- A d(tl‘lk>

Po wykonaniu rachunkéw okazuje sie, ze w formie ['*« sg sktadniki zawierajace dz™ A - - - Adz
i sktadniki zawierajace dt A da/t A - A da/k—1. Wykorzystywaé bedziemy takze odwzorowanie
liniowe K na przestrzeni form na O X [1, 0] o wartosciach w przestrzeni form na O. Polega ono
na ,odcatkowaniu” czesci z dt, tzn

. . 1 ) .
K(a(t,x)dt Adz?t A - Ada?k1) = (/ a(t, x)dt) da/t A - AdatEt
0

oraz } '
K(b(z,t)dz™ A--- Adz'™) = 0.
Okazuje sie (i to jest najtrudniejsza rachunkowa czesé dowodu), ze
K(dF*a) +dK(F*a) =



Jesli wiec forma « jest zamknieta, to
dFfa = F'da =0
i z powyzszego wzoru zostaje jedynie
dK(F*a) = a,

czyli forma pierwotng do « jest K(F*«). Metoda poszukiwania formy pierwotnej poprzez wy-
znaczenie K (F*«) jest zazwyczaj bardzo skomplikowana rachunkowo. O

W zatozeniach lematu Poincaré obszar gwiazdzisty zastapi¢ mozna Sciggalnym, tzn takim,
ktory mozna w sposéb ciagly $ciagna¢ do punktu. Okazuje sie, ze kluczowe jest, aby obszar
.nie miat dziur”. Sciagalne jest wiec cale R™, ciagalna jest pélplaszezyzna czy polsfera. Nie
jest $ciggalna plaszczyzna R? z usunigtym punktem (0,0), nie jest $ciagalny takze torus. Na
plaszczyznie R? z usunigtym punktem (0,0) forma zamknigta ale nie zupelna jest dyp. We
wspotrzednych kartezjanskich zapisujemy ja jako

Wspbtrzedna ¢ nie jest dobrze okreslong gladka funkcja na catym R? \ (0,0), nie jest wigc
dobra funkcja pierwotna dla tej formy na R?\ (0,0). Wybierajac odpowiedni zakres wartosci
¢ mozemy ja uzy¢ jako funkcji pierwotnej na mniejszych podzbiorach R?, np na ptaszczyznie z
usunietg dodatniag potosig 0z. Oto przyktad zastosowania metody podanej w dowodzie lematu
Poincaré do poszukiwania formy pierwotnej:

Przyktad 1. Niech w bedzie formg okreslona na O = {(x,y,2) : z > 0} wzorem

w= ;(chy Adz 4+ ydz Adx + zdx A dy).
Znalez¢ forme pierwotng do w stosujac metode opisang w dowodzie Lematu Poincaré z odwzo-
rowaniem F' $ciagajacym do punktu (0,0, 1):
F(t,z,y,2) = (tx, ty, 1 —t +tz).
To samo zrobi¢ z odwzorowaniem
G(t,z,y,2) = (tz, ty, 2).
[

Najwyzsza pora zajaé sie najwazniejsza czescig teorii form rézniczkowych. Okazuje sie, ze
formy sa obiektami, ktére Swietnie nadaja sie do catkowania po powierzchniach. Zacznijmy
od najprostszego przypadku. Zatézmy, ze D jest domknigtym i ograniczonym obszarem w R"
takim, ze jego brzeg 0D jest kawatkami powierzchnig. Nie bedziemy lepiej precyzowaé rodzaju
obszaru D - oprzemy sie raczej na intuicji. Niech takze a bedzie n-forma okreslong w otoczeniu
O obszaru D. Kazda n-forma na n-wymiarowej przestrzeni jest postaci

a=a(z" ... 2")dx' Adz® Ao Ada”

Przestrzen R™ jest wyposazona w kanoniczng orientacje zadang przez baze kanoniczng
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Orientacje te oznaczymy .. Druga orientacje oznaczymy 2_. Definiujemy catke z formy o po
obszarze D z orientacja 1, wzorem
Joer ™=l
(Dsy) D

gdzie catka po prawej stronie rownania jest catka w sensie Riemanna z funkcji a po obszarze
D. Catka z formy « po obszarze D z orientacja ¢ jest rowna

[ ae—fa
(D) D

Niech teraz F' : Y — O bedzie dyfeomorfizmem obszaréw U i O zawartych w R™. Odwzorowa-
nie styczne w kazdym punkcie jest izomorfizmem liniowym, tzn w szczegdlnosci przeprowadza
baz¢ na baze. Mogg zdarzy¢ si¢ dwie sytuacje: T, F' przeprowadza baze o orientacji 24 na baze
o tej samej orientacji lub na baze o orientacji przeciwnej. W pierwszym przypadku wyznacznik
macierzy T,F w bazie kanonicznej jest dodatni, w drugim przypadku ujemny. Istotnie, jesli

fi=T,F(e), to
Lfi]" = [TyF][e]".
Oznacza to, ze
[id]"y = [Ty £ = F' ().

Zgodnos¢ badz niezgodno$é orientacji zwigzanych z bazami f i e zalezy od znaku wyznacznika
macierzy przejécia a wiec od znaku wyznacznika odwzorowania stycznego (czyli pochodnej
odwzorowania F'). Zauwazmy przy okazji, ze jesli odwzorowanie F' jest dyfeomorfizmem, to znak
wyznacznika pochodnej odwzorowania F' nie zmienia sie od punktu do punktu. Wyznacznik
wyraza sie przez pochodne czastkowe funkcji tworzacych odwzorowanie F', jest wiec ciggly
funkcja wspotrzednych. W zadnym punkcie takze wyznacznik ten nie jest réwny zero. Ciaglosé
prowadzi wiec do wniosku, ze albo wyznacznik ten jest dodatni na catym obszarze, albo na
calym ujemny. Niech teraz S bedzie obszarem nadajacym sie do catkowania zawartym w U,
za$ « bedzie forma na O. Obliczmy catke z F*a po S z orientacja dodatnia 2, . Oznaczmy
(1, 2%, ..., 2") wspohrzedne w O i (yt, 42, ..., y") wspohrzedne w U takie, ze ' = Fi(y', ... y").
Jedli teraz o = a(x!, ..., 2™)dzt Adz? A -+ Ada™ to

Fra=a(F'(y),...,F"(y)dF' (y) A AF"(y) = a(F'(y),..., F"(y)) det F'(y)dy' A~ Ady”
Mozemy teraz obliczy¢ catke
/(SM Fra = /S a(F'(y),..., F"(y))det F'(y) =
JLalF @), F(w)sen (det F'(y) | det F'(y)| =

sgn (det F'(y)) [ a(F'(y),..... F"(y)|det F'(y)| =

s
det F’ / Loty =
s (et ') [ ol )
sgn (det F’(y))/ a(x, ... 2")dx' Adx® A--- Ada" =
(F(S)e+)

sgn (det F'(y / o
( ) (F(8)24)



Okazalo sie wiec, ze w zaleznosci od znaku wyznacznika F” mamy

/ F*a:/ a lub F*a:/ o
(Svl+) (F(S)vl+) (Svl+) (F(S),Zf)

Rachunki, ktore wykonaliémy prowadzg do wniosku, ze catka z formy jest poprawnie zdefi-
niowana na obszarze zorientowanym. Odwzorowanie F' nalezy traktowaé¢ jako odwzorowanie
obszaréw zorientowanych.

Mozemy teraz zdefiniowaé caltke po obszarze na powierzchni M. Niech M bedzie k-wymiarowa
zorientowang powierzchnig i o k-forma zdefiniowana na M. Orientacje M oznaczymy 2. Niech
teraz D bedzie obszarem na powierzchni M nadajacym si¢ do catkowania. Zatézmy najpierw,
ze D miesci si¢ w obrazie jednej parametryzacji

k:RF DO — M.

zadbamy takze o to, aby wybra¢ parametryzacje zgodng z orientacja, tzn taka, zeby kanoniczna
orientacja R¥ przechodzila przy parametryzacji £ na wybrang orientacje 1. Definiujemy catke

/ a= K.

(D) (k= 1(D) )

Oczywiscie jesli obszar nie miesci sie w obrazie jednej parametryzacji musimy ,poskleja¢” go
z kawaltkéw mieszczacych sie w obrazach kilku parametryzacji. Precyzyjnie zrobi¢ to mozna
uzywajac pojecia rozktadu jednosci. Nie bedziemy jednak zagtebia¢ si¢ w to zagadnienie po raz
kolejny polegajac na intuicji.

Przyklad 2. Zajmijmy sie teraz rozwiazaniem konkretnego przyktadu. Obliczmy catke z ob-
ciecia formy dz A dz do sfery dwuwymiarowej o promieniu 1 po fragmencie sfery o promieniu
1, dla ktoérego z > 0 i x > 0. Na sferze wybierzemy orientacje zgodna z orientacjg zadawang
przez baze (8%, a%) w punkcie (0,0,1). &



