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Niech M bedzie powierzchnig wymiaru k£ a D zwartym podzbiorem tej powierzchni.

Definicja 1. Méwimy, ze D jest powierzchnig z brzegiem jesli dla kazdego punktu zy € D
istnieje otoczenie O i lokalny uktad wspohrzednych ¢ = (y', 42, ..., y*) jednego z dwéch rodza-
jow: (1) Otwarty zbiér O jest zawarty w D, (2) O nie jest zawarty w D i wowczas dla kazdego
r € ON D zachodzg warunki z € D < y'(x) < 0 oraz x € 9D < y'(x) = 0.

Z definicji widaé tatwo, ze 0D jest w takim przypadku (k—1)-wymiarowg podrozmaitoscia, gdyz
wspotrzedne (y2, 93, . .., y*) zadaja uktad wspoétrzednych na 9D. W ten sposéb zdefiniowalismy
k-wymiarows powierzchnie z brzegiem zanurzong w k-wymiarowej powierzchni. Mozemy takze,
dla I < k zdefiniowa¢ [-wymiarowg powierzchnie z brzegiem D zanurzong w k-wymiarowej po-
wierzchni. Wymagamy w tym przypadku aby istniata [-wymiarowa powierzchnia N zanurzona
w k-wymiarowej powierzchni M taka, ze D jest powierzchnig z brzegiem wzgledem N.

Zaloézmy teraz, ze M jest powierzchnig wymiaru k zorientowana, a DD powierzchnig wymiaru
k z brzegiem zanurzona w M. Brzeg 0D ma w takim przypadku naturalng orientacje: Niech z
bedzie punktem nalezacym do brzegu i niech ¢ = (%, 4?2, ..., y*) bedzie uktadem wspétrzednych
w otoczeniu punktu z( takim, jak uktad drugiego rodzaju w definicji powierzchni z brzegiem.
Zaltozymy ponadto, ze baza przestrzeni stycznej T,, M zwigzana z ukladem wspotrzednych ¢ ma
orientacje zgodng z wyrdzniong orientacja ¢ powierzchni M. Z okreslenia uktadu wspotrzednych
drugiego rodzaju wynika, ze wektor styczny 6%1 »,pokazuje” na zewnatrz powierzchni z brzegiem
D, tzn obraz krzywej, ktorej posta¢ we wspotrzednych to

t— (t,0,0,...,0)

lezy wewnatrz D dla t < 0 i na zewnatrz dla ¢ > 0, przynajmniej dla matych wartosci t.
Orientacje przestrzeni stycznej do brzegu w punkcie xy zadawang przez baze

o 0 0
oy?’ oy3’ T Oyk

oznaczymy O@ i nazwiemy orientacjg brzegu indukowana z M.

Te sama tres¢ wypowiadamy czesto inaczej: niech 7 bedzie wektorem stycznym do M zacze-
pionym w punkcie xy nalezacym do brzegu D i pokazujacym na zewnatrz D. Méwimy, ze baza
(f1,..., fr) jest zgodna z orientacja O brzegu jesli baza (7, fi, ..., fx) jest zgodna z orientacja
1 powierzchni M.

Oto bardzo istotne, takze z punktu widzenia teorii fizycznych, twierdzenie dotyczace catko-
wania form rézniczkowych po powierzchniach z brzegiem.

Przyktad 1 (Stokes). Niech D bedzie k-wymiarowq powierzchnig z brzegiem a o (k — 1) wy-
miarowq formg na M okreslong w otoczeniu D. Wowczas

da = / Q.
D 9,Do

Zanim przedstawimy idee dowodu tego twierdzenia rozwigzmy jeden przyktad:
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Przyklad 1. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokes’a na nastepujacym przyktadzie:
M = {(z,y,2) : 40* +y* + 2* = 4}, D={(z,y,2) M :2>0,y>0,2>0}
i forma
a = 2°dy + ydw.
W M przyjaé orientacje indukowana z R3 jedli traktujemy M jako brzeg bryty, do ktérej nalezy
punkt (0,0,0). &

Idea dowodu Twierdzenia Stokes’a. Zacznijmy od sytuacji, kiedy nasz obszar D jest kostka
k-wymiarows, tzn:

D= [al,bl] X [(Il,bl] X X [&k,bk].
Brzeg D jest jedynie kawalkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (k — 1)-forma «
do catkowania po brzegu D moze zostaé¢ zapisana w nastepujacy sposob:

o= alde/\dx:S/\~~/\dxk—Oz2dxl/\dx3A~~~/\d:ck—l—--~—1—(—1)k+1akdx1/\dx2/\~~/\dxk’1.

Rézniczkujemy:
day p O k
da = Fdx Adz? Adad A Ada 82d:c Adzt Adad A AdaF 4+
0
(— 1)k+18a§dx Adz' Ada? A Adeh T =
%d Adz?2 Ada? A - /\dxk—l—%dxl/\dx2/\dx3/\~--/\dxk—|—---+
ox! 0x?

%dx Ada? A AdaP T Adat =

Oxk
(8061 80ék

1 k
%+-~ +8xk>d Adz? Ada® A Ada

Oznaczamy teraz 1 orientacje kanoniczng R¥ i catkujemyr:
" daoy k o
da = / —datda® A - dat = / —dalda® A daf =
Dy D ; oxt Z D Oxt

b Qay . .
d .. .bezi / d / Ldrt =
/ v v a; al’l
k

B beni L 1 k 1 k
Z/ d:z:--~e“~~/ dz (ai(:c,...,bi,...x)—ai(x,...,ai,...x)):
i=1"91 Ak
- b
O{idxl"beZl' dl'— / ...eZi...dxk:
2 @) >

W powyzszym wzorze {x' = b’} oznacza $ciane kostki dang réwnaniem x! = b'. Rozwazmy wiec
pare $cian z ustalong i-ta wspotrzedna. Forma « obcieta do éciany {z? = b'}, jest réwna

Q{zizbi} = (=) ay(xt, .. 0. 2N det A AdeT Ad T A A da?
a do $ciany {z° = a'}

|{zimai} = (=D ay(2t, ... at . aM)daet A AdeTE AT A A da?
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Orientacja $ciany {z' = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczng R™ jest to orientacja zgodna
z

" I R}
ort’ T Oximl Ottt " Oxk

jedli i jest nieparzyste a przeciwna gdy i parzyste. Odwrotnie jest na écianie {z* = b;}: orientacja
indukowana jest zgodna z (1) jesli i parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,
ze

/{. _}(Ozi)dxl-~-beZi---d:L‘k=(—1)“_1/{_ | (ai)dl’l/\-“beZi---/\de‘k
z'=b xi=b},00

o;)dzt - Peri o dgh = (—1 ’/ o;)dzt AP A dgR
/{xi:ai}( ) ( ) ({xi:ai},az)( )

i dalej

a;)dzt - Per i dek = (=1 ”1/ —1 ”1042/ @,
/{zi—bi}( ) A TR (=)0

aidxl...bez/i--.dxk: —11/ —1z+1a:_/ «Q
/{ﬂai}( ) D' wiaiyon ™Y ({zi=ai}.o0)

Mozemy zatem kontynuowaé pierwotny rachunek

Zz:l/({:cibi},az) 22::1 ({zi=a’},0n) (0D,0n)

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostalo zatem udowodnione. Bardziej skomplikowane obszary
dzielimy na kostki i obserwujemy, ze calki po stykajacych sie $cianach kostek sie znosza. Do
petnego dowodu jest stad jeden krok. Trzeba jednak uzy¢ rozktadu jednosci, nie bedziemy wiec
wyjasniaé¢ juz wiecej szczegdtow. [

Na zajeciach z fizyki uzywa sie zazwyczaj tzw. klasycznych wersji twierdzenia Stokes’a zapi-
sanego dla pol wektorowych. Jedli S jest dwuwymiarows powierzchnia z brzegiem zanurzona w
R3 a X polem wektorowym na R? to

2) /S (7 [rot X)do = /8 (T1x0de.

Wektor 7 jest normalny do S a Kl styczny do brzegu S, oba jednostkowe a ich zwroty sa
stosownie uzgodnione. Symbole do i df oznaczaja odpowiednio element powierzchni na § i
element dtugosci na 9S. Drugi wzor obowiazuje dla k-wymiarowej powierzchni D z brzegiem
zanurzonej w R¥ i pola wektorowego X okreslonego na R*:

(3) /D div(X)dv = /8 (#]X)do.

Wektor 70 jest jednostkowym wektorem prostopadtym do brzegu i skierowanym na zewnatrz
D, dv i do oznaczaja odpowednie elementy objetosci. Caltka po prawej stronie to strumien
pola X przez powierzchni¢ 0D. Na nastepnym wyktadzie zinterpretujemy powyzsze wzory w
terminach form rézniczkowych. Przy okazji powiemy takze nieco na temat definicji takich pojec
jak gradient, dywergencja, rotacja i laplasjan.
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W teoriach fizycznych w klasycznej postaci, takich jak elektrodynamika, czy newtonowska
teoria grawitacji uzywa sie gtownie pojecia pola wektorowego. W tym sensie polem wektorowym
na przestrzeni fizycznej jest pole elektryczne E, indukcja pola magnetycznego B, pole grawi-
tacyjne wytwarzane przez mase umieszczong w przestrzeni. Mowi sie takze o polu predkosci
osrodka ciagtego. Wiekszos¢ z tych pdél to pola potencjalne, tzn majace potencjat skalarny lub
wektorowy. Mowimy, ze pole X ma potencjat skalarny jesli jest gradientem pewnej funkcji ¢,
mowimy, ze pole Y ma potencjal wektorowy jesli jest rotacja pewnego innego pola wektorowe-
go. Chciatbym teraz zaproponowac¢ Panstwu inne spojrzenie na pola potencjalne — od strony
form rézniczkowych raczej niz od strony pot wektorowych. Zauwazmy, ze z pola wektorowego
mozemy zrobi¢ forme na dwa sposoby (jesli mamy iloczyn skalarny i orientacje): pole wektorowe
moze odpowiadaé¢ jednoformie G o X ale moze tez odpowiadaé (n — 1)-formie 1xQ = Q(X, ).
Zacznijmy od poél bedacych gadientem.

Gradient. Na temat gradientu moéwiliémy juz nieco w poprzednim semestrze. By¢ moze te-
raz jestesmy lepiej przygotowani do zajecia sie dokladniej tym pojeciem. Zalézmy, ze M jest
powierzchnia wyposazong w iloczyn skalarny. Oznacza to, ze kazda z przestrzeni stycznych
jest wyposazona w iloczyn skalarny, ktory w gtadki sposéb zalezy od punktu w M. Bardziej
precyzyjnie mozemy powiedzie¢, ze wymagamy, aby iloczyn skalarny dwoch gtadkich pol wek-
torowych byt gladka funkcja na M. Iloczyn skalarny zadaje odwzorowanie G : T"M — T*M
wzorem
T,.M 3> v+— G(v) = (v|-) € T, M.

Odwzorowanie G jest (punkt po punkcie w M) liniowym izomorfizmem. W szczegdlnosci ozna-
cza to, ze jest odwracalne. Przy pomocy izomorfizmu G mozemy utozsamiaé wektory styczne
i kowektory styczne. To wtasnie robimy moéwiac, ze ped jest wektorem. Tak naprawde z kon-
strukcji teoretycznej wynika, ze ped jest kowektorem (podobnie jak sita), dla wygody jednak
méwimy o nim jak o wektorze. Niech teraz ¢ bedzie gtadka funkcja na M. Jej rozniczka dy jest
polem kowektorowym na M. Uzywajac G, a raczej G~ mozemy ,,przerobi¢” to pole wektorowe
na pole kowektorowe. Precyzyjna dedinicja gradientu:

gradp(z) = G~ (dp(2)).
Korzystajac z tej definicji mozemy wygodnie zapisa¢ gradient w rozmaitych uktadach wspot-

rzednych. Robiliémy to juz na R? dla biegunowych wspotrzednych. Moze teraz warto zrobié co$
w uktadzie parabolicznym:

Zadanie 1. Zapisa¢ gradient we wspohrzednych parabolicznych w R3 wzgledem kanonicznego
iliczynu skalarnego.

x = &ncosp
y=Ensing
z=3(8 -7

)

Powstaje oczywiscie naturalne pytanie jak sprawdzi¢, czy dane pole wektorowe X jest gra-
dientem jakiejs funkcji. Jedli X jest gradientem to G o X jest rézniczka funkcji. Zrézniczkowanie
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G o X powinno wiec daé zero. Jest to warunek konieczny a czasami réwniez wystarczajacy — to
zalezy od ksztaltu obszaru (patrz Lemat Poincaré).

Rotacja. Rotacje zdefiniujemy w szczegdlnym przypadku dla M réwnego R3. Bedziemy uzy-
wac takze kanonicznego iloczynu skalarnego i kanonicznej orientacji. Rotacje mozna zdefinio-
waC w nieco bardziej ogdlnej sytuacji: potrzebujemy wowczas troéjwymiarowej zorientowanej
powierzchni z iloczynem skalarnym. W praktyce uzywamy rotacji na przestrzeni fizycznej, kto-
ra jest trojwymiarowsg afiniczng przestrzeniag wyposazong w iloczyn skalarny i orientacje. Niech
A bedzie polem wektorowym na R3. Jak zwykle Q oznaczaé¢ bedzie forme objetosci zwigzang z
wybranym iloczynem skalarnym i orientacjg. Zdefiniujemy teraz rotacje pola A najpierw ,,opiso-
wo” a nastepnie zapiszemy stosowny wzor. Z pola wektorowego A mozemy uzyskaé jedno-forme
sktadajac to pole z izomorfizmem G, tzn. G o A, po zrézniczkowaniu bedziemy mie¢ dwu-forme
d(GoA). Dwuforma na R? odpowiada pewnemu polu wektorowemu zgodnie z drugim sposobem
uzyskiwania form z pdl wektorowych. To wtasnie pole nazywamy rotacja A i oznaczamy rot A:

d(G 0 A) = 1500 4.

Uzywajac kartezjanskich wspotrzednych tatwo sprawdzi¢, ze pole, ktére otrzymujemy jest rze-
czywiscie rotacjg A: Niech

0 0 0
A=A,—+A,—+A,—.
“’ax+ y8y+ “0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspotrzedne w R3 sg ortonormalne otrzymujemy
GoA=A,dx+ Aydy + A.dz.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

0A 0A 0A 0A 0 0
d A) = —ZdyAd YdzAndr+ —Ldx Ady+—2dzAd “dxAd “dyAdz =
(GoA) 3y yAdx+ 5 zAdr+ e rAdy+ 5 zAdy+ pe rxAdz+ o yANdz
0A, 0A, 0A, 04, 0A, 0A,
<8a: - 8y>dx/\dy+<8y - az>dy/\dz+<az —ax>dz/\dx

Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = dxAdyAdz.
Mamy zatem
15§ = Bydy ANdz + Bydz Adx + B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

<8AZ aAy) 0 <0Ax GAZ> 0 <8Ay GAx> 0
rot A = - + +|—=— —

oy 0z ) ox 0z  Ox Ay ox oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaletg naszej definicji jest, ze mozemy teraz za-
pisac rotacje w dowolnym uktadzie wspotrzednych nie dokonujac ucigzliwej zamiany zmiennych.
Proponujemy nastepujace zadanie

Zadanie 2. Wyrazi¢ rotacje pola wektorowego na R?® w walcowym ukladzie wspotrzednych.
Bardziej pracowitym proponujemy rachunki w sferycznym uktadzie wspétrzednych. &

Znowu mozemy zada¢ pytanie w jaki sposéb poznaé, czy dane pole X jest rotacja innego
pola A. W tym celu musimy ,przettumaczy¢” to pole na dwuforme 1x€) i sprawdzi¢, czy ta
forma ma forme pierwotna. W szczegdlnosci warunkiem koniecznym jest aby dix €2 = 0.

Wréémy jeszeze na chwile do pytania jakie pola maja potencjal skalarny, tzn jakie pola
sg gradientami funkcji. Wezesniej stwierdziliSmy, ze podejrzane pole X nalezy ,przerobi¢” na
forme biorac d(G o X) i sprawdzié, czy otrzymamy zero. Wyrazenie d(G o X) pojawia sie
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w definicji rotacji X. Stad bierze si¢ znane kryterium potencjalnosci: pola majace potencjat
skalarny maja rotacje rowna zero:
rot grad ¢ = 0.

Dywergencja. Jest jeszcze jedna operacja na polach wektorowych, ktéra tatwo wypowiada sie
w jezyku form rozniczkowych. Mowa tym razem o dywergencji. Niech X bedzie polem wektoro-
wym na powierzchni M wyposazonej w iloczyn skalarny i orientacje. Takze tym razem uzywaé
bedziemy formy objetosci . Forma 1x€) jest (n — 1)-forma na M, jej rézniczka zatem musi
by¢ proporcjonalna do formy objetosci. Wspotezynnik proporcjonalnodci jest funkeja gtadka na
powierzchni M. Wspotezynnik ten nazywamy dywergencja pola X. Oto stosowny wzor

(div X)Q2 = d(2x92).

Latwo sprawdzi¢, ze dewergencja nie zalezy tak naprawde od wybranej orientacji — forma ob-
jetosci pojawia sie po obu stronach réwnania. W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych tatwo
jest wypisa¢ dywergencje:

d(1x) = d(X,dy Adz + Xdz Ade + X, dz Ady) =

T

ox

X X
dx/\dy/\dz—i—a ydy/\dz/\dx—l—&dz/\dx/\dy:
dy 0z

(ax; 0X, 0X.
+ 2+

d dy A d
Ox oy 02) TAdy A dz,

Zatem
0X, 0X, 0X,
+ +

ox oy 0z

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergrncje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

divX =

Zadanie 3. Wyrazi¢ dywergencje pola wektorowego na R3 w walcowym i sferycznym ukladzie
wspotrzednych. #

Wr6émy na chwile do pytania o kryterium istnienia potencjatu wektorowego dla pola X, tzn
istnienia A takiego, ze X = rot A. Warunek konieczny méwi, ze forma +x{2 musi by¢ zamknieta.
Rézniczke tej formy liczymy wyznaczajac dywergencje X . Okazuje sie wiec, ze pola posiadajace
potencjal wektorowy maja zerowa dywergencje, gdyz

divrot A = 0.

Klasyczne wersje twierdzenia Stokes’a: Powrdémy teraz do klasycznych wersji twierdzenia
Stokes’a, czyli do réwnan (2) i (3). Réwnanie (3) jest nieco tatwiejsze do uzasadnienia. Element
objetosci w naszej nomenklaturze nosi nazwe formy objetosci (dotozy¢ trzeba tylko orientacje),
zatem lewa strona roéwnania zapisuje sie jako

/ (div X)Q
(Do)

Mozemy skorzysta¢ z definicji dywergencji piszac

(MXQ:/ d(2xQ
/(Dﬂ)< = [ dox9)



Zgodnie z Twierdzeniem Stokes’a otrzymujemy

/ d(lxﬂ) = / Z)(Q.
(D) (0D,0n)

Element powierzchni na 9D powstaje z obciecia iloczynu skalarnego do tej powierzchni. Najta-
twiej jest to zrobi¢ wybierajac wspotrzedne w otoczeniu 0D takie, ze pierwszy wektor bazowy
— . . . . P

n jest normalny do powierzchni i skierowany na zewnatrz D, za$ pozostale sg styczne do 0D.
Wygodnie tez przyjac, ze pierwszy wektor jest unormowany. Macierz iloczynu skalrnego w tej

bazie ma postac
10 ... 0

S (€

0
Jedli przez € oznaczymy wspotrzedne wybranego przez nas uktadu to forma objetosci Q moze
zostaé zapisana jako

Q= \/det [Glop]de" AdE* A - AdE”
a jej zwezenie z polem X jako

1xQ = y/det [Gop| XadE® A -+ AdE™ + o

gdzie a jest (n — 1)-forma, ktorej obciecie do brzegu D jest réwne zero, gdyz dé! obciete
do brzegu D jest réwne zero. Jesli wezmiemy pod uwage, ze Xa = (7, X) oraz, ze element
powierzchni do zwigzany jest z formg objetosci na powierzchni dang wzorem

¥ = /det [Glop]d€? A+ A dET,

otrzymamy prawa strone wzoru (3). Podobnie rzecz sie ma ze wzorem (2). Musimy teraz sko-
rzystaé¢ z definicji rotacji i zauwazy¢, ze w stosownym uktadzie wspoétrzednych (7 [rot X )do jest
rowna 2., x 2. Jest to uktad wspoétrzednych podobny jak poprzednio, pierwszy wektor bazo-
wy jest unormowany i prostopadty do S. Baze wybieramy zgodna z orientacja kanoniczng R3.
Korzystamy nastepnie z definicji rotacji

ZrotXQ = d(GOX)

i korzystamy z twierdzenia Stokes’a przechodzac z catka na brzeg. Do catkowania mamy forme
G o X. Teraz znowu nalezy uzy¢ dobrego uktadu wspolrzednych obserwujac, ze jesli T jest
jednostkowym wektorem stycznym do 0S5 to forma G o X jest postaci G o X = X,dl + 3 dla
pewnej jednoformy [, ktorej obciecie do 95 jest zerowe. Sktadowa A; jest oczywiscie rowna
doktadnie (| X).



