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W trakcie tego i nastepnych kilku wyktadéw zajmowac sie bedziemy analiza zespolona, czy-
li rézniczkowaniem i catkowaniem funkcji argumentu zespolonego o wartosciach zespolonych.
Przydadza nam sie tu doswiadczenia zdobyte w drugim semestrze, gdyz ciato liczb zespolonych
mozemy traktowaé jak R? z dodatkows strukturg, tzn. z mnozeniem. Z tego punktu widzenia
funkcja zespolona argumentu zespolonego

Coz+— f(2)eC

moze byé potraktowana jak odwzorowanie z R? do R2. Na przyktad podstawiajac w funkeji
z - 2
z = x + 1y, otrzymujemy
(z +iy)? = 2% — y* + 2ixy.
Jako odwzorowanie z R? do R? nasza funkcja ma postaé:
R? > (z,9) — (2% — ¢, 27y) € R?
Podobnie dla
z +—sinz
otrzymujemy
sin(z + iy) = sin(x) cos(iy) + cos(z) sin(iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y),
zatem funkcja sinus argumentu zespolonego odpowiada odwzorowaniu
R? 3 (z,y) — (sin(z) cosh(y), cos(x) sinh(y)) € R2.

Niestety niedoskonalo$¢ naszego umyshu nie pozwala nam efektywnie obrazowaé funkcji zespo-
lonych, gdyz wykres powinien byé¢ podzbiorem przestrzeni R*. Mozemy jednak robi¢ rozmaite

pomocnicze rysunki. Zobaczmy na przyklad co funkcja z — 22 robi z siatkg wspoétrzednych w
R2:




Wida¢ wiec, ze z doktadnoscig do pewnych detali z péiptaszezyzny robi sie cata ptaszczyzna,
a wspotrzedne kartezanskie zamieniaja sie na wspotrzedne paraboliczne.

Problem rézniczkowania funkcji zespolonych argumentu zespolonego ma oczywiscie takze
zwigzek z analizg na R?, jednak musimy tutaj uwzgledni¢ istnienie dodatkowej struktury. Niech
f oznacza funkcje zespolona, a F' odpowiadjace jej odwzorowanie z R? do R%. Méwilismy, ze F
jest rozniczkowalne w punkcie (x,y) jesli istniato odwzorowanie liniowe A(x,y) takie, ze

F(z 4+ 6z,y + 0y) = F(z,y) + Az, y)(0z, dy) + R(z,y, oz, 6y)

dla R spetniajacego warunek reszty. Przepisujac to samo w notacji zespolonej dla z = z + iy i
0z = dx + 10y otrzymujemy

f(z+0z) = f(2) + a(2)dz +1r(z,0z2)

Pytanie o rézniczkowalnosé funkceji zespolonej sprowadza sie wiec do pytania, czy jest ona roz-
niczkowalna jako odwzorowanie z R? do R? oraz, dodatkowo, czy odwzorowanie liniowe bedace
pochodng w sensie rzeczywistym pochodzi od mnozenia przez liczbe zespolona. Sprawdzmy
wiec jakie sg to odwzorowania: Niech a 4 1b € C, wtedy

(a +ib)(z +iy) = ax — by + i(bx + ay)
i w notacji macierzowej (odwzorowanie odpowiadajace mnozeniu przez a+ib oznaczamy 2(a+ib):
Nlz | |ar—=by | |a —b x
» w3 =[] -1 2]

Jesli F(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) to wzér na pochodna w sensie rzeczywistym ma postaé

ou Ou
or Oy
(2) Awy) =1 5 5,
dx oy
Poréwnujac (1) i (2) otrzymujemy nastepujace réwnania:
Ou v
dx  dy
dv  Ou
dx Oy

Nazywaja si¢ one Réwnaniami Cauchy’ego-Riemanna. Mozemy teraz sformutowaé definicje
rozniczkowalnosci w sensie zepolonym:

Definicja 1. Funkcje f : O — C okreslona na otwartym obszarze O C C nazywamy 7r0z-
niczkowalng w sensie zespolonym w punkcie z = (z + iy) jesli odpowiadajace jej odwzorowanie
F : R? — R? jest rézniczkowalne w punkcie (x,y) i pochodna F’(z, y) jest odwzorowaniem linio-
wym odpowiadajacym mnozeniu przez liczbe zespolona. Liczbe te oznaczamy f’(z) i nazywamy
pochodng f w punkcie z.

W rozwazaniach prowadzacych do zdefiniowania pochodnej w sensie zespolonym udowodnli-
Smy nastepujacy fakt:

Fakt 1. Funkcja zespolona f jest rézniczkowalna w punkcie z = x + iy wtedy @ tylko wtedy gdy
jest rozniczkowalna w sensie rzeczywistym i jej czesci rzeczywista i urojona spetniajg rownania
Cauchy-Riemanna.
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Rézniczkowanie w sensie rzeczywistym funkcji jednej zmiennej rzeczywistej i w sensie zespo-
lonym funkcji jednej zmiennej zespolonej sa podobne takze w tym, ze zachodzi nastepujacy

fakt:
Fakt 2. Funkcja zespolona f jest rozniczkowalna w punkcie z = x + 1y wtedy 1 tylko wtedy gdy

istnieje granica ilorazu
o JE 402 = 1(2)
im .

6z—0 (52,’
Granica ta jest réwna pochodnej f'(z).

Przyklad: Sprawdzmy, czy funkcja z — 22 jest rozniczkowalna w sensie zespolonym.

f(Z) = Z2, F(xay) = (u(x,y),v(x,y)) = ($2 - y2>2xy)

Rachujemy:
/ | 2 =2y
Pl =| 5 3
Powyzsza macierz odpowiada mnozeniu przez liczbe zespolong 2x + i2y = 2z, zatem

f(z) =2z

Definicja 2. Funkcje f : O — C nazywamy holomorficzng na w jesli jest réziniczkowalna w
sensie zespolonym w kazdym punkcie obszaru 2

W dalszym ciggu bedziemy zajmowac si¢ wlasnosciami funkeji holomorficznych. Jedna z nich
jest nastepujacy fakt, ktory pozostawiamy bez dowodu:

Fakt 3. Funkcja holomorficzna na obszarze O jest klasy C*

Kolejne wlasnosci funkcji holomorficznych uzyskamy przygladajac sie catkom z funkcji ho-
lomorficznych wzdtuz krzywych w C. Tu przydadza nam si¢ informacje z zakresu geometrii
rézniczkowej i calkowania form. Traktujac C jako R? stwierdzamy, ze obiektem przeznaczo-
nym do catkowania po krzywych (zorientowanych) sa jedno-formy rézniczkowe. Uwzgledniajac
dodatkows strukture C dopuszczamy jednak jednoformy o wspétezynnikach zespolonych. Prze-
strzen kostyczna w punkcie z = x + iy rozpieta jest przez rézniczki (dz,dy). ,Zwyczajna”
przestrzen styczna jest przestrzeniag wektorows rzeczywista. Dokonujac jej kompleksyfikacji do-
puszczamy mnozenie wektorow bazowych przez liczby zspolone. Kowektor zespolony w punkcie
Z ma wiec postac:

adz + [dy, a,8e€C
W przestrzeni rézniczek zespolonych wygodnie uzywacé jest innych kowektoréow bazowych:

adz + Bdy = ;a[(dx +idy) + (dx — idy)] + ;Z[(dx +idy) — (dz — idy)] =

1 1
5(04 —if8)(dx + idy) + 5(04 +i0)(dx — idy)
Nowe wektory bazowe oznaczamy
dz = dx +idy dz = dx —idy

Kowektory dz i dZ sg kanoniczne, tzn zdefiniowane z uzyciem naturalnych struktur ciata liczb
zespolonych. Niech teraz funkcja f bedzie funkcja zespolong rézniczkowalng w sensie rzeczywi-
stym, tzn rézniczkowalne jest odpowiadajace jej odwzorowanie F : R? — R2. Jedli f = u + v



to
, ou ou ov ov
df =du+idv = <ad:c + ady) (adx + ady>
Ou 39 go 1 (2% 4109 4y =
ox Z@m 8y Z@y v=

1 @+i@_i@+@ dZ+ au-f- @—{—'8—“—@ dz =
2\0x O dy Oy 2\0x Ox Oy Oy N

Wprowadzamy nowe oznaczenia

9 _1(0 .9 o_1
dz 2\0z Oy 0z 2

ktore sa sensowne, gdyz woéwczas

" 0z 8z

Gdy funkcja f jest rozniczkowalna w sensie zespolonym w punkcie zp, to w tym punkcie

of S S
0z <8x T 8y>

ze wzgledu na rownania Cauchy-Riemanna:

@+.@+Ou ov 0
ar " lor oy oy)

du v
oy
dv  du
ox  dy

Wida¢ wiec, ze jest tez odwrotnie: jesli funkcja jest rézniczkowalna w sensie rzeczywistym i
pochodna po Z znika, to f jest rézniczkowalna w sensie zespolonym. Dla funkcji rézniczkowalnej
W sensie zespolonym piszemy zazwyczaj

df . of

—— zamilast —

dz 0z

Majac funkcje zespolong f i kanoniczng forme dz mozemy zdefiniowaé catke z funkcji f po zo-
rientowanej krzywej v. Méwimy tu ,krzywa” ale tak naprawde mamy na mysli jednowymiarows,
zorientowang podrozmaito$é (by¢ moze z brzegiem) w C = R2.

Definicja 3. Calkq z funkcji f po zorientowanej krzywej v nazywamy catke z formy fdz, tzn:

/fdz
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Przyktad: Obliczmy catke z funkcji 2 — 22 po tuku okregu o promieniu 1 zawartym w pierwszej
¢wiartce zorientowanego przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Lz%lz = [y((l’z — ) + 2ixy)(dz + idy) =

/7[(x2 —y?)dz — 2zydy] + i[(2* — y*)dy + 2zydr] =

Wl

[(cos®t — sin®t)(—sint)dt — 2sint cost cos tdt]+

vy @

i | [(cos®t —sin®t)(cost)dt + 2sint cost(—sint)dt] =
0

J

™

(1 — 4cos®t) sintdt —i—i/a(l —sin?t) costdt =
0

INIE

0 ! 1 i
—/ (1—4u2)du—|—i/ (1—4u)du = —- — =
1 0

d /1, 9
=)=
1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3
i nie jest to przypadek! Ale o tym nastepnym razem.

Nawiasem moéwiac

oraz



