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Kontynuujemy badanie wtasnosci funkcji holomorficznych. Poprzedni wyktad zakonczyt sie
na definicji catki z funkcji argumentu zespolonego. Zaobserwowalismy takze ciekawe zjawisko dla
funkcji z — 22: jej catka po tuku okregu lezagcym w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych
okazala sie byé¢ réwna réznicy wartosci funkcji pierwotnej na koncach tuku. Zeby przekonaé
sig, ze to nie jest przypadek wykonajmy nastepujacy rachunek (najpierw dla funkcji z — 2% a
potem ogdlnie):

d(2°dz) =d ([(xQ — y*)dz — 2zydy] + i[(z* — y*)dy + Qxydx]) =
[—2ydy A dx — 2ydx A dy] + i [2xdx A dy + 2xdy A dz] =0
Gdybysmy uzywali r6zniczek dz i dz bytoby jeszcze tatwiej:

d(z%d2) = %(zQ)dz Adz + %(zQ)dz Adz =0,

bo dz Adz = 01 Z(z%) = 0. Forma 22dz okazala sie zamknieta. Jest to forma okreslona na

calym C, ktory jest gwiazdzisty, zatem jest to tez forma zupetna. Jedna z mozliwych form

pierwotnych jest funkcja
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22 d(=

3 (3
Zgodnie z Twierdzeniem Stokes’a calka po tuku jest réznicg wartosci funkcji pierwotnej na

koncach. (W szczegdlnosci catka po krzywej zamknietej jest zawsze réwna 0.)
Podobny rachunek mozemy wykona¢ dla dowolnej funkcji holomorficznej w obszarze O:

2%) = 2*dz.

0 0
d(f(2)dz) = a—];dz Ndz + a—];dé ANdz =0
gdyzdz Adz =01 % = 0, wiec forma jest jest zamknieta. W drugg strone ten sam rachunek

pokazuje, ze z zamknietosci formy f(z)dz mozemy wnioskowaé, ze f jest holomorficzna, gdyz
wspotezynnik przy dz A dz musi by¢ réwny zero. Sama forma dz A dz bowiem jest niezerowa:

dz Adz = (dz — idy) A (dz + idy) = —idy A dz + idx A dy = 2idx A dy # 0.
Ostatecznie mozemy sformutowaé nastepujacy fakt:

Fakt 1. Funkcja klasy C*° na O (w sensie rzeczywistym,) jest holomorficzna na O wtedy i tylko
wtedy, gdy forma fdz jest zamknieta.

W konsekwencji mamy takze

Fakt 2. Catka po krzywej zamkniete z funkcji holomorficznej w jednospojnym obszarze O jest
rowna 0.

oraz

Fakt 3. Jesl v jest brzegiem obszaru U zwartego w O w ktéorym funkcja f jest holomorficzna,
to catka z f po v z orientacjg zgodng z twierdzeniem Stokesa jest réwna 0
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Dowéd: Ten fakt rézni sie od poprzedniego tym, ze nie zaktadamy jednospdjnosci obszaru U,
w szczegblnosei dopuszezamy nastepujace sytuacje:

Obszar, gdzie pojawiajg sie problemy z holomorficzno$cig zaznaczony jest na szaro, natomiast
obszar U ograniczony jest czerwonymi krzywymi. Brzeg () sktada sie wiec z dwoch kawaltkéw
zorientowanych przeciwnie. Dowodzac, ze catka po 7 jest réwna zero korzystamy z Twierdzenia

Stokes’a w druga strone:
/ fdz = / d(fdz) = 0.
o7 u
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Oczywiscie jesli obszar holomorficznosci nie jest jednospojny catka po krzywej zamknietej
moze nie by¢ réwna 0. Policzmy catke po okregu promieniu 1 zorientowanym kanonicznie z

1
funkcji z — —. Zauwazmy, ze
z

il e dz = d(e") = e™idy

dz 21 . . 21
— = / e “eidy = dy = 271
c z 0 0
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Poniewaz funkcja z — — jest holomorficzna poza zerem, taki sam wynik otrzymamy calkujac

z
po jakiejkolwiek zamknietej krzywej obiegajacej zero jeden raz:
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Calka po czerwonej krzywej z orientacja kanoniczna moze byé ztozona z trzech calek: (1)
catka od a do b po czerwonej i dalej od b do a po czarnej przeciwnie niz pokazuje strzatka, (2)
catka od b do a po czerwonej i od a do b po czarnej, (3) i teraz trzeba odjaé te kawalki po czarnej
catkujac po czarnej zgodnie ze strzatka. Catka (1) jest réwna 0, bo funkcja jest holomorficzna na
pewnym otwartym jednospdjnym obszarze zawierajacym ta krzywa. Podobnie caltka (2). Cata
wartosé bierze sie wiec z calki (3), a te policzyliSmy juz wezesniej.

1
Niewielkim uogolnieniem obserwacji dotyczacej catki z funkcji z — — jest nastepujace twier-
z

dzenie zwane Wzorem Calkowym Cauchy’ego:

Twierdzenie 1. Niech [ bedzie funkcjg holomorficzng w obszarze otwartym O. Dla krzywej ~y
bedgcej granicg zwartego obszaru U zawartego w O zorientowanej kanonicznie zachodzi jeden z



dwoch przypadkow:

gdy a € U, lub
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Dowéd: interesujacy jest przypadek a € U, gdyz w sytuacji przeciwnej funkcja podcatkowa
jest holomorficzna na otwartym obszarze zawierajacym krzywa, zatem odpowiednia catka jest
zero. Jesli a lezy wnetrzu U ograniczonym krzywa v to istnieje kula domknieta . o promieniu
e zawarta we wnetrzu U. Obszar U \ K, jest teraz obszarem holomorficznosci. Przyjmujac na
0K, orientacje kanoniczng otrzymujemy

(—Z)dz — (—Z)dz =0.
v Z—a oK. 2 — a
Wystarczy wiec wyliczy¢ catke po OK.:
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Druga z catek moze zostaé¢ obliczona z uzyciem parametryzacji OK.: z = a + ee™?

1 (a) 1.
_— dz = / _cici®dgp —
2= fla) [ —eicde = f(a)
Pierwsza z calek jest rowna zero, gdyz:
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Zgodnie z Twierdzeniem o Wartoéci Sredniej dla odwzorowan
|f(a+ee®) = fla)| < sup |f/(2)]e
z€Re

Zatem
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Wzér Cauchy’ego ma bardzo donioste konsekwencje. (1) Przede wszystkim widzimy, ze zna-
jomo$¢ funkcji holomorficznej na krzywej ograniczajacej pewien obszar jest rownoznaczna ze
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znajomosciag wartosci funkeji w kazdym punkcie tego obszaru. Funkcje holomorficzne sa wiec
do$é¢ sztywne. O ile zwykle odwzorowanie rézniczkowalng dwoch zmiennych z R?* do R?* moge
lokalnie modyfikowaé nie zmieniajac wlasnosci rozniczkowalnosci o tyle to nie dziata dla funkcji
holomorficznych. MéwilisSmy juz, ze kazda funkcja holomorficzna ma ciagta pochodna. Dzigki
wzorowi Cauchy’ego mozemy wnioskowaé, ze (2) funkcja ta jest klasy C* (na razie w sensie
rézniczkowania odwzorowan rzeczywistych). Wynika to z faktu, ze odwzorowanie

FR(), S(a) = [ L34

vy 2 —a
traktowane jako zwykta caltka z parametrem po zbiorze zwartym jest rézniczkowalne gdy funkcja
podcatkowa jest ciagta i pochodne czastkowe po parametrach istnieja i sa ciagle. Te warunki
sa spetnione, gdyz funkcja holomorficzna jest ciaglta. W takiej sytuacji pochodne czastkowe
catki po R(a) i S(a) tez sa catkami podobnego typu. Stosujac ten sam argument otrzymujemy
wniosek, ze wszystkie pochodne czastkowe dowolnego rzedu istnieja i sa ciagte. (3) Pochodna
funkcji holomorficznej w sensie zespolonym jest funkcja holomorficzng, co mozna sprawdzi¢

liczac
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(4) Mamy tez wzor na pochodng funkcji holomorﬁcznej: Zmieniajac nieco oznaczenia mamy:
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Roézniczkujemy (dla 2=+ z'y)
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