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W uzupehieniu do faktéw dotyczacych zwigzkéw miedzy funkcjami holomorficznymi i geo-
metrig rézniczkows na R? zanotujmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli funkcja f jest ciggla na O C C i ponadto catka z formy fdz wzdtuz
krzywych w O nie zalezy od drogi a tylko od koncowych punktow krzywej to przyporzadkowanie

Z— / fdz
jest funkcjqg holomorficzng na O1 jej pochodng jest funkcja f.

Dowdéd: Oznaczmy zdefiniowang w twierdzeniu funkcje przez F' i sprobujmy policzy¢ jej po-
chodng w punkcie zg € O:
F(zo+h)— F(z) 1 [zoth
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Poniewaz catka z funkcji statej rownej 1 po odcinku taczacym zg i zg + h jest rowna h mozna
napisac
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Szacujemy modul réznicy:
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Z ciagtodci funkeji f wynika, ze supy, . .y [f(§) — f(20)| zmierza do zera, gdy dtugosé¢ od-
cinka zmierza do zera. Z niezaleznosci od drogi skorzystaliSmy wybierajac odcinek jako droge
catkowania, co umozliwito przeprowadzone szacowanie. WykazaliSmy tym samym, ze

jim TN ZFG) )

h—0 h
co dowodzi, ze F' jest holomorficzna. Oczywiscie oznacza to takze, ze f jest holomorficzna. [.
Powyzsze twierdzenie daje nam mozliwo$¢ definiowania nowych funkcji holomorficznych.
Mozna na przyktad, postugujac sie przyktadem rzeczywistym zdefiniowa¢ logarytm liczby ze-
spolonej:
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(1) 1z
pamietajac jednak, ze catka jest niezalezna od drogi tak dlugo jak ta droga nie zawija sie wokot
zera. Musimy wiec ograniczy¢ obszar, na ktorym zdefiniowana jest funkcja tak, aby nie popasc¢

w klopoty. Jedna z mozliwosci jest nastepujaca:
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Funkcje, zdefiniowana wzorem (1) nazywamy galezig gldwng logarytmu i oznaczamy Log.
Funkcje te mozemy obliczy¢ wybierajac wygodna droge catkowania:

Catkujac wzdtuz osi rzeczywistej od 1 do r otrzymujemy:

r1
/ —dz = logr,
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a catkujac po tuku okregu o promieniu r otrzymujemy:

¢ 1, :
/ —ire'?dp = ip.
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Ostatecznie wiec:

Log z =logr + 1y, gdy 2z =re
Przy obszarze holomorficznosci jak na rysunku argument liczby zespolonej przyjmuje wartosci
w przedziale | — m, 7[. Oczywiscie Log jest odwrotny do funkeji wyktadniczej w tym sensie, ze
elo8% = 2. Oto stosowny obrazek:
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Ponizej znajda panstwo spis pozytecznych faktéw bedacych konsekwencja wzoru Cauchy’ego
oraz twierdzen dotyczacych geometrii rézniczkowej na R?:
Fakt 1 (Nier6wnosé Cauchy’ego). Jesli f € A(O) i K(a,p) C O, to

]f(”)(a)\ < M
p’l’l



dlan >0 i M(a, p) bedgcego maksimum |f| na brzeqgu K(a, p).

Dowéd: Korzystamy ze wzoru Cauchy’ego dla brzegu kota K(a, p):
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Fakt 2. Jesli funkcja f € A(O) dla spéjnego O i |f| ma lokalne maksimum w punkcie a € O
to [ jest stata na O

Dowdéd: Niech a bedzie punktem w ktérym |f| ma lokalne maksimum. Oznacza to, ze istnieje
e > 0 taki, ze dla z spetniajacego warunek |z —a| < €

|f(a)] = [f(2)] > 0.
Calka z powyzszej funkcji po K (a,€) jest wiec takze dodatnia:

(2) /K(a 6)(|f(&)| - ‘f(z)‘)dxdy > 0.
Oszacujmy catke
/ |f(2)|dzdy
K(ave)
przygladajac sie
/ f(2)dzdy
K(ave)

we wspotrzednych biegunowych:
€ 2 .
/ f(z)dzdy :/ f(z)rdrdy :/ rdr/ fla+re*¥)de
K(a,e) K(a,e) 0 0
Ze wzoru Cauchy’ego wynika, ze

/ " Ha+ re®) = 21 f(a)

zatem )

/ f(z)dzdy = /6 27 f(a)rdr = 27Tf(a)€— = 7f(a)e®
K(a,e) 0 2
Mamy wiec nieréwnoscé:
[ 1f2)ldady >
K(a,e)
Wracamy do wzoru (2):

0< /K(ave)(|f(@)| — | f(2)])dazdy = 7we?| f(a)] —/ £ (2)|dady < 7| f(a)| — 7| f(a)|e2 = 0

K(a,e)

/ f(Z)dxdy‘ = 7lf(a)lé
K(a,e)
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Ostatecznie
OgA@JVW”—Umew<O
czyli
[ (@] = 1£(z)])dady = 0.
(aye)

Funkcja podcatkowa jest nieujemna, skoro calka z niej jest réwna zero, to znaczy, ze sama
funkcja jest stala i rowna zero (jesli wezmiemy takze pod uwage ciggtosé). Ostatecznie okazuje
sie, ze na K(a,€) funkcja f moze sie réznié¢ od f(z) co najwyzej o faze:

f(z) = € f(a),

gdzie ¢ jest funkcja holomorficzna o wartosciach rzeczywistych. Z réwnan C-R wynika, ze
taka funkcja musi by¢ stata. Warto$¢ f(a) pokazuje, ze ta stata musi by¢ zero. W ten sposob
otrzymalismy wniosek, ktory mowi, ze f jest stala na otoczeniu a. Rozszerzenie tego na caly
obszar O wymaga uzycia rozwiniecia Taylora (o ktérym w nastepnym wyktadzie).OJ

Definicja 1. Funkcjq catkowitqg nazywamy funkcje holomorficzng na catej ptaszczyznie zespo-
lonej C

Twierdzenie 2. Funkcja catkowita v ograniczona jet stata

Dowdd: Funkcja f jest ograniczona, to znaczy |f(z)| < C. Dla kazdego z i dla kazdego pro-
mienia r mamy wiec M(z,r) < C. Nieréwno$¢é Cauchy’ego dla pochodnej daje

[f'(2)lr < M(z,7r) <C.

Skoro nieréwnos¢ ta zachodzi la kazdego r, to znaczy, ze f'(z) = 0 w kazdym punkcie z € C.
Funkcja f jest wiec stata. [

Twierdzenie 3 (Podstawowe Algebry). Wielomian stopnia n > 0 o wspétczynnikach zespolo-
nych ma doktadnie n pierwiastkow zespolonych (liczonych z krotnosciams).

Dowéd: Zatézmy, ze wielomian w,, nie ma pierwiastkow. Wtedy funkcja z — ﬁ(z) jest calko-
wita i ograniczona, a wiec stala. No ale wtedy wielomian nie jest stopnia n! Wielomian musi

wiec mie¢ cho¢ jeden pierwiastek z;. Jesli ma jeden pierwiastek to jest iloczynem
wn(2) = (2 = 21)wn-1(2)

i dla wielomianu w,,_; stopnia n — 1 rozumowanie mozna powtoérzy¢. [

Sprawne wykonywanie rachunkéw na funkcjach argumentu zespolonego wymaga nabycia no-
wych przyzwyczajen i wyrobienia sobie intuicji. Postuza nam do tego przyktady:

Przyktad 1. Znalez¢ wszystkie funkcje holomorficzne f(z +iy) = u(x,y) +i(z,y) takie, ze ich
cze$é rzeczywista jest rOwna

u(z,y) = e”sin(y).
&
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Przyktad 2. ZnaleZé wszystkie funkcje holomorficzne f(z+iy) = u(x,y) +i(x,y) takie, ze ich
czesé rzeczywista jest rOwna
22 — g2
U(I, y) - (.TZ + y2)2 .
Do wyznaczania v(z,y) uzy¢ réwnan Cauchy’ego-Riemanna wyrazonych w zmiennych (r, ¢),
tzn dla funkcji holomorficznej w postaci

fre' = u(r, ) +iv(r, ¢).
Roéwnania te nalezy najpierw wyprowadzi¢ zamieniajac zmienne w rownaniach Cauchy’ego-
Riemanna wyrazonych we wspélrzednych kartezjanskich. o

Przyklad 3. Czy istnieje funkcja holomorficzna taka, ze jej czes¢ rzeczywista jest réwna
xcos? Jakie gladkie funkcje dwdch zmiennych (x,y) moga stanowié¢ cze$é rzeczywista lub
urojong funkeji holomorficznej? Zatézmy, ze f(x,y) = w(z,y) + iv(r,y) spelnia réwnania
Cauchy’ego-Riemanna. Obliczy¢ Au i Av. &

Powyzsze przyktady omowilismy w czasie wyktadu. Wprowadzilismy takze pojecie funkcyi har-
monicznej. Osoby nie uczestniczgce w wykladzie bedg musiaty poradzié sobie samodzielnie.



