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Zajmiemy sie teraz rozwinieciem funkcji holomorficznej w szereg Taylora. Przypomnijmy
podstawowe fakty zwigzane z szeregami potegowymi o wyrazach rzeczywistych. Napis postaci:
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(1) ch(x—a)",

n=0

gdzie (c,)e, jest ciagiem liczbowym o wartosciach rzeczywistych, nazywaliSémy szeregiem po-
tegowym. Liczba rzeczywista R zdefiniowana wzorem
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nazywana jest promieniem zbieinosci szeregu (1). Twierdzenia dotyczace zbieznosci szeregéw
funkcyjnych gwarantuja, ze wewnatrz odcinka |a — R, a + R[ szereg jest zbiezny bezwzglednie
i niemal jednostajnie, definiuje zatem pewna funkcje. DowodziliSmy takze, ze funkcje beda-
ce sumami szeregéw potegowych sa gtadkie wewnatrz obszaru zbieznosci, ponadto pochodna
i funkcje pierwotng mozna uzyskaé¢ rozniczkujac i catkujac szereg wyraz po wyrazie. Te sa-
me zasady obowiazuja dla szeregéw o wyrazach zespolonych. Oto stosowne twierdzenie (ktére
pozostawimy bez dowodu):

Twierdzenie 1. Funkcja okreslona wzorem
f(z) =2 culz—a)"
n=0

w kole {|z — a| < R}, dla R takiego, Ze }lz = limsup /|c,| jest funkcjg holomorficzng, ponadto
f™(a) = nle,
Okazuje sie, ze zachodzi takze odwrotne twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech f € A(O) i niech ponadto K(a, R) C O wéwczas szereg
> /@)= —a)"

jest niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f w kole K(a, R) C O.

Dowéd: Skorzystamy ze wzoru catkowego Cauchy’ego dla krzywej v lezacej wewnatrz kota

zbieznosci i z nalezacego do obszaru ograniczanego krzywa:
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dla |w| < 1 otrzymujemy:
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dla ’g:g‘ <1, czyli |z —a| < |§ — a|] = r co wstawiamy do wzoru Cauchy’ego:
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Szacujemy teraz wyraz szeregu pod calka: funkcja f na okr@gu 7 jest ograniczona: |f| < M,

|z — a| < p, zatem
n M
< (3) =
r) r

Poniewaz p < r szereg pod calka jest zbiezny jednostajnie (kryterium Weierstrassa) i mozna
zamienia¢ kolejnos¢ catkowania i sumowania:
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Powyzszy szereg jest zbiezny jednostajnie w kole |z — a| < p. Poniewaz r, p byly dowolne, takie
ze 0 < p <r < R, to szereg jest zbiezny niemal jednostajnie w |z — a| < R.
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Oto kilka wnioskéw z Twierdzenia Taylora:

(1) Niech f € A(O) dla spbjnego obszaru O. Niech takze a € O bedzie takie, ze f™(a) = 0
dla n > 0, wowczas f jest rowna 0 na calym O. W szczegdlnosci jesli dwie funkcje maja
jednakowe wszystkie pochodne, w pewnym punkcie, to sa rowne na sktadowej spdjnej obszaru
holomorficznosci.

(2) Zatézmy, ze a jest punktem skupienia zbioru A = {z : f(2) = 0}. Oznacza to, ze istnieje
ciag (a,) elementéw A zbiezny do a, taki, ze a, # a. Z ciaglodci funkcji f wynika, ze a € A.
Zatézmy, ze f)(a) jest pierwsza nieznikajaca pochodna f w punkcie a. Wtedy z rozwiniecia
Taylora mamy

oo £(n) a oo p(k+l) a
1= 2 e = -t S T =0 = =)

gdzie g jest pewna funkcja holomorficzna. Skoro f(a,) = 0 to takze g(a,) = 0 i w konsekwencji

g(a) = 0. Z drugiej strony g(a) = f®(a)} co z zalozenia jest rézne od zera. Okazalo sie

wiec, ze przyjecie zatozenia o istnieniu niezerowej pochodnej f w punkcie a doprowadzito nas
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do sprzecznosci. Wnioskujemy zatem, ze f ma wszystkie pochodne réwne zero w punkcie a,
zatem jest stata i réwna zero w sktadowej spdjnosci obszaru holomorficznosci zawierajacej a.
Okazalo sie, ze funkcja holomorficzna albo jest réwna zero na obszarze otwartym albo jej zera
s izolowane, tzn zbiér miejsc zerowych nie ma punktu skupienia.

(3) Punkt pierwszy pozwala uzupetni¢ luke w dowodzie twierdzenia o wlasnosciach modutu
funkcji holomorficznej: jesli modul ma lokalne maksimum to funkcja jest stata na otoczeniu
maksimum. Jesli jest stata to ma wszystkie pochodne poza zerowa rowne zero w punkcie a,
zatem jest tez réwna tej samej statej na calej sktadowej spdjnosci obszaru holomorficznosci
zawierajacej a.

Funkcje, ktérg mozna lokalnie przedstawic¢ jako sume zbieznego szeregu potegowego nazywa-
my funkcjg analityczng. Twierdzenie Taylora méwi zatem, ze wszystkie funkcje holomorficzne sg
analityczne. Funkcje holomorficzng mozna tez zdefiniowa¢ poprzez szereg potegowy. Wzor taki
obowigzuje wewnatrz promienia zbieznosci. Z drugiej strony wiadomo na przyktad, ze szereg

(z=172 (z=1% (2—-1)*
5 3 T 1 °

(z—1) -

jest zbiezny w kole K (1,1) i jest réwny (wiemy to przynajmniej dla rzeczywistych wartosci z)
funkeji logarytm. Wiemy réwniez, ze logarytm zdefiniowany jest na obszarze istotnie wiekszym
niz K(1,1). Dochodzimy tutaj do problemu przedtuzenia analitycznego funkcji.

Przedluzenie analityczne i funkcje wieloznaczne:

Przyktad 1. Funkcja z — /z. Dla rzeczywistego x > 0 funkcja x — /x jest dobrze okreslona.
Ponadto jest ona rézniczkowalna dla x > 0. Okazuje sie, ze w otoczeniu x = 1 funkcje te mozna
rozwing¢ w szereg potegowy. Uzywamy rozwiniecia Taylora:

1=y, Fe =54 e =3 (-3)

Oznaczajac

 ~
3 vl
~

I

N —
I/~
DN | =

|

—_
"
I/~
DN | —

|

[\
S~
/~
DO |

|

3
+
[E—
"
2 |

otrzymujemy szereg
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n=0

Latwo sprawdzi¢, ze szereg ten ma promien zbieznosci réwny 1. Mozna wiec zdefiniowa¢ nim
holomorficzng funkcje argumentu zespolonego okreslona w K (1,1):
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Jest faktem natury algebraicznej, ze f(2)? = z. Istotnie:

<1—|—%(z—1)—%(2—1)2—%%(2—1)3—---)-

1+<%+%)(z—1)+<—2 —|—1>(2—1)2—1—(23—21-1>(z—1)3+---=

48 2 8
1+(z=-1) ==z
Wy.nika 7 tgg;o, ze Wa.rfoéé W p}mkcie z=eW (d.la v €] - 3 —%[ tzn Wewnadtr/z .ko}a. zbieZnos’c/i)/
moze by¢ e'2 lub —e'2. Funkcja zadana szeregiem musi by¢ ciggla, tzn wtasciwa jest wartosc

f(e¥) = ¢'s. Sprébujmy przedtuzyé analitycznie te funkcje znajdujac rozwiniecie wokot e
Okazuje sie, ze jest to szereg, ktéry tez ma promien zbieznosci rowny 1:

f) =i, ey = sedie, pen) = 2 (<5 ) et

£ ) = % <—1> (1 —n+ 1) o~ Bty

Przedtuzajac dalej wzdtuz okregu jednostkowego dochodzimy znowu do punktu z = 1, ale
rozwiniecie ma postac

=3 (1)

W stosunku do wyjsciowej wartosci w punkcie z = 1 funkcja zmienita znak. Okazuje sie wiec,
ze (podobnie jak logarytm) funkcja /- jest funkcja wieloznaczna. Mozna ja ujednoznacznié
zmniejszajac dziedzine i przyjmujac podobnie jak dla logarytmu, ze funkcja ta jest okreslona (i
holomorficzna) na np. C\| — 0o, 0], lub zdefiniowaé ja na odpowiedniej powierzchni Riemanna,
ktora mozna sobie wyobraza¢ np. tak:
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Przyktad 2. (nieobowiazkowy) Funkcja z — /1 — z2. W dziedzinie rzeczywistej rozwazaé
mozemy funkcje x — /1 — 22, Jest ona okre$lona na przedziale domknietym [—1, 1] i réznicz-
kowalna w przedziale otwartym | — 1, 1[. Mamy nawet wiecej: w przedziale otwartym | — 1, 1]
jest to funkcja analityczna. Szereg potegowy, ktéry ja definiuje ma promien zbieznosci rowny
1, wiec mozemy rozszerzy¢ funkcje na K(0,1) C C.
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n=0

Mozemy probowaé rozszerza¢ analitycznie wzdtuz krzywych zaznaczonych na rysunku:
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Sprawdzmy zachowanie na krzywej czerwonej:
o —1+ €%, v € [0,27]
Skorzystamy ze znanych juz wtasnosci pierwiastka
V1= (—l4ei#)2 =2 —evVer = ...
Dla ¢ = 0 wartos¢ funkeji jest 1 i musi sie zmienia¢ w sposob ciagty:
L= V2 - eive's

Krzywa ¢ — 2 — e lezy cala w jednej galtezi pierwiastka, zatem powraca do tej samej wartoéci
po obejsciu kata pelnego. Znak zmienia za to ¢ — e'%. Ostatecznie po obejsciu osobliwodci
w —1 wzdluz czerwonej krzywej funkcja zmienia warto$¢ z 1 na —1. Podobnie stanie si¢ po
obejsciu osobliwosci w 1 wzdtuz krzywej niebieskiej.

Interesujace jest zachowanie na krzywej zielonej. Od punktu z = 0 do punktu z = 2:¢ funkcja
ma rzeczywiste wartodci i f(2i) = v/5. Na krzywej

. s s
th—>26w, Y € [5,271'4‘5]

mamy

1—22=(1-2e%)(1+2e%),  VI—22=/(1—2¢%),/(1 + 2¢7)

Tym razem obie krzywe znajdujace sie pod pierwiastkami obchodza osobliwo$¢ w 0, zatem oba
pierwiastki zmieniajg znak - wartos¢ funkeji pozostaje wiec bez zmian. Odpowiednia powierzch-
nia Riemanna ma dwa ptaty potaczone wzdhiz ciecia miedzy punktami —1 a 1:
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Wzdtuz czerwonej krzywej przechodzimy z géry na doét, wzdtuz niebieskiej z dotu do gory a
wzdluz zielonej zostajemy caly czas na gérze &

Przyktad 3. (nieobowigzkowy) Jeszcze o logarytmie: Odpowiednia dla logarytmu powierzchnia
Riemanna moze wyglada¢ na przyktad tak:
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