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Matematyka 3, semestr zimowy 2011/2012
16 grudnia 2011

Niech R(a;r, R) oznacza pierscien o §rodku w punkcie a, promieniu zewnetrznym R i we-

wnetrznym r, tzn zbior

R(a;r,R) ={2€ C: r <|z| < R}.
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Rozwazamy funkcje f € A(R(a;r, R)) i dwa okregi I i v o promieniach odpowiednio R’ i r’/
potozone wewnatrz pierscienia, dokladniej r < ' < R’ < R i zorientowane jak na rysunku.
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Krzywe te stanowia brzeg obszaru w ktérym funkcja f jest holomorficzna, zatem ze wzoru
Cauchy’ego otrzymujemy
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jesli orientacja (+) oznacza orientacje przeciwna do ruchu wskazéwek zegara a (—) zgodna. Dla
w nalezacego do krzywej I' zachodzi |w — a| > |z — a|, tzn ||Z__‘;|| < 1. Jak poprzednio, przy
wzorze Taylora otrzymujemy
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Dla w nalezacego do krzywej 7 zachodzi |w — a| < |z — al, tzn < 1. Tym razem rachunek
wyglada nastepujaco:
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Wstawiamy otrzymane sumy do wzoru Cauchy’ego
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W drugiej calce zmieniamy orientacje na (+) zmieniajac jednoczesnie znak przed catka. Zamie-
niamy takze kolejnos'.c’ catkowania i sumowania, co jest w tym przypadku dozwolone.
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Czynniki zawierajace z mozna Wyladczyc’ przed catke
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W drugiej catce zamieniamy wskaznik sumowania —k =n + 1:
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Obie catki wygladaja teraz bardzo podobnie, rozni je jednak krzywa po ktorej catkujemy. Jesli
jednak zauwazymy, ze oba okregi potozone sg w obszarze holomorficznosci funkeji podcatkowej
stwierdzimy od razu, ze w obu przypadkach catka nie zalezy od promienia okregu. Mozemy
wiec catkowa¢ po dowolnym okregu x o promieniu r < p < R. Ostatecznie wiec
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W ten sposéb przedstawilismy funkcje f w postaci szeregu potegowego uwzgledniajacego takze
ujemne potegi (z — a):

00 1 -

Z bp(z —a)", b, = —/ 7][@) ~dw.
X,+) (w — a)”*

o 27i ) (x,

Szczegblng role odgrywa wspotezynnik b_q:
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Gdybysmy wiec znalezli inna niz catkowanie metode wyznaczania b_; moglibySmy z jego po-
mocyg oblicza¢ catki. Zanim zajmiemy sie poszukiwaniem takiej metody musimy wyjasni¢ kilka
terminéw: Méwimy, ze funkcja f ma izolowany punkt osobliwy w z = a jesli istnieje R takie, ze
funkcja f jest holomorficzna w pierscieniu R(a; 0, R), tzn w kole bez $rodka. Izolowany punkt
osobliwy w zerze ma funkcja z +— zin dla kazdego n. Natomiast funkcja
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ma w zerze punkt osobliwy nieizolowany, ze wzgledu na to, ze takze punkty z = ﬁ sg osobliwe
dla tej funkcji i stanowia ciag zbiezny do zera. Izolowany punkt osobliwy nazywamy istot-
nie osobliwym jesli istnieje nieskonczenie wiele niezerowych Wspolczynmkow b, dla ujemnych
wartosci n. Punkt z = 0 jest punktem istotnie osobliwym dla funkcji z — ez , poniewaz

Jesli tylko skonczona liczba wspotezynnikéw b, dla ujemnych n jest rézna od zera, to punkt
z = a nazywamy bieqgunem funkcji f. Jesli k jest nawieksza liczba catkowita taka, ze b_ # 0 to
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méwimy ze a jest biegunem rzedu k. Funkcja z — Zin ma w z = 0 biegun rzedu n. Zdarza sie

takze, ze w izolowanym punkcie osobliwym niezerowe sg jedynie wspotczynniki b, dla n >> 0,
jak dla funkcji z +— %22 W takim przypadku osobliwo$é nazywamy pozorng lub usuwalng.
Funkcje taka mozna rozszerzyé¢ do funkeji holomorficznej w kole K (a, R) ktadac f(a) = bo.

Szczegolnie tatwo policzy¢ jest b_; dla bieguna rzedu k. Jesli bowiem f ma w punkcie z = a
biegun rzedu k to

b_ b_ b_
Al Py A e S e
Wtedy funkcja g(z) = (2 — a)*f(2) jest holomorficzna
g2)=bp+(z—a) b+ (z—a)" b+ (2 —a)fby+ -
Z twierdzenia Taylora wynika, ze wspotczynniki rozwiniecia funkcji holomorficznej zwiazane sg
z pochodnymi tej funkcji, tzn., w szczegdlnosci
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Mamy wiec stosunkowo tatwy sposob liczenia b_; w biegunie. Pora zastosowac w praktyce nowo
zdobyta wiedze:

Przyktad 1. Obliczy¢ catke
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Obserwujemy, ze mianownik funkeji podcatkowej mozna przeksztatci¢ w nastepujacy sposob:
1~ 2acos g+ a = (a+ cos ) +sin’ o = (a+ ) (a+ )

Dla z = €% liczba sprzezona z = % Mianownik wiec piszemy ostatecznie w postaci

(a+2)(a+2)

W liczniku sinus zapisujemy jako
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Pamietamy takze, ze
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z=¢e% = dz=1e¥dp = = de.
Ostatecznie wyrazenie pod catka przyjmuje postac
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(a+2)(a+ i) (a4 2)(a+ %) - B(a+2)(a+ %) - 22(a+ 2)(az + 1)
Zamiast wyjsciowej calki mozna policzyé¢ catke po S! z funkcji zespolonej
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st z22(a+ z)(az + 1)

Funkcja ta ma biegun drugiego rzedu w z = 0 oraz dwa bieguny pierwszego rzedu w z = —a
i wz=—% Dwa z nich znajduja si¢ w kole o promieniu 1 (zakladajac, ze a # 1ia # —1).
Jesli np. a > 1, to w kole jest biegun w 0 i biegun w —i. Suma calek po czerwonej krzywej i po
niebieskich (funkcja jest holomorficzna na obszarze, ktérego brzegiem sa te krzywe) jest réwna
zero. Kazda z calek po niebieskim okregu jest réwna odpowiedniemu residuum (ze znakiem
minus z powodu orientacji).
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Ostatecznie, uwzgledniajac wszystkie znaki, otrzymujemy wzor
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/51 ﬁ(jfz)(alz)fi) = 2mi Reso(f) 4 2mi Res_1(f),
gdzie . )
——=(2z*—1)dz
/(z) = 22(:—(1— z)(az)+ 1)
a Res, f oznacza residuum funkcji f w punkcie w. Biegun w —% jest biegunem pierwszego
rzedu, tatwo wiec liczymy residuum:
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W 2z = 0 biegun jest rzedu drugiego, obowigzuje wiec wzor

d 11 2
Reso(f) = lim - [(-2/(2))] = - =5 —

).

a?

Obliczamy wiec catke

. , 1 (1-a®> 1+4a*\
2mReso(f)+2mRes_%(f):27m4—i( " + 2 ):—

Podobny rachunek nalezy wykona¢ dla a < 1. &



