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Catka z funkcji wymiernej. Postugujac sie metodami pochodzacymi z analizy zespolonej
obliczymy catke w sensie Riemanna
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Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetrie funkcji podcatkowej wzgledem zmiany znaku, prawda

jest, iz
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Powyzsza catka jest catka niewtasciwa, bardzo przyzwoicie zbieznag, zatem prawda jest takze,
ze
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Calka po odcinku [—R, R] jest sktadnikiem catki z funkeji
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po konturze zaznaczonym na rysunku kolorem czerwonym i zorientowanym kanonicznie, tzn.
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Kontur ten oznaczmy I'.
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Drugim (oprocz odcinka) sktadnikiem tego konturu jest potokrag I'g o promieniu R i $rodku
w 2z = 0. Przedyskutujmy wartos¢ catki z funkcji f po konturze I'g:
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Ostatnig catke oszacujemy z gory zastepujac funkcje podcatkows funkcjg nieco wieksza, nieza-
lezna od . Zeby zwiekszy¢ utamek mianownik trzeba zmniejszyé. Sprawdzmy wiec jaka jest
najmniejsza warto$¢ wyrazenia | R*e¢" +1|. Wyrazenie to jest odlegtoécia punktu z = R*e*™ od
punktu —1. Gdy ¢ przebiega odcinek [0, 7| liczba z przebiega (dwukrotnie) okrag o promieniu
R*. Najmniejsza odlegto$é —1 od jest wtedy, gdy z = —R*. Odlegloéé ta jest réwna R* — 1.
Mamy wiec
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Ostatnie wyrazenie zmierza do zera gdy R dazy do nieskonczonosci. Okazato sie wiec, ze
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7. drugiej strony catka po calym czerwonym konturze moze by¢ obliczona metoda residuéw.
Wynik nie zalezy od promienia R jesli tylko jest on wystarczajaco duzy, zeby punkty osobliwe
21 1 z5 znalazly sie wewnatrz konturu. Mamy wiec
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Z naszych wczes$niejszych rozwazan Wynika ze

. dz . © dx
lim = lim / 0+ / — =21
R—oo J(r,4) 24+ 1  R—ooJ(rp,+) 24 R—><><> R x4 +1 ot +1
Ostatecznie

I = 7i(Res,, f + Res,, f).

Kluczem do obliczenia calki jest wiec policzenie residuéw funkeji f w punktach z; i z9. Funkcja
f ma w tych punktach bieguny pierwszego rzedu.

Res,, f(z) = }ngll(z —21)f(2) = }LIEII(Z — ) (:—21)(z — 22)1(2 — 23)(2 — 24) B
1
(21 — 22)(21 — 23)(21 — 24)
Podobnie
Res., f(2) = ZIH%(Z —2)f(z) = (29 — 21) (%2 i z3) (22 — 21)

Podstawiamy do powyzszych wzoréw z; = e'f, 2y = €'t 23 = ¢'%, 2, = €' i upraszczam
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Obliczamy catke:
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Podobnie obliczy¢ mozna catke z funkcji wymiernej x — Q(z) po R jesli funkcja @ spelnia
nastepujace warunki:

(1) z +— Q(z) nie ma osobliwosci na osi rzeczywistej;

(2) lim|Z|Hoo ZQ(Z) =0
Warunek (1) gwarantuje, ze catka po konturze czerwonym I' jest dobrze okreslona, warunek (2)
gwarantuje, ze w granicy R — oo catka po konturze I'g znika. Jedynym niezerowym wktadem
do calki po I' jest wtedy catka po R z funkcji Q). Z drugiej strony caltke po I' mozna obliczy¢
uwzgledniajac residua w gornej poétptaszczyznie.



