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Na poprzednim wyktadzie pojawily sie przyktady nowych obiektéw matematycznych, kto-
re nazwaliSmy dystrybucjami. Dystrybucje sa to odwzorowania liniowe, ciggte, okreslone na
przestrzeni funkcji. Zeby precyzyjnie méwié o dystrybucjach, trzeba najpierw okreéli¢ na jakiej
przestrzeni funkcji maja te dystrybucje dziataé oraz jaka jest topologia w tej przestrzeni (zeby
mozna bylo méwié o ciagtosci). Tak naprawde, wystarczy wiedzieé¢ jakie ciagi w przestrzeni
funkcji zbiezne sg do zera. Przy okazji omawiania przestrzeni Banacha na poczatku drugiego
semestru stwierdziliémy bowiem, ze ciggto$¢ odwzorowania liniowego wystarczy badaé w zerze.
W trakcie naszego wyktadu zajmiemy sie dwiema przestrzeniami funkcji i odpowiadajacymi im
dystrybucjami. Pierwsza z tych przestrzeni to tak zwana przestrzen funkcji probnych:

W dalszym ciggu mowié¢ bedziemy o funkcjach okreslonych na R™, lub na otwartych obsza-
rach O C R"™ o warto$ciach zespolonych. Rézniczkowalno$é rozumiemy oczywiscie w sensie
rzeczywistym. Wezmy wiec obszar otwarty O w R™. Zbiér C§°(O) jest zbiorem funkcji gtadkich
(*°) o zwartym nosniku (o) zawartym w obszarze O.

Potrzebujemy jeszcze jedno oznaczenie: Niech ov = (K, ko, ..., k,) oznacza element Z7, tzn
a jest n-elementowym ciggiem liczb catkowitych nieujemnych. Symbol D%y oznacza pochodna
czastkowa funkcji ¢ rzedu |a| = ki + ko + - - - + k,, gdzie po wspolrzednej z rézniczkujemy k;
razy, tzn:
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Zbiér C3°(O) wyposazymy w topologie moéwiac, ktore ciagi sa zbiezne:

D
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Definicja 1. Mowimy, Ze cigg @, jest zbiezny do funkcji ¢ jesli spelnione sq¢ nastepujgce
warunki:
(1) istnieje zbidr zwarty K C O taki, ze supp p, C K dla wszystkich n oraz
(2) cigg D%p,, jest zbieiny jednostajnie do D¢ dla kazdego o (méwimy Ze @, dgzy jedno-
stajnie do ¢ ze wszystkimi pochodnymi).

Bezposrednig konsekwencjg powyzszej definicji jest to, ze jesli supp ¢, C K, to takze supp ¢ C
K.

Definicja 2. Zbior C3°(O) z topologia opisana w definicji (1) nazywamy it przestrzenia funkcji
prébnych i oznaczamy D(O).
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Przyklad 1. Zastanéwmy sie teraz czym rozni sie zbiezno$é w D(R) od zwyktej zbieznosci
jednostajnej. Wezmy dowolng funkcje gtadka ¢ o no$niku zawartym w odcinku [—1, 1], np:

Skonstruujmy ciag

Un(e) = 9(&) + 39 = 2) + 3900 —4) -z = 2n — 1))
Funkcja 13 wyglada np. tak:

-1 ‘ 1 2 4

Jesli p(x) = 320, Lop(z — 2(n — 1)) to oczywiscie

n=1pn,
1
sup |, — | = —sup [y = 0 dla n—0,
n

inaczej méwiac
|tn — ¢lloc = 0 dla n — 0.

Ciag 1, jest zbiezny do ¢ w normie jednostajnej, funkcja ¢ jest gtadka na R, jednak ciag v, nie
jest zbiezny w D(R) poniewaz nie istnieje zbiér zwarty zawierajacy nosniki wszystkich wyrazéw
ciagu. Funkcja graniczna ¢ nie jest elementem D(R), gdyz jej nosnik nie jest zwarty.
Podobnie cigg n, = %w(x —2(n — 1)) jest ciagiem elementéw z D(R) zbieznym do 0 w normie
jednostajnej, ale nie zbieznym w D(R) (mimo, ze funkcja graniczna nalezy do D(R)). Ciag nie
jest zbiezny réowniez z tego powodu, ze nie jest spelniony pierwszy warunek zbieznosci dotyczacy
no$nikéw wyrazow ciggu. de

Przestrzen funkcji probnych nie jest przestrzenig metryczna jednak mozna w niej zdefiniowaé
ciggi Cauchyego.

Definicja 3. Mowimy, ze ciag (¢,) jest ciggiem Cauchy’ego w D(O) jesli istnieje zbidr zwarty
IC C O zawierajacy nosniki wszystkich wyrazéw ciggu i ponadto dla wszystkich wielowskazni-
kow «

[|D*(¢n — @m)|| = 0 dla n,m — oo

Majac ciagi Cauchy’ego mozemy sformutowaé¢ dosé oczywisty fakt
Fakt 1. Przestrzen funkcji probnych jest zupetna.

Szkic dowodu: Jedli ciag ¢, jest ciagiem Cauchy’ego w D(O), to w szczegdlnosei dla wie-
lowskaznika o = (0,0,...,0) mamy ||¢, — ¢m)|| — 0 dla n,m — oco. W ustalonym punkcie
x € R™ clag ¢, (x) jest wiec ciagiem Cauchy’ego w C i jako taki jest zbiezny. Oznaczmy ()
granice tego ciagu. Poniewaz nosnik ¢, jest zawarty w I dla kazdego n, to takze nosnik ¢ ma
te wlasnos¢. 7 twierdzen o ciggtosci i rozniczkowalnosci granicy jednostajnej ciggu funkcyjne-
go (ktérych dokladnie nie omawialismy) wynika, ze ¢ jest gladka i spetniony jest takze drugi
warunek zbieznosci w sensie przestrzeni funkcji prébnych. [J
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Zdefiniowaliémy zatem przestrzen funkcji prébnych D(O) i stwierdziliSmy, ze jest to topo-
logiczna przestrzen zupelna. Mozemy teraz przejs¢ do dystrybucji okreslonych na przestrzeni
funkcji prébnych.

Definicja 4. Funkcjonal liniowy i ciagly na przestrzeni funkcji prébnych D(O) nazywamy
dystrybucjq. Przestrzen wektorowa dystrybucji oznaczamy D’'(Q).

Przyktad 2. Delta Diraca 4, dla a € O:
0o : D(O) 3 p— p(a) € C

jest bez watpienia dystrybucja. Jesli ciag ¢, dazy do zera w przestrzeni funkcji prébnych to
dazy tez do zera punktowo, zatem 6,(¢,) = @n(a) — 0 dlan — co. &

Przyklad 3. Podobnie dla dowolnego wektora h € R"™ pochodna kierunkowa w punkcie a € O
D(0) 3 ¢ — (Vip)(a) € C
takze jest dystrybucja (patrz warunek zbieznosci ciagu ze wszystkimi pochodnymi).de

Przyktad 4. Niech f bedzie funkcja lokalnie catkowalng na O (tzn. f jest catkowalna w sensie
Riemanna na kazdym zwartym zbiorze zawartym w Q) wtedy odwzorowanie

D(O) 3 p /O o(z)f(z)d"z € C

jest dystrybucja. Dystrybucja odpowiadajaca funkcji nazywa sie dystrybucja regularng i ozna-
cza Ty, tzn.

Ty(¢) = [ el@)f(x)d"s.
&
Przyktad 5. Kazdy zbiér mierzalny D takze zadaje dystrybucje.

D(O) 3 p — /Dgo(x)d"a: eC

Jest ona rowna dystrybucji regularnej dla funkcji charakterystycznej zbioru D. Oznaczamy ja
TD lub TXD‘ &

Dystrybucje sg nazywane takze funkcjami uogélnionymi. Nazwa ta bierze sie z faktu, ktory zo-
stanie sformutowany precyzyjnie i udowodniony p6zniej, a ktory moéwi, ze dystrybucje regularne
sg geste w zbiorze dystrybucji. Kazdg dystrybucje mozna wiec przybliza¢ z dowolng doktadno-
Scia przez dystrybucje regularne. Przyktad takiego przyblizenia widzieliémy, kiedy badalismy
na poprzednim wyktadzie granice uogélnionego ciagu funkcji f,.

Zajmijmy sie teraz dzialalno$cig bardziej praktyczng, to znaczy operacjami na dystrybu-
cjach. Poniewaz przestrzen dystrybucji jest dualna do przestrzeni funkcji probnych to operacje
liniowe na dystrybucjach mozemy prébowadé przenie$é¢ przez dualnosé z operacji na funkcjach.
Trzeba jednak zachowaé czujnosé (proletariacka ;) gdyz mamy do czynienia z przestrzenia-
mi nieskonczenie-wymiarowymi. Druga metoda polega na definiowaniu operacji na funkcjach
(a zatem na dystrybucjach regularnych) i szukaniu odpowiedniego rozszerzenia na przestrzen
wszystkich dystrybucji. My sprébujemy stosowaé obie metody réwnolegle, traktujac je jako
wskazowki do formutowania definicji.
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Mnozenie dystrybucji przez liczbe i dodawanie: Tu akurat nie ma problemu, gdyz dys-
trybucje sg z definicji liniowymi funkcjonatami na przestrzeni funkcji probnych i jako takie
tworzg przestrzen wektorowa. Dla T, U € D'(O) mamy

(T + BU)(p) = aT'(¢) + BU ().

Drziatanie to jest zgodne z odpowiednim dziataniem na funkcjach i odpowiadajacych im dys-
trybucjach regularnych:

Tapipg = Ty + 0T,
Mnozenie dystrybucji przez funkcje: Jezeli funkcje probna pomnozymy przez funkcje f
gtadka na obszarze O otrzymamy funkcje probna. Mamy zatem odwzorowanie:

pr— fo

Dualne do niego przyporzadkowuje dystrybucji T' dystrybucje fT, ktorej dziatanie na funkcjach
prébnych dane jest wzorem

(fT) () =T(fp).
Jesli g jest funkcjg lokalnie catkowalng zadajaca dystrybucje regularng Ty, to

(ng) = Tg(f@) = /ngQO = ng(‘/))'
Dziatanie mnozenia dystrybucji prze funkcje zdefiniowane jako odwzorowanie dualne jest zgodne
z odpowiednim dzialaniem na funkcjach.

Rézniczkowanie dystrybucji: Tu sytuacja jest nieco inna. Odwzorowanie rézniczkowania
(czastkowego) na funkcjach prébnych jest ciaglym odwzorowaniem liniowym w D(O)

dg

ox?

jednak definicja rézniczkowania dystrybucji pochodzi raczej od rézniczkowania funkcji. Jako
model wezmy O = R i dystrybucje T dla funkceji rézniczkowalnej. Wowcezas, jesli zechcemy aby
(Tf)/ = Tf/ to mamy

(@Y(0) =Tp(e) = [ foda=fol = [ fdo=— [ folde=—Ty(¢)
Stad definicja:

QO}—)

T'(p) = =T(¢)
i dla dystrybucji na funkcjach wielu zmiennych

or Op

, =-T - | .
ox’ (%) <8xl>
W stosunku do odwzorowania dualnego do rézniczkowania funkeji probnych rézniczkowanie

dystrybucji rézni sie o znak. Teraz mozemy juz w petni zrozumie¢ napis

9/ - (50.

W naszych oznaczeniach bytoby to:

(Tp) = do.
Jednak czesto w praktyce nie rozréznia sie w notacji miedzy funkcja a dystrybucja regularng
jej odpowiadajaca.

Przesuniecie dystrybucji: W R” mamy odwzorowanie przesuniecia o wektor:

m(z) =+ h



Odwzorowanie to dziata tez na funkcjach prébnych
pr— 10, o) =(m(r) = e(r+h)
Dualne do niego odwzorowanie na dystrybucjach ma postaé
T (p) = T(myp) = T(poh).

Tym razem daliémy pierwszenstwo odwzorowaniu dualnemu do odwzorowania na funkcjach
prébnych. Jesli wezmiemy dystrybucje regularng 7'y odpowiadajaca funkeji f to:

Ty (¢) = T(riog) = [ f@)pla+w)da = [ fly—h)e()d'y =Ty, 1(o).

Omoéwimy teraz przyklad (istotny z punktu widzenia zastosowan teorii dystrybucji w fizyce)
dotyczacy rozniczkowania dystrybucji.

Zadanie 1. Znalez¢ dystrybucje AT} dla dystrybucji regularnej okreslonej na przestrzeni D(R?)
NCErE
Rozwigzanie: Zauwazmy przede wszystkim, ze funkcja f istotnie jest lokalnie catkowalna na

R3, zatem zadaje dystrybucje regularng na przestrzeni funkcji probnych. Naszym zadaniem jest
wiec policzenie

odpowiadajacej funkeji f(z,y,2) =

(ATy)(p)
dla dowolnej funkcji préobnej ¢. Korzystamy z definicji pochodnej dystrybucji:

(ATy)(@) = Ty(Ag) = [ | fla.y, 2)Ap(a.y, 2)drdydz
Z lokalnej catkowalnosci funkcji f wynika, ze catke w powyzszym wzorze mozna napisaé¢ naste-
pujaco
(ATy)(p) = Ty(Ap) = /R3 flx,y,2)Ap(z,y, z)dzdydz = lim f(x,y, 2)Ap(2,y, z)dedyd:z.

e—0 {r=e}

Symbol {r > €} oznacza tu zbiér tych (z,y, z) takich, ze r(z,y, z) = v/a? + y? + 22 spelia r >
€, czyli domkniecie zewnetrza kuli o promieniu €. Naszym zadaniem bedzie teraz ,przerzuci¢”
rézniczkowanie na f (Obserwujemy, ze poza (0,0,0) Af = 0). Potrzebujemy kilku faktow z
zakresu geometrii rozniczkowej. Stosunkowo tatwo mozna pokazac, ze dla pola wektorowego X
i funkcji f obowiazuje:
(1) div (fX) =(df, X) + fdiv (X).
Istotnie,

div (fX)Q =d((fX)1Q) =d(f(X1Q)) =df AN(XQ) + fd(X Q).
Drygi ze sktadnikéw to fdiv (X)Q. Pierwszy policzymy zauwazajac, ze skoro Q jest tréjforma
na R3, to df A Q = 0 jako cztero-forma na trojwymiarowej przestrzeni. Oczywiscie zwezenie
zerowej formy z jakimkolwiek polem wektorowym tez bedzie rowne zero:

0=Xdf ANQ=({df, X)Q—df A (X.Q)
Pierwszy ze sktadnikéw (1) jest wiec rowny (df, X)€. Jesli pole X jest gradientem funkeji ¢
otrzymujemy

div (fgrad ) = (grad f, grad ) + fAgp.
Zamieniajac rolami funkcje ¢ i f otrzymujemy

div (pgrad f) = (grad ¢, grad f) + @A f.
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Odejmujemy powyzsze wzory stronami i korzystamy z symetrii iloczynu skalarnego.

div (fgrad ¢) — div (pgrad ) = fAp — @Af.
Mozemy teraz napisa¢ wzor do ,przerzucania’ laplasjanu z funkcji ¢ na funkcje f:

fAp = pAf +div (fgrad ) — div (pgrad f).
Nasza catke zapisujemy jako

lim f(@,y,2)Ap(z,y, z)drdydz =

€=0J{r>e}

lim </ pAfdxdydz + / div (fgrad ¢)dzdydz — /
{r=e} {r>e} {

e—0

}div (pgrad f)dxdydz) )
r>e

Funkcja f jest funkcja harmoniczng na R3\ {(0,0,0)}, tzn Af =0 {r > ¢}, pierwszy sktadnik
sumy jest wiec rowny zero. Pozostate dwa sktadniki ttumaczymy na catke z formy korzystajac
7 formy objetosci na R?, iloczynu skalarnego i kanonicznej orientacji:

/ div (ferad p)dzdydz = / div (ferad @)
{r>e} ({r=e},+)

/ div (pgrad f)dzdydz = / div (pgrad f)Q

{r>e} {r>e},+

Zaréwno funkcja ¢ jak i jej gradient maja zwarte nosniki, zatem w nieskonczonosci forma pod
calka jest réwna zero. Korzystajac z twierdzenia Stokesa mozemy wyrazic obie catki z trojformy
po objetosci przez catke ze stosownej dwuformy po sferze o promieniu € z orientacjg zewnetrzng
dang przez —%. Orientacja ta zadaje orientacje sfery inna niz zazwyczaj. Oznaczymy ja (—):

div ( fgrad Q:/ ferad ¢€2,
/({T>6}7+) ( °) ({r=e},-) v

/ div (pgrad f)Q2 = / pgrad f €.
{r=e}+ {r=e}.-)

({r=e},—
W pierwszej calce forme fgrad o ) wyrazamy we wspotrzednych na sferze pochodzacych od
wspOtrzednych sferycznych (kat ¢ oznaczamy przez a, zeby uniknaé¢ konfliktu z oznaczeniem
funkcji préobnej):

1
ferad ) = —(grad @‘82)62 sin 9d¥ A da = € (grad gp\ag) sin¥dd A da
€ r r

Oznaczajac przez M (€) wartos¢ M(e) = |supy,_ (grad | 2)| szacujemy pierwsza calke:

0
ferad JQ‘ = ’/ € (grad | =—) sin ¥dd A da
’/we},—) i ({r=e}.-) ( gp‘@r)

< / €
(fr=e}

W granicy przy € dazacym do zera pierwsza calka zatem znika, gdyz M (e€) jest funkcja ogra-
niczong, podobnie jak . Zajmiemy sie teraz druga caltka. f jest rowny —T%% (wyrazony we
wspéhrzednych sferycznych). Zatem

ddda < M (e)edn

‘/( o € (grad gp]%) sin vdida (grad 80\%) sin o

10
pgrad foQ = p — ﬁg_ﬁ sinfdr A df A da = —psin 6d6 A da

Wyniki wstawiamy do catki:

grad L) = —/ sin #df A da = / sin 0df A da = / sin fdfda.
/({7’6},—) i ({r=e},-) i ({r=e}.+) i {r=c} i



Szacujemy

4m inf ¢ </ psinfdfda < 47 sup ¢
{r=¢} r=e} {r=e}

W granicy € — 0 dostajemy wiec (korzystamy z ciggtosci ¢)
/{ }gpsin 0dOda = 4mp(0).

Ostatecznie wiec
(ATF)(p) = 4mp(0)
7 dowolnosci ¢ wnoskujemy, ze
ATf =4m 50.
Wspomnijmy teraz réwnanie Poissona wigzace potencjat pola elektrycznego z gestoscig tadun-
ku. Powyzsze rownanie dystrybucyjne pozwala nam uwzgledni¢ tadunek punktowy.



