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Matematyka 3, semestr zimowy 2011/2012
18, 21 pazdziernika 2011

W czasie drugiego wyktadu w tym semestrze poznaliSmy pojecie przestrzeni dualnej do prze-
strzeni wektorowej. Przypominamy, ze jesli V' jest przestrzenig wektorowa to przestrzen do niej
dualna V* jest przestrzenia funkcji liniowych na V' o wartosciach rzeczywistych. Przestrzen T, A
wektoréw stycznych zaczepionych w jednym punkcie jest przestrzenig wektorowsg. Mozna wiec
rozwazaé przestrzen do niej dualna. Przestrzen te oznaczamy T.A. Oto naturalny przyktad
kowektora stycznego: Jesli f jest funkcjg rozniczkowalna okreslong w otoczeniu punktu a, to
odwzorowanie

(1) T,A 3 (a,v) — jtf(a +tv)=0 € R

jest odwzorowaniem liniowym na wektorach stycznych, tzn. elementem T*A. Liniowos¢ wzgle-
dem wektoréw stycznych wynika z zalozenia rézniczkowalnosci. Jesli w otoczeniu punktu a
wprowadzimy afiniczny uktad wspétrzednych i zapiszemy funkcje f w tych wspétrzednych otrzy-
mamy funkcje (z!,...,2") — f(z!,...2") rézniczkowalng w sensie przestrzeni R™ a wzoér (1)
przyjmie postac

2) :tf(xl(a) + o', 2™ (a) + ) —o = [;{1(&) o 83;; (a)]

,Un

Odwzorowanie zdefiniowane w (1) wyrazone we wspoélrzednych jest pochodna funkcji, a jego
wartos¢ wartos¢ na konkretnym wektorze stycznym odpowiada pochodnej kierunkowej. Od-
wzorowanie to nazywamy rozniczkq funkcji f w punkcie a € A i oznaczamy zazwyczaj df(a).
Roézniczka funkcji odpowiada pojeciu pochodnej funkeji w punkcie, ktéra omawialismy w kon-
tekscie przestrzeni R™. Dzialanie rézniczki funkcji na wektor styczny oznaczamy zazwyczaj

(df(a), (a,v)).

Zauwazmy takze, ze w definicji dziatania rézniczki na wektorze stycznym mozna zastapic¢ krzywa
t — a+tv dowolng krzywa réwnowazna z nia, tzn definiujaca ten sam wektor styczny. Wkrotce
okaze sie, ze kazdy kowektor zaczepiony w punkcie a jest rézniczka pewnej (a nawet wielu)
funkcji w tym punkcie. Jesli w przestrzeni A wprowadzimy uktad wspotrzednych (x!,... z")
mozemy skonstruowa¢ wygodng baze w przestrzeni kostycznej. Poszczegdlne wspotrzedne trak-
towa¢ mozna jak funkcje okreslone na otoczeniu punktu a. Ograniczam sie jedynie do otoczenia,
poniewaz niektérych krzywoliniowych uktadéw wspétrzednych nie da sie wprowadzi¢ na calej
przestrzeni afinicznej, ponadto konstrukcja rézniczki funkeji w punkcie jest lokalna, tzn. zalezy
od wartosci tej funkeji w samym punkcie a i w jego otoczeniu, a nie na calej przestrzeni. Funkcja
wspotrzednodciowa, np x? przypisuje taka punktowi b nalezacemu do otoczenia a wartogé i-tej
wspotrzednej tego punktu wzgledem wybranego uktadu wspoétrzednych.

Fakt 1. Rézniczki do'(a) funkcji wspétrzednosciowych tworzq baze przestrzeni kostycznej.

Dow6d: Aby pokazaé, ze kowektory (dz'(a),...,dz"(a)) tworza baze przestrzeni T*A wy-
starczy pokazaé, ze sg one liniowo niezalezne. Wymiar przestrzeni kostycznej jest oczywiscie

rowny wymiarowi przestrzeni stycznej, w tym przypadku n. Mamy wiec wystarczajaca liczbe
1



2

kowektoréw, aby utworzy¢ baze. Sprawdzanie liniowej niezaleznosci polega na badaniu, kiedy
kombinacja liniowa kowektorow jest rowna zero.

Adzt + Nodz? + - + N\dz™ =0

Kowektor jest réwny zero jesli obliczony na dowolnym wektorze jest réwny zero. Powyzsza
kombinacje liniowg obliczymy wiec na wektorach stycznych zwigzanych z wybranym uktadem
wspotrzednych:

(Mdx! + Aodz® + -+ - + A\, d2”, aa.) =
xZ
0 0 0]
Adzt, — Aodz?, =) + - 4 (N da", =) =
<1x7axz>+<2x=axz>+ +< x78$1>
0 0 0
1 ¥ 2 L. n
A1 (dz ’8xi> + Ao (dz ’8$i> + - 4 A (da ’axi>
Obliczenie powyzszej ewaluacji wymaga wyznaczenia
.0
dz’ .
(dat, )

dla i = j oraz i # j. Wektor styczny a?:i jest definiowany przez krzywa, ktéra we wspotrzednych
zapisuje sie jako

v it (z'(a), 2%(a), ..., 2" (a), 2" (a) + t, 2" (a), 2" (a), ..., 2"(a))
Ztozenie tej krzywej z funkcjami wspétrzedno$ciowymi ma postaé (dla i = j):
r' o (t) = 2'(a) +t
oraz (dla i # j)
) o' (t) = 2’ (a).

W pierwszym przypadku pochodna ztozenia po t jest rowna 1, natomiast w drugim 0, gdyz
funkcja jest stata. Otrzymujemy wiec

0 0

<x7axz> 1 <x7ax2>
Okazuje sie wiec, ze
0
<>\1dZE1 + )\Qdﬂfz +--+ )\ndxn, (97> = )\Z
a;-l
Zatem warunek
0
(Adzt + Noda?® + - - + N, da”, a—} =0
I-Z
oznacza
A = 0.
Poniewaz ewaluacja kombinacji liniowej rozniczek wsopotrzednych na wszystkich wektorach
bazowych (%)?:1 z przestrzeni stycznej ma by¢ zero otrzymujemy A\ = Ay =--- =\, =0. U

Rézniczki funkeji wspétrzednosciowych sa liniowo niezalezne, tworza wiec baze przestrzeni
kostycznej. Przy okazji stwierdzilismy takze, ze jest to baza dualna do bazy

(8 0 (‘9)
Ox'” 0x?’ 7 Qan”
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Dowolny kowektor, czyli element T, A, mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektoréw bazo-
wych, czyli

(3) a = ajdz! + agd2z® 4 - -+ + a,dz”.
W szczegblnosei rézniczka df(a) we wspétrzednych to

of | i 1, OF 2 of
df(a) = @(w (a))dz” + @(f (a))dz” + -+ s
Dla kazdego kowektora mozna takze znalez¢ funkcje, ktérej jest on roézniczks, na przyktad dla
kowektora (3) dobra funkcja (zapisanag we wspéhrzednych) jest

folzh, . .. 2™) =t +atwy + -+ 2™

(2'(a))dz?.

W bardziej abstrakcyjnych niz afiniczna przestrzeniach kowektory definiowaé¢ mozna po prostu
jako klasy réwnowaznosci funkcji, podobnie jak wektory jako klasy réwnowaznosci krzywych.
Relacje réwnowaznosci nalezy wprowadzi¢ w zbiorze par punkt i funkcja. Méwimy, ze (aq, f1)
jest rownowazna (asg, f2) jesli a; = ay oraz dla kazdej krzywej v takiej, ze v(0) = ay zachodzi

d d
Efl 07(0) = &fQ 07(0).

Struktura przestrzeni wektorowej w zbiorze klas rownowaznosci ” dziedziczona jest” ze struktury
wektorowej zbioru funkcji.

Kowektory w afinicznym ukladzie wspoélrzednych. Afiniczny uktad wspolrzednych jest
szczegoblnie prosty. W przestrzeni stycznej mamy woéwczas baze taks sama w kazdym punkcie
i pochodzaca od bazy w V. Podobnie jest z przestrzenia kostyczna. Jesli uktad wspoétrzednych
pochodzi od bazy e, wéwczas rézniczki wspotrzednych odpowiadaja w sposob naturalny kowek-
torom bedacym elementami bazy dualnej (¢!, ..., €"). Symbolicznie mozna zapisaé to réwnoscig

dz’(a) = (e, €").

Kowektory w krzywoliniowym ukladzie wspoélrzednych. W krzywoliniowym uktadzie
wspotrzednych baza przestrzeni kostycznej jest w kazdym punkcie inna. Uzywamy rézniczek
wspotrzednych. Przyktad obejrzymy rozwigzujac nastepujace zadanie:

Zadanie 1. Wyrazi¢ baze (dr,dy) przestrzeni kostycznej zwiazana z biegunowym uktadem
wspotrzednych w R? poprzez kowektory (dx, dy) zwigzane z kartezjaniskim uktadem wspotrzed-

nych. &

Odwzorowanie styczne. Przyjrzyjmy sie teraz jak zachowuja si¢ wektory i kowektory styczne
wzgledem odwzorowania. Zalézmy, ze dane sa dwie przestrzenie afiniczne (A,V) i (B, W).
Zatézmy takze, ze F': A — B jest odwzorowaniem gtadkim. Odwzorowanie f definiuje pewne
odwzorowanie na przestrzeni stycznej do A w punkcie a o wartosciach w przestrzeni stycznej do
B w punkcie F(a). Niech (a,v) bedzie elementem T,A. Oznaczmy przez v dowolng krzywa do
ktérej ten wektor jest styczny. Oznacza to miedzy innymi, ze v(0) = a. Mozna wzia¢ v(t) = a+tv
, ale mozna takze dowolng inna rownowazng krzywa. Ztozenie v z F' jest krzywa w B:

feor(t)= () € B.
Odwzorowaniem stycznym do F w punkcie a nazywamy odwzorowanie T,f, ktore wektorowi
stycznemu do krzywej v przyporzadkowuje wektor styczny do krzywej F o~y w t = 0. Odwzo-
rowanie to jest liniowe. Pojecie odwzorowania stycznego jest zwigzane z pojeciem pochodnej
odwzorowania w kontekscie przestrzeni R"™. Istotnie, jesli w przestrzeni A wprowadzimy pewien
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uktad wspotrzednych (z%) (moze by¢ afiniczny, ale moze by¢ tez krzywoliniowy) a w przestrzeni
B uklad (y*), to odwzorowanie f bedzie postaci

y' = ft, . "), oy = (L am).
Wezmy krzywa y(t) = a + tv reprezentujaca wektory styczne (a,v) dla v = vle; + - + v,

F(y'(t) = (fY(z"(a) + o', ..., 2%(a) + to', ... 2"(a) + tv"), ...,
(@t (a) + toh, ... 2 (a) + .. 2™ (a) + ")
Wspbhrzedne wektora stycznego do krzywej ¢ — f o y(t) w t = 0 obliczamy rézniczkujac
wspOtrzedne punktu f(7'(t)) w t = 0. Otrzymujemy

[ Of! of! ) oft _

piC ' (a))o' + 5@ z'(a))v* + - + pC '(a))v

of? of? 2 af? n

%(as( a))v' +5a@ z'(a))v AR el C z'(a))v _

arm, i L, o 2 afm. . n

K (@ (@) + 55 (2 z'(a))v® + - + B (2 @)y |
[ oft oft, . aft o]
7,18 (@) 5(2'(a)) B (@ (a))
of i v 07 of v
31 (& (@) F5(a'(a) B (2 (@) v
afl ; afm afm Un
_axﬁ(w (a)) 7l z'(a)) B (a>)_

Macierz odwzorowania stycznego T,f w ustalonym punkcie w bazach zwigzanych z uktadem
wspotrzednych jest wiec istotnie macierza pochodnej odwzorowania f wyrazonego we wspot-
rzednych i traktowanego jako odwzorowanie z R™ do R™.

Zeby oméwié sposéb zachowania kowektoréw wzgledem odwzorowania miedzy przestrzenia-
mi afinicznymi musimy siegna¢ do algebry i wprowadzi¢ pojecie odwzorowania sprzezonego do
odwzorowania liniowego. Niech wiec V' bedzie przestrzenia wektorowa wymiatu n a W prze-
strzenig wektorowa wymiaru m. Niech takze F oznacza odwzorowanie liniowe miedzy tymi
przestrzeniami. Odwzorowaniem sprzezonym do F nazywamy odwzorowanie liniowe

F-w— Vv
dane wzorem
{a, F(v)) = (F*(a), v),
dla « € W* iv € V. W innej notacji napisaliby$my
(F"a)(v) = a(F(v)).
Sprawdzmy jak bedzie wygladata macierz odwzorowania sprzezonego, jesli znana jest macierz

odwzorowania F'. Ustalmy wiec bazy e w przestrzeni V i f w przestrzeni W oraz oznaczmy
przez € i ¢ odpowiednie bazy dualne. Dzialanie odwzorowania F' w bazach f i e zapisujemy:

[F()) = [Fli[v)*

e



inaczej
F(v)y = F*
Podobnie chcielibySmy zapisa¢ dzialanie odwzorowania sprzezonego
[F* ()] = [F]%[a)”
inaczej ‘ A
F(a)" = (F7)";a!
Kolumny macierzy [F*]¢s to kowektory F*(¢’) zapisane w bazie e. Oznacza to, ze wyraz polo-
zony w i-tym wierszu i j-tej kolumnie jest wspotrzedng przy €' kowektora F*(¢’) Wspotrzedng
przy € wyznaczymy obliczajac F*(¢’) na e;:
(F*)' = (F"(¢), i) = (¢, Fley)) = F;
Okazuje si¢ wiec, ze macierze F' i F* w bazach odpowiednio parami dualnych sa wzajemnie
transponowane. Przy okazji zauwazmy takze, ze Jesli F' jest odwzorowaniem z V do W a G z
W doY to
(GoF)*=F"oG".
I[stotnie

((Go F)'(a),v) = {(a,G o F(v)) = (G(a), F(v)) = (F'(G"()),v) = (F" o G*(), v).

Latwo takze przekonac sie, ze odwzorowaniem sprzezonym do identycznosci na V' jest identycz-
nos$¢ na V'*.

Uwaga: Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze kowektor a € V* mozemy zapisa¢ w bazie na dwa spo-
soby: Mozemy potraktowac go jako odwzorowanie V' — R i zapisa¢ jako macierz odwzorowania.
Wtedy macierz ta bedzie macierzg jednowierszowsa

[a]e = [a(er) aler) ... ale,)]

albo mozemy mysle¢ o o jako o wektorze w przstrzeni wektorowej V* i zapisa¢ go w bazie e
jako wektor kolumnowy:

alen)
Macierz odwzorowania F™ jest transponowang macierza odwzorowania F' jesli myslimy o repre-
zentacji kowektoréw w bazie na drugi ze sposobow.

Jesli jako odwzorowanie liniowe, ktore sprzegamy wezmiemy odwzorowanie styczne do od-
wzorowania f : A — B, otrzymamy odwzorowanie sprzezone wigzace przestrzeni kostyczne:

Tof 1 TeA — Ty B, (Toaf)": T;Z(a)B — TrA

W kontekscie geometrii rézniczkowej uzywa sie rakze innych oznaczen na odwzorowanie styczne
i sprzezone do niego. Zamiast T f piszemy takze f, a zamiast (T f)* piszemy f*.

Odwzorowania styczne i sprzezone do niego mogg stuzy¢ takze do zmiany reprezentacji wekto-
ra w roznych uktadach wspotrzednych. Mozemy bowiem zapisa¢ identyczno$é w dwoch roéznych
uktadach wspotrzednych i uzy¢ odpowiedniego odwzorowania stycznego do zmiany wspotrzed-
nych wektora stycznego i odpowiedniego odwzorowania sprzezonego do zmiany wspotrzednych
w kowektorach. Jest to bardzo dobry materiat na cwiczenia. W kontekscie przestrzeni dualnych
i odwzorowan sprzezonych mozna takze rozwigza¢ zadania algebraiczne:
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Zadanie 2. Niech V = R3. Sprawdzi¢, ze formy liniowe ¢'

Z‘l

(| 2% |) =2 + 2 + 2? — 2kaF,

dla £ = 1,2, 3 tworza baze przestrzeni V*. Znalez¢ macierz odwzorowania F™* w tej bazie jesli

xt x?
F(| 2* |) 23
x3 x!



