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k-kowektory na przestrzeni wektorowej. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru
n. k-kowektorem na przestrzeni V nazywamy ozdwzorowanie

a:VxVx .. xV-—DR

k
liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla dowolnego i € {1, 2, ..., k}, dowolnych wektoréw
(v1,v9, ..., Ug), (U], 05, ..., v;), dowolnych liczb A, p
a(vy, g,y o AU+ vl vk) = Aavg, vay e U e U) (U1, Ve V),
oraz antysymetryczne, tzn
(Vo (1), Vo(2)s - - - Vo(k)) = SgNOQ(V1,Va, . .., V).

odwzorowania tego rodzaju pojawity sie juz w zeszlym semestrze przy okazji wprowadzania po-
jecia wyznacznika macierzy. Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R™ wyznacznik
jest n-kowektorem ne R”. Zbiér wszystkich odwzorowan k-liniowych jest przestrzenia wektoro-
wa, z zbiér k-kowektorow jest w niej podprzestrzenig wektorowa. Podprzestrzen te oznaczamy

k

AV
Sensownosc¢ tego oznaczenia bedzie jasna pozniej. Przypomnijmy sobie wtasnosci k-kowektorow.
W ponizszych wypowiedzach « jest k-kowektorem:

o Jesli wsrod argumentéw o ktorykolwiek z wektoréw powtarza sie, wartos¢ a na tym
uktadzie wektorow jest roéwna zero. Wynika z tego, ze

o jesli vy, vy, ..., v jest ukladem liniowo-zaleznym to a(vy, vs, ..., vx) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreélone na wektorach bazowych.
Jesli (eq, e, ..., e,) jest baza w V to liczby

Qjig..iy = (1(62'1,61'2, . 76ik)a 0< ’il < ’ig < e K Zk <n-+1
wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze
: kv« [ ) _
o dimA"V* = ( I ) = k)"

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydalby nam sie takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukeji takiej bazy postuzy nastepujace dziatanie: lioczynem ze-
wnetrznym k-kowektora « i [-kowektora 3 jest (k + [)-kowektor zadany wzorem

alfp= Z

0ESk11

sgno
g AUo(1) Vo), -+ Vo) B (Vo thrn), Vati+2), - Vo)

Zanim zastanowimy si¢ nad wtasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) kil. Niech k =11l =1, czyli «, 5 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A 3 jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

sgno
a A B(ur,v2) = Z I a(vo(1))B(vo(2))-
o€Sy T
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W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzér przyjmuje wiec postaé

a A B(v1,v2) = afv)B(v2) — a(vz) B(vr)
Teraz zalézmy, ze « jest 2-kowektorem a 3 kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Ss.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nbieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzoér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postaé:

a A B(vg,vg,v3) = 2‘11‘ (+a(v1,v2)B(v3) — a(ve, v1)B(v3)—a (v, v3) (V)
+a(vs, v1)B(v2) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznia si¢ jedynie kolejnoscia argumentéw 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je dodac. Trzeba jedynie pamietaé¢ o zmianie znalu przy zamianie
kolejnosci argumentow:

= s (Fa(un, 2)B(es) + o, 02)3(0g) (o, 05) B(02)
—a(vy, v3)B(va) )=
= (F20(ur,02)8(0)~20 (01, v3) (v2) )=
a(vi, v2)B(vs) — a(vi, v3)B(v2) + a(vz, vs) B(v).
Ostatecznie

a A B(vy,v9,v3) = alvy, v2)B(v3) — alvy, v3)B(ve) + ave, v3)B(v1).

Jako ostatniej przyjrzyjmy si¢ sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z Sy. poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest jedynie po-
dzial argumentéw miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy rosnaco do-
dajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podzialéw zbioru indeksow
{1,2, 3,4} pomiedzy 2-kowektory « i f3:

{1,2,3,4} = {1,2} U {3, 4}
{1,2,3,4} = {1,3} U {2,4}
{1,2,3,4} = {1,41 U {2,3}
{1,2,3,4} = {2,3} U {1,4}
{1,2,3,4} = {2,41 U {1,3}

{1,2,3,4} = {3,4} U {1,2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podzialow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (12)34)

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszaja indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A 8 jest nastepujacy

+a(v1,v9)B(v3,v4) — a(ve,v1)B(v3,v4) — vy, v2)B(va, v3) + V2, v1)5(v4, v3)

Po uporzadkowaniu rosngco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad

+la(vy, va)B(vs, v4).



3

Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje
dostaniemy wzor

a A B(vr,v9,v3,04) = L (4da(v1,v2) B(vg, v4) — da(v1,v3) B(v2, va) + 4or(v1, v4) B(V2, 3)
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+4o(va, v3) B(v1,v4) — da(ve, v4)B(v1, v3) + da(vs, v4) B(v1, v2)) =
a(vy, v9) (v, v4) — vy, v3)B(ve, V) + (v, vy4) (Ve v3)

+a(vg, v3)B(v1,v4) — (v, v4)B(v1,v3) + vz, v4)B(v1,V2).

Zupetnie nieprzypadkowo wspotezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczaja. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

e lloczyn zewnetrzny jest operacja dwuliniowsa, tzn:
(aca +ba’) A B =aa A B+ ba’ A B, aA(aB+b3 =aahB+banfF).

Fakt ten wynika tatwo z definicji.
e [loczyn zewnetrzny jest taczny, tzn

(@AB)Ay=aA(BA7).

Dowdd tego faktu jest dosé nieprzyjemny. Polega na pokazaniu, ze lewa i prawa strona
obliczona na uktadzie k 4 [ + p wektorow daje

sgno
Z JATT |a(UU(1)’ S >Uo(k))ﬁ(vo(k+1)’ S >Uo(k+l))7(vo(k+l+1)a e 7UU(k+l+p))-
UESk+l+p e

e [loczyn zewnetrzny w ogdlnosci niejest przemienny, ale zachodzi wzoér:
aAB= (D"

Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje wartosci na uktadach wek-
toré6w bazowych. Wartoéci te sa wspolrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdzmy te
baze. Niech, jak poprzednio, (e, es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze du-
alng oznaczymy jak zwykle (e',€?, ... €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indeksow
I = {iy,...,ix} i uporzadkujemy indeksy rosnaco, tzn. iy < s < --- < 4. Interesuje nas
k-kowektor

ETNEZN AR
Jesli w zbiorze I cho¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest rowny zero:

Zamiana miejscami dwoch czynnikow powinna powodowaé zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sg jednkowe, tak naprawde nic sie nie zmienia. Mozemy wiec rozwazac¢ tylko takie zbiory

indeksow, ze i; < iy < --- < ij. Obliczmy k-kowektor €t A €2 A --- A €* na uktadzie wektoréw
(€jys- -, ) (zakladamy, ze indeksy w tym uktadzie wektoréw sa uporzadkowane rosnaco):
ETANERN N (e, e5) = ZS 621<€ja(1)) T €Zk(eja(k))
oESE

W powyzszej sumie albo wszystkie skladniki sg rowne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {i,...,ix} 1 {Jj1,...,jx} nie sa identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €' (e;, (k)) w kazdym z iloczynow jest réwna 0. Jesli
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zbiory indekséw sg jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozylismy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sa uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy
EVANE2N N (egyy e ) = €M (eq)) €M (ey) e € (ey) =1
Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéow zewnetrznych k
kowektoréw bazowych z odpowiednio uporzadkowanycmi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym ukiadzie sie zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystrczy obliczy¢ wartosci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k elementowych ciaggach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggdéw warto$¢ niezerowa ma
tylko jeden z k-kowektorow, co daje warunkek znikania wspolczynnika przy tym wtasnie k-
kowektorze. Okazuje sie, ze istotnie badany przez nas uktad k-kowektorow jest dobra baza.
Wspélrzedne rozwazane przez nas wczesniej zwigzane sa wilasnie z tg baza. Oznacza to, ze
kazdy k-kowektor o mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowsa
o= Z ozm-Q__ike“ A€EZNA - A€

i1 <<t
W dalszym ciagu zajmowac sie bedziemy k-kowektorami na przestrzeni stycznej do powierzchni
i polami k-kowektorowymi. Beda one trescig nastepnego wyktadu. Oto propozycje zadan do
rozwigzywania na cwiczeniach:

Zadanie 1. Niech w = e! Ae? + €3 Aet. Obliczyé¢ w Aw. Podobnie dla p = el Ae2 +e3 A et + € Aed
obliczy¢ p A p A p. Czy potrafimy uogdlni¢ nasze rachunki na
— 1 2 3 4 L. 2n—1 2n L ?
O=c Ne"+e’Ne"+---+¢ A€ i ON--- NG

n

Zadanie 2. (moZe by¢ za trudne) Pokazaé, ze dla kazdego dwukowektora « istnieje baza ka-
noniczna, tzn taka w ktorej ma on postac

A= A2 F B APt b I A O

dla pewnego k. Skonstruowaé takg baze dla o = fLA f2 4+ f2A f24+ AN A4+ AN FL jedli
(fY, f2, f3, f*) stanowia baze w czterowymiarowe]j przestrzeni V*.

Zadanie 3. Wprowadzi¢ pojecie kowektora prostego, poda¢ kilka przyktadéw prostych i nie-
prostych. Wybra¢ kilka takich przyktadéw w ktorych k-kowektory sa proste cho¢ na pierwszy
rzut oka tego nie widac.

Zadanie 4. (wybiegajace w przyszlosé, ale moina zrobié juz teraz) W przestrzeni R® wpro-
wadzamy wspotrzedne sferyczne. Wyrazi¢ kowektory bazowe dx, dy, dz poprzez dr, di i dy a
nastepnie obliczy¢ dx A dy A dz w nowych wspoétrzednych.



