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W trakcie poprzedniego wyktadu zdefiniowaliémy pojecie k-kowektora na przestrzeni wek-
torowej. Wprowadzilismy takze iloczyn zewnetrzny wielokowektorow i uzasadnilismy, ze kazdy
k-kowektor jest kombinacja liniowa k-kowektoréw prostych, tzn. iloczynéw zewnetrznych 1-
kowektoréw. Jesli jako przestrzen wektorowa wezmiemy przestrzen styczng T,S do powierzchni
S w punkcie p, mozemy moéwi¢ o wielokowektorach na powierzchni. Mamy wtedy zazwyczaj
do dyspozycji baze w T,S pochodzacg od ukltadu wspoétrzednych oraz dualng do niej baze w
T,S, sktadajaca si¢ z rézniczek wspotrzednych. Jedli (x',...,2™) oznaczaja wspdlrzedne na
m-wymiarowej powierzchni S (zanurzonej w R"™), to k-kowektor w punkcie p € S jest postaci
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Zatozmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni S, a przynajmniej w kazdym punkcie p
pewnego otwartego zbioru O C S zadany jest kowektor a(p). mamy wiec odwzorowanie

k
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wymaga¢ bedziemy dodatkowo, aby wspotczynniki «;,;,. s, zalezaly od punktu w taki sposéb,
zeby wyrazone we wspotrzednych (2!, ..., ™) byty gltadkimi funkcjami tych wspotrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspoétrzednych mozemy napisac
o= Z Qiyig..ip (T 2™)da™ Adx A - A da'™
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Odwzorowanie « nazywamy k-formg na O. Przyktadem 1-formy jest rozniczka funkcji
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df = axldx —i—axde + —i—axmdx :

Roézniczka funkeji f : R? — R danej wzorem

flay) = a2+

x y
d = ———d ———dy.
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i jest okreslona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspotrzednych ma postac

f(?”, @) =T,

ma postac

zatem jej rozniczka to po prostu
df(r,p) =dr.

Przyktadem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R? (o formach objetosci doktadniej powiemy za chwile)

dx A dy
Te sama forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorac pod uwage, ze

dz = cosdr — rsinpdy, dy = sin@dr + r cos pdp
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Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:
dx A dy = (cos pdr — rsin pdp) A (sin edr + 7 cos pdyp) =
(cos pdr)A(sin ¢dr)+(cos dr)A(r cos dp)+(—7 sin pdp) A(sin @dr)+(—r sin dp) A(r cos edp) =
cos @ sin pdr A dr 4 7 cos? odr A dp — rsin? pdp A dr — r? sin ¢ cos pdp A dp

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektoréw jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = rcos® pdr A dp — rsin? pdp A dr
Korzystajac z wtasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
dp Adr = —dr A dy,
zatem ostatecznie

dz A dy = (rcos® o +rcos’ p)dr Ady = rdr Ade.

Podobnie jak k-formy definiowaé¢ mozemy pola wektorowe na powierzchni (lub oczywiscie
na przestrzeni afinicznej). Jesli w kazdym punkcie powierzchni (lub otwartego podzbioru O tej
powierzchni) wyrézniony jest jeden wektor styczny w taki sposéb, ze odwzorowanie

X:5§—TS
zapisane w uktadzie wspotrzednych, tzn.
0 0 0
X(zt ..., a™) :Xl(xl,...,xm)%+X2(x1,...,xm)@—i—---—i—Xm(:L‘l,...,xm)&E—m

wyraza sie przez gladkie funkcje X° méwimy, ze X jest gladkim polem wektorowym na S.
Przyktadem pola wektorowego jest gradient funkc;ji.

Forma objetoSci i orientacja powierzchni. Wiadomo, ze przestrzen R" wyposazona jest
w kanoniczny iloczyn skalarny, dzieki czemu mozemy liczy¢ dhugosci wektorow, katy miedzy
wektorami, pola powierzchni i objetosci bryt. W szczegolnosci wiadomo, ze objetos¢é rownole-

gloscianu rozpietego na wektorach vy, vy, ..., v, dana jest wzorem
e'(v1) €' (v2) €'(vn)
e(v1) E(vy) - (v,
voly (vy,vq,...,0,) = |det ( ) ( 2) (vn)
¢"(v1) €"(v2) --- € (vn)

Prawdziwa objetos¢ jest dodatnia, a wyznacznik uktadu wektorow moze by¢ dodatni lub ujem-
ny, dlatego we wzorze piszemy wartos¢ bezwzgledna. Wspoétrzedne wektoréw v; wzgledem bazy
e zostaly zapisane z uzyciem bazy dualnej e. Wzér ten obowiazuje pod warunkiem, ze baza
e jest baza ortonormalng wzgledem iloczynu skalarnego. W dalszym ciggu bedziemy moéwié o
tzw. objetosci zorientowanej, tzn. opuscimy wartosé bezwzgledng dopuszczajac, ze objetosé wyj-
dzie nam ujemna. Objeto$é¢ zorientowang oznaczymy vol. Korzystajac z definicji wyznacznika
mozemy napisac

Vol (1, Ve, ..., 0) = D sgn (0)e (Vo1))€ (Vo) * € (Vo(n))
a’GSn
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Poréwnujac powyzszy wzor ze wzorami zwigzanymi z iloczynem zewnetrznym stwierdzamy, iz
vol =" N2 A - N

Forme objetosci wyrazimy teraz w innej bazie, niekoniecznie ortonormalnej. Zalézmy, ze w
przestrzeni R” mamy inna baz¢ (fi, fo, ..., fn) 1 zZwiazang z nia baz¢ dualng (¢!, ¢?%, ..., ¢").
Skorzystamy teraz ze wzoréw obowigzujacych przy zmianie bazy: Jesli v jest elementem R"” to

(1) [v]° = [id]*f[v].
Macierz [id]; oznaczmy krotszym symbolem M. Wyrazajac wspohrzedne wektora wzgledem
danej bazy poprzez dziatanie kowektoréw z bazy dualnej zapiszemy wzor (1) w postaci

€'(v) = M';¢/ (v).

Poniewaz powyzsza rownos¢ zachodzi dla dowolnego v, mamy takze zwiazek miedzy kowekto-
rami nalezacymi do odpowiednich baz dualnych:

(2) e = Mg
Wyrazenie (2) mozemy wstawi¢ do wzoru na forme objetosci (sumujemy po powtarzajacych sie
wskaznikach):
vol ="' NN AN = (M, ") N (M? ) A= A (M", ') =
MYy M2, M™ ¢ NG A A
W powyzszej sumie niezerowe sa jedynie sktadniki w ktérych kazdy z kowektoréow wystepuje

tylko raz. Takich sktadnikow jest n!. Cze$¢ n-kowektorowa w kazdym ze sktadnikow jest z
doktadnoscig do znaku réwna

¢1/\¢2/\.../\¢"

Za kazdym razem znak jest réwny parzystosci permutacji
1 2 .. n
Ji o go e a0

vol = (Z SgIlO'Mlg(l)M2a(2)---Mng(n)) qbl /\qbQ/\-~-/\g25n = (detM)(bl/\gb2/\---/\¢”.

gESy

Ostatecznie wiec

ZapisaliSmy forme objetosci w dowolnej bazie uzywajac macierzy przejécia miedzy ta baza
a bazg ortonormalng. Wiemy jednak, ze pojecie objetosci ma sens jedynie w przestrzeni z
iloczynem skalarnym. Jak forma objetosci wyrazona w dowolnej bazie wigze sie z iloczynem
skalarnym ¢? Macierz iloczynu skalarnego w bazie ortonormalnej e jest po prostu macierza
jednostkowa:

[g]e =1
Zgodnie ze wzorem na zamiane bazy w macierzy formy dostajemy

9] = ([id)* ) T[glelid)*; = MTAM = M™M
Korzystajac z wtasnosci wyznacznika macierzy otrzymujemy

det[g]; = det (MTM) = det (M) det (M) = (det M)*.
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Wyznacznik macierzy M jest wiec z doktadnoscia do znaku réwny pierwiastkowi z wyznacznika

macierzy iloczynu skalarnego
det M = +4/det|g];.

Wyznacznik macierzy iloczynu skalarnego jest zawsze dodatni. Forme objeto$ci mozna zapisaé

zatem nastepujaco
vol = y/det[g]; ' NP> A+ A P"

a znak + lub — wstawiamy w zaleznosci od tego, czy macierz przejscia miedzy bazg kanonicz-
ng a baza f ma dodatni czy ujemny wyznacznik. Przy okazji okazuje sie, ze w zbiorze baz
w przestrzeni wektorowej istnieje naturalna relacja réwnowaznosci: moéwimy, ze dwie bazy sg
rownowazne, jesli wyznacznik macierzy przejscia miedzy tymi bazami jest dodatni. Zbioér baz
dzieli si¢ na dwie klasy réwnowaznosci, nazywane orientacjami wewnetrznymi przestrzeni wek-
torowey. Jesli w danej przestrzeni wektorowej jest jakas wyrézniona baza (kanoniczna) to takze
jest wyrdzniona orientacja tej przestrzeni: ta, ktorej reprezentantem jest baza kanoniczna. Ta-
ka orientacje nazywamy takze kanoniczng. W R” mamy wiec orientacje kanoniczna. Istnienie
orientacji kanonicznej (w obecnosci iloczynu skalarnego) pociaga za soba takze istnienie kano-
nicznej formy objetosci, tak jak to widzieliSmy w R™. Kanoniczna forma objetosci jest to ta
z n-form, ktéra przyjmuje wartos¢ 1 na bazie ortonormalnej zgodnej z orientacja kanoniczng.
Jesli zadna z orientacji nie jest wyr6zniona mamy takze dwie rozne formy objetosci roznigce sie
znakiem.

Wszystko co zrobiliémy powyzej dla przestrzeni wektorowej mozemy takze zrobi¢ na po-
wierzchni biorgc jako przestrzen wektorows przestrzen styczng. Mowimy, ze na powierzchni
mamy dany iloczyn skalarny, jesli przestrzen styczna w kazdym punkcie jest wyposazona w
iloczyn skalarny. Dodatkowy warunek moéwi, ze jedli zapiszemy macierz iloczynu skalarnego w
bazie pochodzacej od uktadu wspotrzednych wyrazy macierzowe powinny by¢ gtadkimi funk-
cjami wspotrzednych. Zazwyczaj uzywa si¢ iloczynu skalarnego indukowanego z przestrzeni R™
w ktorej zanurzona jest powierzchnia. Mozemy rowniez uzywac pojecia orientacji powierzchni.
Mowimy, ze powierzchnia jest zorientowana, jesli w kazdej przestrzeni stycznej wybrana jest
orientacja w sposéb zgodny, tzn. jesli dwa punkty leza w dziedzinie tego samego uktadu wspot-
rzednych, to wybrana orientacja pozostaje w obu punktach w tej samej relacji z orientacja bazy
pochodzacej od uktadu wspotrzednych: albo w obu punktach jest to orientacja zgodna albo w
obu przeciwna. Sa powierzchnie, na ktérych nie da si¢ wybra¢ orientacji. Przyktadem takiej
powierzchni jest wstega Moebiusa. Formy objetosci stuzg do obliczania pdl i objetosci, warto
wiec przyjrze¢ im sie blizej.

Zadanie 1. Zapisa¢ kanoniczng forme objetoéci w R? we wspotrzednych sferycznych. é#

Zadanie 2. Na sferze S? zanurzonej w R3 rozwazy¢ iloczyn skalarny indukowany z przestrzeni
R3. Znalez¢é macierz iloczynu skalarnego w bazie pochodzacej od wspoétrzednych sferycznych i
zapisa¢ jedna z dwoch form objetosci na S2. &

Zadanie 3. Zapisa¢ jedng z dwoch form objetosci na torusie o promieniach a > b we wspot-
rzednych pochodzacych od naturalnej parametryzacji. @

Zadanie 4. Wyrazi¢ we wspotrzednych sferycznych 2-forme na R? dang wzorem

w = 2dy Adz + ydz A dx + zdz A dy.
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Na nastepnym wykladzie poznamy pojecia cofnigcia (pull-back) formy i rézniczki formy. W
dalszym ciggu zajmiemy sie caltkowaniem form rézniczkowych po powierzchniach.



