Zadania domowe Analiza IB
SERIA 1 — pazdziernik 2008

. Udowodni¢ indukcyjnie réwnosci:
) 1 . 1 n 1 n b) 1 n 2 N n—1 1 1
a) — +—+... = — 4+ = +... =1-—=
1-2 2.3 n(n+1 ’ ! n/!

a3 oS- Y

. 1=+ 1)g" +ng"t?

g) Jesli 1 = 1,29 = 5 oraz x40 = Tpyq + 22, dlan € N, to z, = 2" + (=1)" dla
wszystkich n € N.

. Wykazaé¢ indukcyjnie, ze:

1 (VB —(1-v5)"
2n 75
Foio=F,1+ F, dlan €N (F, sa tzw. liczbami Fibonacciego).
b) liczba n® + 2n jest podzielna przez 3,

c) liczba 5™ + 2 - 3"71 4+ 1 jest podzielna przez 8,

d) liczba 1172 4 12271 jest podzielna przez 133,

e) dla 0 <z <1 oraz n € N zachodzi: (1 —2)" <1—nax+ (})z”

a) wyrazenie [, = spelhia réwnanie rekurencyjne

. Niech k, bedzie maksymalna liczba czesci, na ktére mozna podzieli¢:
a) plaszczyzng n prostymi. Wykazaé, ze k, = 5(n® +n + 2).
b) sfere n okregami. Wykazaé, ze k, = n®> —n + 2.

. Wykazaé, ze n! < (25+)" dlan € N.

- Wykazad, ze: (a) [z < 1,|y| < 1= [ZL] < 1 b)i+:+...+L<Vnnek;

—x

1 o= _ 1.3  2n-1 1 .
(c) VIl S @ml 274 o <WdlaneN,
() g+t +m<ineN(@El+L+.. . +=>VnneN

. Niech (a+ ) := ((a A=) V (ma A ().
Udowodnié, ze (a V ) <= ((a+ )+ (aAf)).

. Wykazadé, ze ponizsze zdania logiczne sa zawsze prawdziwe (tzn. sa tautologiami):
a)p=(¢=p), b)p=>(pr=9, < ((-p=4q9 =p),

(=N g=r)=@=71), e w=({@P=09),

f) ~(=p A g A (q=p)).

. Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbiorami. Pokazac, ze

a) (AUB)\C'=(A\C)U(B\C),  b) A\(B\C)=(A\B)U(ANC),
c) A\(BUC)=(A\B)\C, d) A\ B=(AUB),

e) AUB=(A\B)U(B\A)U((ANB).
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Réznica symetryczna zbioréw A i B nazywamy zbior
A=+ B:=(A\B)U(B\ A). Pokazaé¢, ze zachodza nastepujace wzory
a) A+ (B+C)=(A+ B)~+ C (lacznosé),
b) A ﬂ (B+C)=(ANB)+ (ANC) (rozdzielnosc),
c) AUB=A+ B+ (ANB), d) A\B=A+(ANB),
)

e) okresli¢ N za pomoca dziatan + i U oraz za pomoca dziatan \ i +

Zmalez¢ zbiory
a) ZN{x €] —5,00[: [x+2[ <4} N{x e R:cos(Fx) < 2},
Yt

b) {(r.1) € B 0% + 27 <4} {(.y) € B : ol >
100

o UGLAL o) U550 =42,

o U4 0 Al i +al o) N0 U],
h) _U Ay oraz () A, gdzie A, = [t, 225} [—t, 1],

te(2,3] te(2,3]

i) E'jl{(g;, y) ER?: (z—n) + (y—n)? < 2n).

Uprosci¢ warunek: (a) AUB ¢ Au(Bn<dC); (b) (AnB)U(CnNB) = B;
(c) (AUB)\C =(A\C)UB; (d) (AuB)\(BNC)=ANC,
(e) (AUBUC)\(AUB)=C; (f) AA\B=B\A; (g) ANB=(AuC)n(B\ ).

Wykazac, ze odwzorowanie f Ry xRy - Ry xR,
fl@,y) =(z+y, L - —) jest bijektywne, wyliczyé f1.

Poda¢ przyktady bijekcji f: X — Y jesli:

(a) X =]0,1[ Y =[-2,2]\ {-1,1},

(b): X =7Z,Y =7\ 3Z, tzn. Y = liczby niepodzielne przez 3,
(c): X =R Y=R\Z,

(d): X=NxNY=N,

w kazdym przypadku znalezé odwzorowanie odwrotne f1.

Zbadaé surjektywnosé, injektywnos¢, opisaé zbidr wartosci i poziomice nastepujacych
odwzorowan:

(a): f:Z—1Z, f(k)=2k*—3k+1,

(b): iR R, f(r.y) = a2+ — .

() f:RxRy —RxRy,, f(z,y) = (z+logy,e”),

(d): [f:Ry, =R flz)=z—2! (Rn={zeR: x>0}

Dane sa odwzorowania o : X — Y, B :Y — Z ~: Z — W. Wykaza¢, ze:
(a) [0 o a injektywne | = « injektywne; (b) [§ o a surjektywne | = [ surjektywne;
(c) [foai~yosabijekcjami] = «, f 1 v réwniez sa bijekcjami.

Zbadaé injektywnos¢ i surjektywnosé odwzorowania; w przypadku bijekcji znalezé
odwzorowanie odwrotne:
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(@) f:O0->AgdzieO:={reR?: 0<z;<1,0<z< 1}, A:i={z€R*: 0<
1, 0 <z9, 1 +29 < 1} oraz f(x) = pmadziea} (b) f:Z — N, f(k) ::w;

T1+T2
(€) f: 7% =R, flki, k) = ki +ka/2; (d) f:Z — T o= {2y e N}, f(k) =
2k —k; (e) f: NxN—= N, f(k,1) =212 - 1).

Opisa¢ poziomice i zbiér wartosci odwzorowania: (a) f : Z — Z, f(n) = E(*%21);

(b) f:]0,00[— R2 f(t) := (t+ ¢ttt —t71); (¢) f: C— C, f(2) :== az + z, gdzie
a € C jest ustalong liczbg, taka ze |a] = 1 # —a; (d) f: R — R?, f(t) := (1—1—;152’ e);
() f:Z—Z,f(n):=2n>-3n+1;(f) [:R* =R, f(z,y) =22+ 132 —y.

Zbada¢ czy R jest relacja réwnowaznosci w X. Jesli tak, to opisac¢ jej klasy i
sporzadzi¢ rysunek wykresu:

(a) X=R, zRy< (x€Ziy€eZ)lubx—ye€Z,

(b) X = {1,2,3}, R={(1,1),(1,3),(2.2),(3,1),(3,3)}.

() X =R, R={(z,y): 2% —y*=4(z —y)},

(d) X =2Z, R=A{(z,y):(x—y)/5€L}

(e) X =N\ {0}, R={(z,y):z/y € Nlub y/x € N}.

Znalez¢ najmniejsza relacje réwnowaznosci w {a, b, ¢, d} zawierajaca (a, ¢) oraz (a, d),
jej klasy oraz wykres.

Niech R = {(x,y) : (2* — y*)(2® + y*> — 1) = 0}. Narysowaé wykres R. Czy R jest
relacja réwnowaznosci w R? Znalez¢ rozktad R na 6 podzbioréw bedacych bijeke-
jami. Opisac te bijekcje, ich dziedziny, przeciwdziedziny oraz funkcje odwrotne.



