Zadania domowe z analizy I B
seria 2 — pazdziernik 2008

1. Wykazad, ze:

(a) Jesli Ay, ..., A, sa podzbiorami zbioru skonczonego X takimi, ze
A1l + ... +|An] > (n — 1)|X], to [A1 N...NA,| # 0.

(b) Jesli |A1| = ‘A2| = ‘A3| = 9 oraz AiﬂAj <bdlal <i<j <3, to
‘Al UAsU Ag‘ > 13.

(C) Jesli ’Al‘ = ... = ‘A4’ = 5 oraz ‘Az ﬂAj‘ <2dlal<i<j<i4to
|A1 U Ay U Az U Ay| > 10. Podaé przyklady dowodzace, ze oszacowan z (b)
i (c) nie mozna poprawié.

2. Niecha: X =Y, 8:Y =X, v: X — X. Wykazad, ze:

(a) [a oy =, a injektywne] = v = idx;

(b) [yo B =p, B surjektywne] = v = idx;

(¢) [a o injektywne, 3 surjektywne] = « injektywne;
(d) [co B surjektywne, [ injektywne] = « surjektywne;
(e) a jest injektywne <= VA C X : A= f~1(f(A));
(f) « jest surjektywne <= VB C Y : B = f(f~%(B)).

3. Opisaé poziomice i zbiér warto$ci odwzorowania:

) [:Z —Z,f(n):= E(2”3_1):
)

(©) f:R—=R% f(t) = (5 );
)

4. Sprawdzié, ze f jest bijektywne, opisaé¢ f~!:
(a) f:S — N, f(n) :=|SNT1,n|, gdzie S jest zadanym nieskoficzonym pod-
zbiorem N;
(b) f:N—=Z f(n) = (-1)"E(3);
(¢c) f:C—C,f(z):=az+ bz, gdzie a,b € C sa zadane, takie ze |a| # |b|.
5. Wykazaé, ze:
(a) Jezeli S C R jest co najwyzej przeliczalny, to
da,beR,a>0:VneZ:an+b& S;

(b) Jezeli S C R? jest co najwyzej przeliczalny, to istnieje trojkat réownoboczny
na plaszczyznie R? o bokach dtugoéci 1 i brzegu nie zawierajacym punktéw
z S.
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Zmnalez¢ podzbior S C Z wiedzac, ze:

(a) S\ (S+1)=1{0,38}, S\ (S—1)={1,5};
(b) S\ (S+2)=1{0,3,8}, S\ (S —2) = {4,7,10}.

Oznaczenie. S+ k:={n+tk: ne S}
Wskazowka. S\ (S + 1) jest zbiorem lewych koncéw rozltacznych przedzialéw, z
ktorych sktada sie S.
Niech () # X bedzie zbiorem skoniczonym oraz f : X — X. Wykazad, ze:
(a) R:={(w,y) € X x X : Ik, 1 € N: f¥(x) = fi(y)} jest relacja réwnowaz-
nosci w X;
(b) Xo := Nien f¥(X) jest niepusty, f(X,) = X, oraz f|x, : Xo — X, jest
bijekcja;
(c) kazda orbita f|x, zawiera si¢ w jednej z klas relacji R i kazda z klas relacji
R zawiera dokladnie jedna orbite. Zatem | X/ R)| jest liczba cykli permutacji

flx,-

Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w X oraz X, C X.
Wykazaé, ze (X, jest suma pewnych klas réwnowaznosci R) <
(Vz,ye X : [x € Xo, (z,y) € R =y € X,).

Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacja réwnowaznosci w R. Opisaé jej klasy
réwnowaznoéci i narysowaé¢ odpowiadajacy jej podzbiér R w R2. Znalezé funkcje
f R — R, ktérej poziomice sg klasami réwnowaznosci:
z~y <= (z—y)(l—zy) =0
(x=ylubaz=—ye[-1,1] lub [z|+[y[=1);
(c)x~y<= (x=ylubIneN:z,yec[2n—1,2n]);
(x—y€Zlubz+y+3e).

Obliczy¢ granice nastepujacych ciagdéw (badz wykazaé, ze ciag nie ma granicy):

.2 . AT (=3)"
(a) Jim —s () lim, —7
_n3"+2n° -5 ST .
(c) I I (d) lim_ a2
(e) lim cos Y (f) lim ('V/nl00 4 7% — p);
n—00 n n—00
(2) nlLrgO(S (n+2)(n+4)(n+5)— {’/n(n—l— 1)(n—|—3)>;
(h) nlirgo<\/n+f\/nﬁ>,
1 2
i) lim /522 + 427 + 3; i) li ( - );
(@) n1—>nc>lo\/ . ) ) oo V2-1 Y4-1
(k) lim 271+ =)(1+ =) (1+ 2); (1) lim V1% + 24+ .. +n4
n—o00 n n n n—o0

n n
(m) lim ( > ;
n—oo \n + 1
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2n+3 2 n
(n) lim <3n+7> : (0) lim n“+an+b ;
n—oo \ 3n + 5

(p) nliggo\/i'é/i.%... 25,
(r) lim Ya+ %—i—% "

n—00 3
() Jim (2 - /100)"; (t) Jim (3-2%/100)".
Wskazéwka: lim n ({/a—1) =loga.

, gdzie a,b,c > 0;

Zbadac zbieznos¢ ciagow:
(a) a, =siny/n+ 1 —sin+/n; (b) an = sin(rvn? +n + 1);
(¢) ap = cos(mrvn? +n+1).

Obliczy¢ granice, korzystajac z twierdzenia Stolza:
PP+25+ ... +n°

(a) Jim, p; 7
, PP+224+...+n° n
(b) Jirg, ( 5 “6)

(©) li 1 ( 1 N 1 n 1 )
¢) lim — ;
n—oo\/n \\/n+1 n+2 V2n

(d) Ii 1(1+1+ +1)

im — —4...+—=;

n—oc \/n V2 vn)’

n(2n —1)
(e) —
n—oo  /(2n)!
Zbadac¢ zbieznos¢ ciagu okreslonego rekurencyjnie:
(a) zg > 0 dane, z,, 41 = 5 + i; (b) o > 0 dane, 41 = =

14z,

(C) To € ]_1>2[ dane, T, 41 = xn($n - 1)5 (d) xo > 1 dane, xp41 = ;Z:?
(e) o =0, Tpt1 = V2 — xp.
Znalez¢ inf{z, : n € N} oraz sup{z, : n € N} dla:

- 2_
() o = 2% (b) ¥n = 56

-E 1
() = ", (@) @ = % + 35— B (3).
Wyznaczy¢ kresy gérny i dolny (o ile istnieja) zbioréw:
(a)A:{x+ﬁ:0<a<$<b}; (b)B:{xeRzi—ig‘<x};
(¢) C = {% ca,b,e>0Na+b+c= 1}, Wskazéwka: wykorzy-

sta¢ zwigzek miedzy $rednimi: arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna.
(d)D:{%\/ﬁﬁ- %:m,nEN}.

Czy kresy naleza do zbioréw?




