Analiza zespolona, lista zadan nr 2

1 Warunki Cauchy’ego-Riemanna itd.

1. Dla nastepujacych funkcji wypisac¢ ich czesci rzeczywiste i urojone. Sprawdzié, czy
nastepujace funkcje spelniaja w calej ptaszczyznie rownania Cauchy’ego-Riemanna.
Sprawdzi¢ tez, czy czeSci rzeczywiste i urojone spelniaja rownanie Laplace’a.

(a) f=2%

(b) f = (Rez)z?%
(c) f=e™;

(d) f = ZzZRez;
(e) f=1

() f =55

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa harmoniczne. Jesli tak, to znalezé funkcje
harmonicznie sprzezona do danej, oraz wynik zapisaé¢ jako funkcje samego z.

(a) 22 — y? + day;

(b) =i

(c) 23 + 622y — 3wy? — 2¢%;
22 g2

() s

(e) e*(xcosy — ysiny).

2 Calki bez uzycia residuéw

Przypomnienie. Niech f — holomorficzna w Q C C, Q — otwarty; niech a € €, niech v — krzywa
obiegajaca punkt a jednokrotnie antyzegarowo. Wtedy:

/ f(z)dz = 0; (1)
o) = 5 [ £, @)
£ (q) :n;;ri/(zﬂgnﬂdz. (3)

3. Obliczy¢ calke [ Rezdz dla:

(a) v=1[0,2+ 2i];

(b) v jest okregiem o $rodku w 0 i promieniu 1.
4. Obliczy¢ catke: [ |z — 1[|dz], gdzie v — okrag o $rodku w 0 i promieniu 1.

5. Obliczy¢ catke [ |z|dz, jezeli:



(b) v jest lewym potokregiem ta¢zacym punkt —i z punktem 4,
(c) v jest prawym polokregiem ta¢zacym punkt —i z punktem ¢

6. Catki Fresnela czyli Fresnelki czyli Fredzelki ( Terminologia P. Ch.) Obliczy¢

catki Fresnela: ~

F, = /Oo cos(z¥)dx, F, = sin(z?)dz.
0 0

Odp. Obie \/g Rozw. Scatkujmy funkcje f(z) = 2 po konturze I' = T'y UT g U 'y, gdzie:

o
ReRy; Ty =[0,R]; Tr = {2z € C(0,R),0 < arg(z) < 7 }; I's — odcinek zamykajacy kontur I,
tzn. odcinek taczacy €”/*R z zerem.

Poniewaz f(z) jest holomorficzna na calej C, to

/ ¢’ dz =0
r

Obliczmy lub oszacujmy caltki na kazdej czesci konturu I'.
[}
22 f 2 2 R
/ e dz = / (cos(z®) + isin(z?))de — F. + iF} (4)
T 0
— wiec po przejSciu R — oo otrzymamy oba Fredzelki.
. / i dz: Sparametryzujmy z € I's przez: z = e/™/*t, t € [R,0]. Mamy wiec, dla z € Ts:
s

. 2 . .
22 = /2 = 12 dz = e'™dt, zatem:

0
/ ei?’ dy = / e teim/Aq By _lein/4f = (1+1) T (5)
ry R 2 V8

° / e'*"dz: Sparametryzujmy z € 'y przez: z = Re'?, ¢ € [0, il 1% = giR*€™? _ iR?(cos2¢+isin 2¢).
T2

dz = iRe'*dg;
/4
12 :/ eizzdz _ / / d(b iRequ&eiRz cos 2¢—R% sin 2¢,
Y 0

szacujemy modut z calki I przez catke z modulu ( ... — funkcja podcatkowa). Uwaga. Mozna
skorzysta¢ z lematu Jordana, ale raz oszacujmy wprost.

w/4 /4 /4 5 .
|| = |/ ... d¢| </ |...\d¢:/ dp Re™ 1 sin29,
0 0 0

szacujemy sinus od dotu, tak by —sin2¢ byl oszacowany od gdry:
4
V¢ el0,m/4]: sin2¢ > —¢,
Y

skad

/4 2 ™ 2 R
|I] < R/O dgpe 4B/ = —R4—R26_4R /™ = 0.

Poréwnujac (?7?) oraz (??) mamy:

F. :/ cos(z?)dz = \/?, Fy :/ sin(:cZ)da:\/?,
0 8 0 8

czyli wydawatoby sie, ze mamy juz odpowiedz... GDYBY NIE to, ze musimy sie jeszcze upewnic,
ze Fredzelki ISTNIEJA! a sa to calki niewtasciwe o istnieniu nieewidentnym.



10.

11.

Przetestujmy wiec Fredzelka np. F,, zamieniajac zmienna: = = v/, do = 2%/Edt,:

> 1
F, = —— sin tdt.
) /0 2Vt

W zerze jest to catkowalne (dla Fredzelka F,. tez). A co dla ¢ — oo? Skorzystajmy z kryterium

Dirichleta: Dla catki I = f;o f@)g(t)de, jesli faM f(t)dt jest wspolnie ograniczona dla dowolnego
M, a g(t) dazy do zera monotonicznie, to I istnieje.

Tu bierzemy oczywiscie f(t) = sint, g(t) = % i to koriczy sprawe.
Ozn. Okrag o $rodku w punkcie p i promieniu r bedziemy oznaczaé¢ C(p, ).

Obliczy¢ catke [, 7zdz, jezeli:

(a) v=C(0,3);
(b) v=C(0,2);
() v=C(i,1);
(d) 7 = C(—i,1).

Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste.

/ €* cos z d

———dz

v (14 22)sinz

gdzie v = C(2 +i,/2). Wsk. Skorzystaé¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

z
d
/724—1 ‘

gdzie v = C(a,a), a > 1. Wsk. Rozlozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste i
korzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

Obliczy¢ calke

Obliczy¢ catke

Obliczy¢ catke
——dz
v 22 +a?
gdzie v = C(0,2a), a > 0. Wsk. jw.

Obliczy¢ catke
/ _ Y 4
v z(1—2)3

gdzie:
(a) v=C(0,3),
(b) v=C(1,3).

Wsk. Skorzystac¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego dla drugiej pochodnej funkeji holomorficzne;.



12.

13.

14.

15.

16.

3 Taylor & Laurenty

Tw. Laurenta: Niech f(z) bedzie holomorficzna na okregach wspoétsrodkowych C(a, R) i C(a,r)
(gdzie r < R) oraz w pierscieniu pomiedzy nimi. Wtedy w kazdym punkcie z pierscienia f(z) ma
rozwiniecie postaci

b1 b

f(Z)=a0+a1(z—a)+a2(z_a)2+'“+z—a+(z—a)2

+..., (6)
gdzie

Dla podanych nizej funkcji znalezé cztery poczatkowe rézne od zera wspotezynniki

rozwiniecia w szereg Taylora wokot z = 0, oraz podac promien zbieznosci R odpowiedniego

szeregu Taylora:

(a) exp73;
(b) sin TR
(c) cos?z;
(d) colsz'

1
1—2

Rozwina¢ funkcje f(z) =
explicite liczac catki.
Odp. Szeregi geometryczne w odpowiedniej zmiennej: I. f(2) =1+2+22+..., IL
fzy=-t-4L - L4 .

w szereg Laurenta w obszarach: It |z| < 1, IT: |2] > 1,

Rozwingé¢ funkcje ( 1 w szereg Laurenta wokot zg = 0 dla:

(z-1)(z-2)
(a) [z < 1;

(b) 1< |z] <2

(c) 2| > 2.

Rozwinaé¢ funkcje i w szereg Laurenta wokot zp = 0 dla:

1
22+41)(22+4)
(a) [z <1;

(b) 1< |2 <2

(c) |z] > 2.

Pokazac, ze

f(z) =exp g (Z - i)] = Jo(z) + 2J1(x) + 22 To(2) + - + 2" T (2) + . ..
L+ ;JQ(Q;) P <_;L)njn(w) + (7)
gdzie -
Jn(z) = %/0 cos(nf — xsin 0)d6. (8)

Rozw. Punktem osobliwym f(z) jest jedynie z = 0 (jaki to punkt osobl.? ppo,b,pio?) wiec na
podstawie tw. Laurenta mozna napisa¢ rozwiniecie f(z):

x 1 9 by | bo
exp |5 (27 =agtaiz+azz" +---+—+—5+...,
z z z

4



gdzie

1 T 1 dz b 1 T 1 n14
an=— [ exp|=|2z—- )| —, =— [ exp|=(2z—=]]|=2 2,
27t Jo P z )| 2ntl " 2w Jo P z

gdzie C, C’ sa dowolnymi okregami o srodku w z = 0. Mozna wiec w obu przypadkach wzia¢ okrag
jednostkowy. Mamy wiec parametryzacje: z = €, a — 1 = 2isin6, dz = ie’’df i mamy

1 2 o ) 1 2
p = =— elrsintemifqy) — cos(zsinf — nd)do;
2wt Jo 21t Jo
22 . . . 2m . . . .2
cze$¢ urojona a, jest réwna zeru, bo Ima, = fo cos(zsinf — nf)dd, co mozna stwierdzié,

zamieniajac zmienng 6 — 27w — ¢.

Mamy wiec, zgodnie z definicja (??): a,, = Jp(2), by = (—1)"Jn(z). To ostatnie wynika z faktu, ze
rozwiniecie Laurenta nie zmieni si¢ tu przy zamianie z — —1. Uwaga. Wspolezynniki J,(x)
sa to funkcje Bessela, a wzor (77) moze stuzy¢ jako jedna z definicji tychze.

17. Znalez¢ residua funkeji:

Zj(tzzﬁf w punktach 0,1, —1;
2
e

22(z—1)

w punktach 0, 1;

e€
1—

z . .
— w punktach 1, 1,4, —;
e'mz’z
(22+a?)2

(a # 0) w punktach ai, —ai; Odp. =" (am + 1) w punkcie ai

)
)
)
) g
)
)
)
)
)

(a # 0) w punktach ai, —ai;
(22 — 2°)~! w punktach osobliwych;

ctg®z w punktach osobliwych;

z

SIM 2

w punktach osobliwych;
m z punkcie
26

T W punkcie —1.

4 Calki trygonometryczne

18. Wykazaé, ze przy 0 < b < a zachodzi:

2 in2
/ Sin 9d9 21 (a _ \/m) '
0

a-+bcosb - b2

19. Wykazadé, ze przy |a| < 1

/27r cos? 30d4 1—a+ad®
=7
o 14 a?—2acos?26 1—a

20. Wykaza¢, ze dla |a] < 1

/2” do 27
o (14+acosf)? /1_q2°



5 Calki z funkcji wymiernych

21. Wykazac, ze

@ [ = s (a0

r? 4 a?)3 ~ 16a°

o0 dz m(a + 2b)
b) [ = ab>0;
®) ) rdEE e et “P

(©) /000< 28dx 3v/2r

= > 0.
at + 24)? T

6 Calki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

22. Wykazaé, ze

= > 0);
( 0o x24 a? 2a (a )

o gsinzdx me~
(b) A <$2+6L2)2 - 4@ ((l > 0)7

' cosxdr  mwe™?
a)

o0 cos xdx T e0 b
() /0 (22 + a2) (22 + b2) b2 —a? ( a —b> (a # b,a,b>0);

d /00 cos xdx e *(a® + 3a + 3)

e G2t ) = 535 (a > 0); Uwaga. wynik sprawdzony dla
a =1 only

7 Calki z funkcji wieloznacznych

Terminologia: Konturem ODS' bedziemy nazywadé figure, ztozong z dwoch potokregow
o promieniach r oraz R (R > r), o §rodkach w 0 i lezacych w gornej polplaszezyznie,
oraz odcinkow [—R, —r| i [r, R], lezacych na osi rzeczywistej.

23. Calkujac funkcje f(z) = (Logz)?(2? + a?)~' po konturze ODS wykazaé, ze przy
a>0
o logx

% (logz)? T, ) T
doe = 2 (x2 + 4(1 , / 8T gz =" loga.
/o 22+ a? o 8a(7r +4(loga)”) o 124+ a? . 2a 08 a

24. Wykaza¢ w podobny sposob, ze

/OO log x d m
————dr = ——.
0o (14 22)2 4

!Geneza nazwy ODS bedzie podana na zyczenie zainteresowanych



25.

26.

27.

28.

Calkujac po "dziurce od klucza" funkcje: exp(aLogz(z? +1)72 wykazaé, ze dla —1 <

a<3

/00 ridr w(l—a)
o (z241)>  4cosZ
Skad sie bierze powyzszy warunek na a?

Logz
1422

Catkujac funkcje

wykazac, ze
2

log © 2logx T
/ dr = / dr = .
0o 1+at 8\/_ 1+t 8v/2

Wykazag, ze

1
08T — 2 __dr =2"%2gaq 02 (L;)loga—l—?m>, a > 0.

\/_:cz—l—aQ) 4

Wykazac, ze

ool 1 2
/ log(1+a%) , _ rlog 2.
0

1+ 22

Wsk. Calkowa¢ funkcje Lolgf;i) po brzegu gornego potkola K (0, R).

wzdtuz brzegu obszaru {z : r < |z| < R}N{z:0 < ar

gz <

NE



