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Typowa catka liczona przez residua. Postugujac sie metodami pochodzacymi z analizy
zespolonej obliczymy calke (w sensie Riemanna)

[ /00 23 sin(z)dx
Szt + 522+ 4
Wtasciwa do catkowania funkcjg zespolong bedzie funkcja

3 iz
2°e
2) = ——F5.
/) 24 +522+44
Mianownik tej funkcji rozktadamy na czynniki:
A5 A=+ D)2 +4) = (z—i)(z+i)(z — 260) (2 + 20).
Funkcja f ma wiec cztery bieguny pierwszego rzedu, po dwa w dolnej i gérnej péiptaszczyznie.
Na osi rzeczywistej, dla z = x mamy
o) e’ 23 (cos(x) + isin(z)) z3 cos(z) _ 23sin(z)
x) = = = g :
x4+ 5x?2+4 x4+ 5x2+4 xr+5x2+4  xt+ 51244
Catke I Otrzymamy wiec z czesci urojonej calki z f po osi rzeczywistej. Obie catki (z sinusem
i cosinusem) sg zbiezne, oddzielnie na dodatniej i ujemnej po6tosi, dlatego mozna uzyé przejscia
granicznego

, R x3sin(x)dz o 73 cos(x) R 23 cos(z
I = lim _ / _ /
R—oo J_g ot + 522 + 4 oox4—|—5x2+4 Raoo Rx4+5x2+4
Uzycie metody residuow wymaga catkowania po zamknietym konturze. Domkniemy wiec od-
cinek [—R, R] pétokregiem o promieniu R w gérnej polplaszezyznie, jak zwykle wystarczajaco
duzym, aby objat wszystkie osobliwosci majace dodatnie czeSci urojone:

21

Przyjrzyjmy sie teraz calce z f po gébrnym poétokregu o promieniu R. Jak zwykle podstawiamy
2z = Re', dz = Rie**d¢ i szacujemy wartoéé bezwzgledna catki
n R33i0¢iR(cos d+ising) Ricid d
/0 Rie*¢ + 5R2e¢ + 4
/,r | RighiogiRcos bo=Rsindjeid|dgy /ﬂ Rie—Rsindd
0 | Retid + 5 R2e2i¢ + 4 | Rietid + 5 R2e2i¢ + 4
1

/ zeedx B
Cat) 24+ 522 +4|
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Oznaczmy przez M (R) najwieksza warto$¢ funkeji | f| na potokregu, tzn
R3

] |Ret® + 5R2e%¢ 4 4

M(R) = sup

Ze wzgledu na potegi R w liczniku i mlanowmku

lim M(R) = 0.

R—o00

Trzeba wiec zajacé sie caltka
/ RefRsin ¢d¢
0

Na odcinku |0, %] funkcja ¢ +— sin ¢ jest wieksza niz funkcja ¢ — %qﬁ, mozemy wiec oszacowac

0 0 0
Ostatecznie

zeedx
< M(R oo 0.
’/FR, z4+5z2+4’ (B)r —r

Nasza catka I moze wiec by¢ wyrazona wzorem
I =S (2miRes; f + 2miRess; f).

Przy okazji mozna tez policzy¢ podobng catke z cosinusem zamiast sinusa biorac czesé rzeczy-
wistg zamiast urojonej. Liczymy teraz residua w punktach ¢ oraz 2i

Res;f =lim(z — 1) f(2) = e’ e
T (i) 20— 2)  (20)(30)(—i)  6e
. , (2i)3e2” —&je 2 —8ie™2 2
Resuf = lim(z = 20)(2) (20 +10)(2i —i)(2i + 20)  (30)(i)(4i)  —120  3¢?
Wyznaczamy wartos¢ catki:
-1 2 4—e
I= (27TZ6— + 27?2@) =T

Calka z cosinusem zamiast sinusa ma wartos$¢ zero (co nie dziwi, bo funkcja jest wtedy antysy-
metryczna wzgledem zera).

Wykonane przez nas rachunki mozna podsumowaé w nastepujacej ogélnej metodzie calko-
wania funkcji typu

T — Q( :E) eiaa:
spetniajacych warunki

(1) a#0

(2) @ nie ma osobliwosci na osi rzeczywistej

(3) lim|Z|Hoo Q(Z) = 0
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Kontur catkowania dobieramy w zaleznosci od znaku a. Jesli a > 0, jak w powyzszym przykta-
dzie catkujemy po brzegu potkola potozonego w gornej potptaszezyznie, jesli a < 0 catkujemy
po brzegu poétkola potozonego w dolnej potptaszezyznie. Catka po tuku znika ze wzgledu na
zachowanie funkcji (). Fakt ten zazwyczaj wyraza sie w postaci tzw. lematu Jordana:

Lemat 1. Niech f bedzie funkcjq cigglq okreslong w gdrnej (dolnej) potplaszczyinie. Wowezas
dlaa >0 (a <0) zachodzi
lim f(2)e**dz = 0.

R—o0 (FR’J’_)
Dowdd wyglada podobnie jak w rozwazanym przez nas konkretnym przypadku, nie bedziemy
go wiec przytaczaé. Ostatecznie interesujaca catke wyznaczamy liczac residua funkeji w gornej
(dolnej) pétptaszezyznie.

Calka po dziurce od klucza (albo, jak méwia niektoérzy, po brzegu pacmana): W catkach
typu
[e.e] oo (o)
[ Qyde, [ (ogx) Qdr, [ Qa)de
0 0 0
gdzie @) jest funkcja wymierng spelniajacg stosowne warunki, wykorzystuje sie nastepujacy
kontur catkowania:

R

Policzymy wspoélnie nastepujacy przyktad:

J:/OOO( Jadx

r+1)(z+2)

Po dziurce od klucza catkujemy funkcje

1
26

1) =i eTo

Utamkowe potegi liczb zespolonych budza zawsze pewne watpliwosci, doprecyzujmy wiec, ze

1 1 1.
4 = exp( loa([2]) + Lidrg(2)

gdzie Arg oznacza argument gtéwny, czyli z przedziatu [0, 27r]. Odcinek I, potozony jest powyze]
osi rzeczywistej w odlegtosci e. Dla € — 0 catka

/I+ f(z)dz
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dazy do catki

/R Vadx
r (x+1)(z+2)
bo

1 1 1 1 1
2t = exp(z log(|2]) + =idrg(2)) — exp(g log(x) = o,

Catka po I_ (uwaga na orientacje) przy malym e dazy do catki
R Yzelidx
_/r (z+ 1)(z +2)
bo po dolnej stronie osi rzeczywistej dodatniej argument z jest prawie 27, zatem

ol

1 1 1 1 1 1
26 = exp(g log(|z]) + giArg(z)) — exp(g log(z) + 6i(27r)) = roe's.

Dzieki wtasnosciom funkcji f, o ktorych za chwile, calki po matym i duzym koétku znikajg przy
r— 01 R — oco. W tej sytuacji

(1) J — Je's = 2mi(Res_1f + Res_of).

Liczymy residua:

RGS_lf == m =¢'s
6/
_2 ;T
RGS,Q‘]C = m = —\675616

Podstawiamy do prawej strony wzoru (1)
omi(Res_1f + Res_of) = 2mi(e's — v/2e'8) = 2mie’s (1 — v/2)
i upraszczamy lewa strone wzoru
J—Je's = Je's (7% — %) = —Je'62i sing = —Je'si.
Z poréwnania
—Je'%i = 27ie's (1 — v/2)
J=—2r(1-?2)
J =2m(V2 —1) ~ 0,76945...

Wynik numeryczny obliczony przez Wolfram Alpha. Tym razem program potrafi jedynie nume-
rycznie, a my analitycznie, doktadnie! Pozostalto jeszcze przekonac sie, ze nie oszukiwalidmy, tzn.
przeanalizowaé co dzieje sie na matym i duzym kétku. Na malym kotku z = re??, dz = rie*?dy,
tzn

2m rede
’/Fr fl2)dz| = < /0 |(ret + 1) (rei® + 2)|

Najwieksza warto$¢ mianownika to (1 +7)(2 + ), czyli

/ f(z)dz

T

/27r r%ei%m’ei‘/’dgp
(rei + 1)(re + 2)

< 27r7"% 0
_emr
S(a4+n@2+r)

Na duzym okregu jest podobnie. W rachunkach zastepujemy r przez R i przechodzimy z R do
nieskonczonosci:

/FR f(z)dz

T7R—00 0.

< /27r R%dgp < o RE
S o |(Reiw +1)(Reiv +2)] ~ (1+R)(2+R)




5

W powyzszych rachunkach kluczowe bylo, ze lim.|_o2f(2) = 0 (dla catki po matym kotku)
lim|,| e 2f(2) = 0 (dla catki po duzym kotku) oraz to, ze nie funkcja nie ma osobliwosci
na dodatniej osi rzeczywistej. Wazne takze, ze potega x nie jest catkowita. Warunki jakie
muszg spetnia¢ funkcje w pozostatych dwéch typach catek oraz przyktady poznajg Panstwo na
¢wiczeniach.

Catka po ko$ci: (material nieobowiazkowy) Rzecz dotyczy obliczania nastepujacej calki:

/ab(x —a)P(b—2)'Q(z)dz, prq=kel,

gdzie @ jest wymierna funkcja nie majaca biegunéw na odcinku [a, b, p,q > —1. Calke te
mozemy obliczy¢ korzystajac z twierdzenia o residuach. Zapiszmy nastepujace przeksztatcenia:
r—a

(o= ap (b - Q) = (7= ) (b= 2" Q) = (@) (v — )" QL)
dla homografii

r—a
h—

Wiadomo, ze zastepowanie zmiennej rzeczywistej x zmienng zespolona z w wyrazeniach zawie-
rajacych pierwiastki wymaga namystu, poniewaz wkraczamy zazwyczaj w funkcje wieloznaczne.

Interpretacja napisu:
f(z) = (1(2))" (0 — 2)*Q(2)
nie jest wiec na pierwszy rzut oka oczywista. Catkowaé¢ bedziemy po nastepujacym konturze:

h(x) =

Zamiast zajmowac sie sytuacja ogdlna rozwigzemy konkrety przyktad: Obliczy¢ catke

2 z—1
1) d
/1(x+ ) 29—z "

6 Z — . . . . .
—— ze stosownie zdefiniowanym pierwiastkiem.
—z

Caltkowaé bedziemy funkcje f(z) = (z + 1)

z—1
Oznaczmy h(z) = Cp Jest to homografia, ktora zachowuje oS rzeczywista, a wewnetrzng
-z
czesé konturu catkowania ,kos¢” przeksztatca na kontur typu ,dziurka od klucza”. Istotnie,
h(1) =0, h(2) =00, h([1,2])=][0,00]
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ponadto jesli
Cp(a) ={lz—a| =r}
jest okregiem o $§rodku w a i promieniu 7 to dla C;(r) mamy

M) = O, ().

Okrag C,.(2) o srodku w z = 2 i promieniu r przechodzi przy odwzorowaniu h na okrag o $rodku
w —1 1 promieniu % Ostatecznie na obrazku wyglada to tak:

Widzimy wiec, ze h(C\ [1,2]) = C\ [1, 0o]. Mozemy wiec ujednoznaczni¢ funkcje z — ¢/ %
piszac

6 1 _ %logh(z)
2—z ‘
i wybierajac jednoznaczng gataz logarytmu C \ [0, o[ gdzie log pe’? = log p + iy dla ¢ €]0, 27|
z—1

Przy takiej definicji otrzymujemy dla funkcji z — (/5= wartosci

1 .
0 Jh(0) = (—3)° = g5/

3 Jh(3) = (=2)F = 2™/

1 2 h(o0)  h(1)

.’ h h(’ h(’
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Zapiszmy teraz catki po poszczegdlnych fragmentach krzywej i oszacujmy ich wartosé¢ dla r — 0
i e — 0. Zacznijmy od calki po C,(1):

'/ 2)dz| =

2m .
‘/ f(1+ré )zre“pdgo’ f(l + rew)‘ rdy =

27 . .
/ ‘(1 + (1 + rew))\s/ﬁ(l + 7“6“")‘ rdy <
0

2r(2+7r) s e (110 r 4+ w1
T r) su xp(= e r=
oo | P T2 T 1o
1 r ;
2n(2+7r) sup exp(g log [ﬁ(r +e ‘p)}) r=
»€[0,27] r
’
21m(2+7r) sup ¢ —— |exp(=log | + € <
(2+m) sw (= (3los[r+ e r
(24 r 1/ \/ r+1)r—20
Bardzo podobny rachunek mozna zrobi¢ dla C,.(2)
‘/ 2)dz| = ‘/ f2+re )zre’“"dgp‘ f(2 + rei‘p)‘ rdp =
Cr2

r =

/_W‘(2+(1+reieo))\6/ﬁ(2+re )‘rdgp o(347) sup

p€E(0,27]

1 1 .
exp(é log {—1 + ;e‘“"])

r =

exp(é log [%(—T + e_w)})

27(3 + r)ﬁiﬁf/(r 1) — 0

Na czerwono zostaly zaznaczone czynniki odpowiadajace za znikanie catek. Wida¢ wiec skad
bierze sie zatozenie dotyczace utamkowych poteg p,q > —1. Ze wzgledu na zamiane zmiennych
funkcja podcatkowa mnozy sie przez r. Aby catka po malym okregu znikata ostateczna potega
promienia musi by¢ dodatnia. Calka po ,gérnej czesci odcinka [1,2]” w granicy dazy do catki I,
ktéra mamy policzy¢, zas calka po ,dolnej czesci” do —Ie*™/6 ze wzgledu na zmiane argumentu
logarytmu. Ostatecznie catka po kosci to

I(l _ 62m'/6)

2n(34+r) sup
pE€[0,27]

co mozna przeksztatci¢ nieco uzyskujac
I(1 — ™8y = [em/6(e=m/6 — e™/6) = _[e™/62jsin (1/6) = —ile™/S.

We wnetrzu konturu catkowania nie ma osobliwosci funkeji f zatem catka po calym (dwucze-
Sciowym) konturze jest zero:

—ile™/5 + z)dz =0
CR(O)f( )

Mamy wiec:

1
(2) 1= —% /C LD
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Catke po duzym okregu policzymy wykorzystujac pojecie residuum w oo. Jesli Cr(0) jest zo-
rientowany kanonicznie wzgledem 0, to

(3) / f(2)dz = —27miRes [ = 2miay,
Cr(0)

gdzie a; jest wspétczynnikiem przy pierwszej potedze rozwiniecia funkcji g(z) = f (%) wokot
zera. Funkcja z — ,6/% jest holomorficzna w otoczeniu oo, gdyz co jest punktem regularnym

homografii h. Zapiszmy rozwiniecie wokot zera funkcji z — f/h(%):

0
6h<;> — byt biz b2+ b2 -

wowcezas

1 1 1 1
(1 4 ;) Iy (;) — (1 + ;) (bokbrzbaz? 402" ) = by—+ (bt (br-+ba) -+ (b bg) 24 -

Szukanym wyrazem a; jest wiec by + by. Funkcja z — h (%) jest holomorficzna wokot zera i

przyjmuje w zerze (zgodnie z przyjetymi konwencjami) wartoéé ¢”/6. Oznaczmy teraz

k(z):hG) S

z :2z—1

wtedy

-1 4

k(0)=-1=¢"  K(0)= 1) =0 -1 K'(0)= 21y 0

—4

Rozwijamy teraz w szereg exp(z log k(z)) wokot zera. Mamy

by — {exp (% log k(Z))LzO

by =2 {exp (% log k(z)ﬂ”

/

|z=0

Obliczamy pierwsza pochodna:

exp (F108k(2)) 2o (’f/f))Q vexp (L1ogi() LEEHE) KK )
(

6 36 \ k(2) 6 20
Lexp (Llogh()) SEEEE k;();;() “KEK()
éexp <1 log k(z)) _gk’(Z)k’E;)(;; K'(2)k(z) s

1, =244 1 . 19
- _im/6__ 6 . im/6 -5 24) = z7r/6_'
6° 1 366 o+ 24) =g



Zatem

1. 1 . 619 1619
by = — i /6 by — — im/6 -7 z7r/6_‘
S A ©
Otrzymane wyniki podstawiamy do (2) z wykorzystaniem (3):
1 1. 619 31
_ - [~ im/6 im/6 _ o
= e (66 e 72) 36



