Wzory Hankela [Wh.14]

1 1
/ t*~leldt = 2iT(z)sin 7z, z€ C\Z|(H.1) — = —/ t=%eldt, z€ C|(H.2)
[ [

—00,0t,—c0] F(Z) 2mi —00,0t,—00]

przy czym f[_oo 0+ —co] ‘= fL , gdzie L, jest konturem zlozonym z przebieganej w te i wewte pdlosi [—oo, —r[
oraz okregu [—m, 7] 3 ¢ — re!? przebieganego przeciwnie do wskazéwek zegara obie catki nie zaleza od r > 0.

Galaz potegi t na C \ R_ okre§lamy warunkiem argt? € |—=, #[; ponadto F( ) =0 dla z€{0,-1,-2,-3,...}.

Obie strony (H.1) sa funkcjami holomorficznymi z, mozna wiec zalozy¢, ze Rez > 0. Otéz fL t2=letdt = I7 + I} + Ic,, gdzie:

dlaI7: t=—z, z€lr oo, t?~1 = ez g2=1 wiec [T = e—in(-1) fr z*"le=%(—dx) =2 e~ (2= (z);

dla I;_}' t=—z, T€ [,,,700[7 2—1 — gim(z2—1) .2~ 17 wiec I+ — etm(z— l)f pz—1 —x dl‘ __? _eim(z— 1)1“( )

dla Ic,: t=re'?, g€ [—mn], t*~1dt = r7=le9(z=Nire¢dy, wiec Io, = \ / ereetre’® g T—_;? 0.
—7T

—>fw ety2 d(p:;bmgpz
Stad fL t*~letdt = lim,_q fL ... = —2i[(z) sin7(z — 1), co dowodzi (H.1). Ze wzoru tego z kolei latwo juz wynika wzdr (H.2):
fLr t=%eldt = 2¢T'(1 — 2)sinm(1 — z) = 2iT(1 — z) sin7mz = 2mi

INEN

2. Gdy z € Z, wtedy funkcje podcatkowe wzoréw Hankela sa holomorficzne nie tylko na C\R._, ale i na C*, wigc catki

po L, sa réwne catkom po okregu C, (znoszq sie wktady od calek po pélprostej). Co wigcej, catki te tatwo obliczyé

. . . 1 14 1 1? " L n>0
z twierdzenia o residuach: — ThTletdt = res t—"~ (1 N R B ) —{ ab Y
27 Jo, t= 2 n! 0, n<o0
Separacja zmiennych w réwnaniu Au = —c?u we wspélrzednych walcowych
S Au = uf, + %ulg + Q%ugtp + u”, we wspéhrzednych walcowych (g, ¢,z = z3); jeéli do réwnania Au = —c?u

podstawimy u(g, ¢, z) = R(0)F(¢)Z(z) («rozdzielenie zmiennych»), to dostaniemy
2 " "
0=Autclu_ {%(R”%— LR +*R) + Q%FT} +Z- = 51(0.0) + Sa(2).
2
Zatem Si(p,p) = —p, Sa(z) = p dla pewnej statej p € C. To z kolei daje 0 = % [R” + %R’ + (2 + u)R] + f;;,

2
wiec %[] = m?, FT“ = —m? dla pewnego m € Z. Tak wiec (gdy ¢? + u # 0) spelnione jest réwna-

nie Bessela | o’ R" + oR' + ((62 + p)o? — m?)R = 0| Rozwiazaniami sa np. R(g) = C Jim (g 2+ ,u). Zatem

Cio™ +Ca0™™ gdymeZ”
Ci1+Cshloge gdym=20

u=CJgm(0\/c2+ p)etimeE:vi | 7 koleidla c®+p = 0 (r. jednorodne): R = {

Separacja zmiennych w réwnaniu Au = —c?u we wspélrzednych sferycznych
CAu =l + %u; + r%(ug’g + uj ctg 9) + m o We wspétrzednych sferycznych (r = ||#||, 8 = arccos ITS, go).
Jedli wiec do réwnania Au = —c?u, ¢ € C, podstawimy u(r,8,¢) = R(r)T(0)F(p) ("rozdzielenie zmiennych”),

to otrzymamy
2

r
= —(A 2u) =
0 u( u—+ cu) {

PRUEUR 2}+{T"+T'ctg9 1 P
—_——— cr

R T sm%}?} = 51r) + 5:(0, ).

Zatem Si(r) = —S2(0, ¢) = p € C jest stala; mamy wiec ‘TQR“ +2rR + (?r? — p)R = 0(1) oraz

1 " 2
6(M—9+/¢) sin” 6_—%:m2,mEZ, czyli T”—}—T’ctgﬁ—}—(,u— ,ng)TZO. (2)
sin

Jedli podstawimy r = e, to R, = r= R}, R! = r~%(RY}, — R}), wiec (1) daje RY, + R} + (c?e*" — p)R = 0; zatem
dla ¢ = 0 rozwiazaniem ogdlnym (1) jest R = CyrF1 + Cyr*2| gdzie ky, ko sa pierwiastkami réwnania k2 + k= p
Natomiast dla ¢ # 0 réwnanie (1) sprowadza si¢ do réwnania Bessela po podstawieniu R(r) = r_%fi(r); wtedy
{ R =r 3R — lr_iff
R’ =r~ 2R”—r IR+ %r_%fi
T, = —T{sinf
Ty, = Tisin? @ — T} cos §
2

wice dostajemy | P2 R 4+ rR' + (¢* — p — %[)R = 0|(1’). Z kolei réwnanie (2)

sprowadza si¢ do (wogdlnionego) réwnania Legendre’a

po podstawieniu ¢ = cosf, {
m

(1= )T — 2T} + (= {2

moze mieé¢ osobliwosci na osi 0z3. Okazuje sie, ze rozwiazania bez osobliwodci istnieja tylko dla p = I(I 4 1), gdzie

l € Z; rozwigzaniem ogdlnym jest wtedy T = ¢ P/(t) + c2Q7*(¢) = sin™ Q(clP(m)(cos )+ czQ(m)(cos 6)) gdzie

P(t) = ,11' éltl(tQ — 1) (wielomiany Legendre’a), P™(t) = (1 —t%)% c(ljtm Pi(t) (stowarzyszone funkcje Legendre’a

0{(2"). Ma ono osobliwoéci w punktach ¢t = +1, wiec funkcja & — T (||:13||)




10.

11.

. Stosujac wzdr catkowy na wspdlezynniki szeregu Laurenta mamy |.J,(z) T’ﬂgc - exp(z(u — %))du

1. rodzaju), natomiast Q;(t) i QM (t) = (1 —t%)*% c?ltn’; Qi(t) (funkcje Legendre’a 2. rodzaju, wyrazaja sie przez
funkcje wymierne i logarytm) maja osobliwoéci logarytmiczne dla ¢ = +1, wiec dla gladkodci T musza by¢

odrzucone. Réwnanie Bessela (1°) ma teraz postaé |r?R" + rR' + (c?—(1+ %)Z)R =0(1”) wiec rozwiagzaniami

1

sanp. R(r) = Cr~2R(r) = Cr~ 2J,+ i(er), |u= C'r_%JH_%(cr) sin™ 0 Pl(m)(cos ) cosm(p — ¢o) | [Wh.81,98]

Funkcje Bessela J,(z) dla n € Z.

. Niech J,(z) (z € C, n € Z) beda wspétczynnikami szeregu Laurenta funkcji ¢ — e5l=1) w pierscieniu 0 < [t]| < co:

exp (2( —%)) = Z Tn(2)t", zeC,teC™|(1).

n=—0oa

- (a) Ja(=2) = (=1)"/a(2), (b) Jn(=2) = J-n(2), (¢) J-n(z) = (=1)"Jn(2),
)

C& Oy ey
(d) Jn(z1 + 22) = +Z Ty (21) T, (22), (e) Jn(z)_;r!(n_i_r)! (2) dlan€Z;, z€C.
Niech F(z,t) := eXp( ( )) (a) \’vynika z tozsamodéci F( 2,t) = F(z,—t), (b) — z F(—2,t) = F(z,t7, zas (c) — z (a) i (b).

Stosujac iloczyn Cauchy’ego szeregéw F(z1,1t E Jny (z1)871, F(z2,1) = E Jng (22)t72 1 tozsamosé F(z1,1)F(22,t) = F(z1 + 22, t)
q q —xt—1 —1)7t " r
dostajemy (d). Dowdéd (€): Hloczyn Cauchy'ego szeregdw exp ( Qt) = Eq>0 g—, (%) , exp ( Zé ) = Er}O £_7=|L (%) ma
o . _ (=1)" /z\atr
przy t” (dla n € Zy ) wspdlczynnik Jn(z) = Z Tt (7) , skad teza.

Cwiczenie. |1 ( of ) —|—ZZ< ) . Dowdd. 1 = Jy(0) = Jo(z + (—z)) = i Jo(2)T_n(—=2) = . ...

n=—0oo

. Funkcja J,(z) spetnia réwnanie Bessela: ‘z%],’{(z) +z2J(2) + (22 = nH)Ju(2) =0 ‘

-1 -1\ 2 -1
22 =5t 2t F, 228— = 22 (%) F, t%F:zt—}_; F, (25i

-1
92 0z 6t)2F:Z2 (t+2t ) F+2t_t F, wiec funkcja

F = exp (% (t — %)) spelnia tozsamosé [22 % + z% + 22 — (t%)ﬂ F = 0. Stad teza, gdyz (ta) En ant™ = Zn nkant™.

1 /zy\n 2
stad, po podstawieniu u = Zt , otrzymujemy | Jp(z) = — (i) f t7"lexp [t — z dt, ze€C,necZ| Stad
27 \2 C 4t

1 & (—1) n+2r —1)t-r 2r
Jo(z) = m;( 7'!) (%) %Ct_” "~leldt (gdyz exp (—%) = Z: L (%) i zbieznos§é na C' jest

r!

. . , n4+r>0 ., . , .

jednostajna), wiec wobec res (t_"_r_let) = (ntr)! * dostaliémy inny dowdd powyzszego wzoru
=0 0, n+r<0

().

(a) | Jn(2) = 217 iz sine—ne) g, (b) [ Jn(2) = 21?/ cos(zsin g — np)dp

-7

() | Jn(z) = %ﬁ/ eilzcosetne) g, (d) [ Jn(2) = %ﬁ/ € 5% cosnip dip

dla z € C, neZ.

. Z _tp : “’a — 6_i<p Sl —n—1 (2N —ing
Parametryzacja t = Se konturu C' w calce 8. daje ¢t — E = Zf = izsingp, t dt =1 (7) e dy, skad mamy (a).
Wzér (b) wynika z (a) i nieparzystosci ¢ + sin(z sin ¢ —ny). Podstawienie ¢ «— 7 —¢ w (a) daje wzdr (c) (okresowosé pozwala zastapic

[—, 7] innym przedzialem dlugoéci 27). Wstawiajac e'™¥ = cosny +isinng w (c) i opuszczajac nieparzysty sktadnik dostajemy (d).

Cwiczenie. Pokazaé, ze dla n € Z funkcja Bessela J, : R — R przyjmuje wartosci tylko z przedziatu [—1,1].

1
P . , . ; dt . ., .
Cwiczenie. Pokazaé, ze calka / 1" ——— da sie wyrazié¢ przez funkcje Bessela Jo(2), J1(2), ..y Tn(2).

-1 V1—1t2

t=cos | —

f ‘Zcon(pcosmgpd(p

— m .
Im(z) = ;) f—11 et T (t) %, gdzie Ty, (t) sa wielomianami Czebyszewa.

2k—n + Zn—2k 7

n —
Otéz (u +u”! ) )f =277 Z (:) T2k_n(%), co daje tozsamosgé "% = 27" Z (:)TQk_n(t).
k=0

k=0




12.

13.

14.

15.

16.

Funkcje Bessela dla dowolnego n € C

2w \2

na C\ R_ przyjmujemy, ze argt € |—=, 7[; tak wiec na konturze argt roénie od—= do +m. Wtedy 27" .J,(z) jest
jednoznaczna funkcja holomorficzna, zas w = J,(z) jest rozwiazaniem réwnania Bessela 7. Istotnie, proste rachunki

1 n 2
Dla n € C okreSlmy | J,(2) := =—— (i) / t=" lexp <t - jl_t) dt |, gdzie dla okreélenia gatezi t—7~1!
[—00,0t —0c0]

2
pokazuja, ze ®(z,1) := 2"t~ ""Lexp (t — %R) spelnia réwnanie [zzg + z% + (22 — n?) — 22 (f;’t] ®(z,t) = 0;

scatkujmy te réwno$é po konturze L., zauwazajac, ze fL %q)(z,t)dt = (przyrost ®(z,t) na Lr) = 0 oraz ze

wyktadnicze zbieganie do zera %@(z,t) przy t — —oo pozwala rézniczkowaé wzgledem z pod catka. [Wh.143]
(=) (Z)““’“ .
(=S —"7 (Z , C* necC| 6.
Jn(2) ;rlf(n—i—r—{—l) 2 z € ne (por. 6.(e))
przy czym dlan € {—1,-2,...} sktadniki o indeksach r < —n znikaja: m =0. [Wh.144]

2 r 27r Il
t—"lexp (t— i—t) = t—n1 tzr 0 (T,l(“)T = ZT ctTTTT 10 (=07 1) (%) , wiec catkujac to po konturze [—oo,0%, —c0] i

korzystajac z drugiego wzoru Hankela dostajemy teze.
Wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela

Funkcje Bessela J,(z) spelniaja nastepujace wzory rekurencyjne (n € C, z € C*):
Jnc1(2) 4 Jaga(2) = L2Ja(2) | (A), Tnt1(2) = ZJn(2) = Jo(2) | (B).

1. sposéb (stosowny tylko dla n € Z): Korzystajac z funkcji tworzacej F(z,t) = exp(%(t - t_l)) = Z Jn(z)t"™ mamy:

n
2n 2t 0 n 1 t 9 2]
Jn— J, ——Jp )t = |t ————F:O7 J. - —J J')t":[———— —]F:O.
Z( n 1+ n+1 > n) |: + > 8t:| Z( n+1 > n‘l‘ n " 28t+ 32
n n

2 a 1
2. sposéb. Funkcje podcaltkowe ®(z,t) = 27t~ "~ lexp (t - ’i—t) definicji 12. spelniaja §<I>n = [—nt_"_l +t7 "+ ZZ2t_n_2] exp =

1
=®pq1.

a a
5“.,:” = 0)7 (E — _) &, = (nzn_l t—n—l _ nZn—l t—n—l + Z"t_n_l i) exp = >

z
= —n®, + 2,1 + Z<I>n+1 (zas / %

L,
—1)r n+42r —1)¢ n+242s
3. sposéb. Korzystamy z rozwiniecia w szereg: %(Jn_l + Jny1) = Z % (%) + E m <§) =

> s2

; o [F(”1+ 5T 1)] (g)“” ) Z; % (g)nw = a2 bo || = S&Tﬁli} = T T
",

=z

n+2s+1

e Z; T!F(ib_-:);-l- 1) B_(”+2T)ﬂ(§)n+2rz ;% (%) T Z SIT( n+s+2 < ) T

Tz Tz

Whioski. L(A)-(B) oraz (A)-(B) daja | 7(2) = & (Jazi(2) = Jasa(9) | (O), [Jaza(2) = 2Ju(2) + Ji(2) | (D).

[N

R . 10\ .
Oznaczmy | J,(z) := 27" J,(z) |, wtedy z (B) przez indukcje wynika | J,4r(2) = <__3_> Jn(2) |, tak samo z (D)
z 0z

. . 1
dla | J,(2) := 2" Jo(2) | dostajemy | Jp_r(2) = < 88 > Jn(z) ; sa to wzory wyrazajace Jn41, Juto, ... przez J,.
z 0z

Cwiczenie. Spetnione sa réwnania | 2J”(2) + (1 + 2n)J'(2) + 2J(2) = 0, zJ"(2) + (1 —2n)J"(z) + zJ(2) = 0|

Niech n € Z,. Wykazaé, ze pomiedzy kazdymi dwoma zerami funkeji J, : R4+ — R lezy doktadnie jedno zero
funkcji J, 41, oraz ze funkcje J, 1 Jp41 nie maja wspdlnych zer.

7 tw. Rolle’a wiemy, ze miedzy kolejnymi zerami funkcji Jy, (z) = 27" Jn(x) lezy zero %jn (z) = —l‘jn+1 (), a wiec zero Jpy1(z).
Tak samo miedzy kolejnymi zerami funkcji Jp11(z) = 271 T 11 () lezy zero %jn_H (z) = #Jn(z), a wiec zero Jn(z).

Gdyby zg bylo wspdlnym zerem Jy, i Jp41, wtedy jn(zo) = jT'l (z0) = 0; otz Jn spelnia réwnanie zy" + (142n)y' +xy = 0, z ktdrego
widaé, ze warunek y(zo) = y'(z9) = 0 implikuje Vk > 0 : y(k)(zo) = 0, tzn. y(z) = 0. Sprzecznos¢.

* Wyprowadzi¢ wzory: Ti(2) = —T4(2), To(2) = () = LI(2) = 274(2) + To(2) = = Jo(2) — 274(2),

17.

Ta(z) = =41(:) + (1= B) 2i) = (1= &) 7o) + 278) = 452000 + B2 702).

()"
L()0(n+ 3)

1
1 1
Jn(z) = / (1 —t%""2 cos zt dt, 2€C*, neC, Re <n + E) >0} [Wh.152]




18.

Na [—1,1] szereg Taylora dla ¢ — cos zt jest zbiezny jednostajnie, za funkcja |(1 — t2)n_%| =(1-t )Re(z ) jest calkowalna, wiec

1 0 1 1 1
—1)" 27
In(z) := / (1- t2)n_% costzdt = Z %/ (1- tz)n__t2rdt zarazem/ (1- tz)n__t2rdt / (1- u)n_EuT_Edu =
p— (2r)! 1 o

—1 —1

1 1
T'(r+ 3)T'(n+ 5 !
=B(r+%,n+%) =Momr(r+%) = (,_l) (r—ﬁ)...%r(l) -2 F(%).Stqd,dzigkil&,mamy

F(n+r+1) 2 2 2 227 p!

[romorsomsn o= Q) (-4} 5 et () = ()T Q) (o) e

1

Niech OO bedzie konturem obiegajacym —1 zgodnie, a +1 — przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara. Wtedy
T 1_ n 1

Jn(z):M(i) / (t? = 1) 3 cos zt dt, neC\ E E, , z€C|,
y 2 o0 272

ZMF(%)
jeéli gataz potegi okreélimy warunkiem arg(t? — 1) = 0 dla ¢ € ]1, c0[. Zauwazmy, ze wyrazenie podcatkowe po

l\JI'—l

obiegnieciu konturu (OO) wraca do poczatkowej wartosci, gdyz (¢ — 1)"_% bedzie pomnozone przez (27~ za4
(t+ 1)”’_% — przez e~ (27=17 yatem ciggla deformacja konturu (OO nie zmienia wartoéci calki. [Wh.152]

Analitycznosé obu stron wzgledem n pozwala zalozyé dodatkowo, ze Re(n + %) > 0, by skorzystaé z 17. Deformujac OO do konturu
zlozonego z przebieganego w te i wewte odcinka [—1 4+ r,1 — r] i okregdw C'(%1,r) oraz przechodzac do granicy r \, 0 dostajemy

—1 1
. . 1
/ (t2 —1)"_%cosztdt= e(n_%)m/ (1—t2)"_%coszt dt+e_(n_%)m/ (1—t2)n_%coszt dt = —2isin(n— 5)# I,(z) =
[©@) 1 _

1

s e () TP (b = S (s

~
.

r(L-n)

Poléwkowe funkcje Bessela

Ze wrzoru 17. widaé, ze J,(z) dla n € {%, %, %, .. } wyraza sie przez funkcje elementarne. Catkowanie daje:

Ji(z \/7s1nz J%(z):\/%(sinz—zcosz), Js(z2) = \/7((3—,2 )sinz — 3z cos2),

)=
J%( z) = ’/71'2 ( (5 — 222 )sinz+z(22—15)cosz), J%(z): ,/%((z —452‘—1—105)smz+5z(222—21)cosz).

[NIE

Do obliczenia Ji%(z) mozna sie tez postuzyé wzorem 13.: skoro, jak widzielidmy, F(r + 7) = @ﬁ)

22r !
to F(r—}—%) = (r—}—%) (T‘+7) _%;—Ll¥ﬁ wiec

= (=1 22%' z 3 [2 —1) [ 2
,]_%(z) - ; r'(Zr)'\/_ T2 Z 27“)' Vg
& 22r+1 | L1ior r 9
I (a2 Z B Ry KA
'21"—{—1'\/_ Tz (2r 4+ 1)! Tz

r=0

m|.-



Na funkcje Bessela

o Jedli n € C jest ustalone, to kazde dwie galezie potegi z” (np. na C\ R_) maja staly iloraz, wiec jesli pokrywaja
sic w jakim$ punkcie, to sa réwne. Istotnie, kazda galaz 2 jest postaci |z|?e(267+2r80 2) d]a pewnego k € Z.

e Cwiczenie. Niech O bedzie ‘ésemka’ obiegajaca —1 zgodnie, a +1 — przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
Wykazaé, ze

foo(z2 —1)"z?mdz = 2isin(n+ D)7 - B(n+ 1,m + %) dlameZy,neC,

jesli wybér gatezi potegi na (OO jest okreélony warunkiem (2% — 1)™ €10, +-oc[ dla z € ]1, +o0].

Skoro po obiegnieciu OO czynnik (z — 1)” zostanie pomnozony przez ei2™n zad (z 4 1)" — przez e~i2mn o droga OO podnosi

2 1)”22m; wobec tego wartosé calki nie zmienia sie przy ciaglych deformacjach

sie¢ do petli na powierzchni Riemanna funkcji (z
drogi OQ. Zastapmy wiec OO droga, zlozona z C(—1;7) (obieganym zgodnie), C(41;7) (obieganym przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara) oraz w te i wewte przebieganego odcinka [—1 4+ r,1 — r]. Przy r \, 0 daje to J = (e_””" - e””r) f—l(l — 22)n22m gz zad

f_l dz_2f .dz =

z2=z

= J"Ol(l - z)nlﬂ_m—%dz =B (n +1,m + %) Stad teza.

dz=1 51 2 dx

e Cwiczenie. Obliczyé¢ sumy szeregdw:  f1(z) := % )+ Z Jor(2)cos 2rp; fo(z) i= Y ooy Jar—1sin(2r — 1)p
fi(z) = % E Jn(z) cosng = %cos[z sin ¢]; fo(2) = % E Jn(z)sinne = %sin[z sin ¢].

o Cwiczenie. Dowieéé, ze Jo(iy) € R dlay € R ijest to rosnaca funkcja y?; w szczegdlnosei Jo(iy) > 1 = Jo(0)
1. sposéb. Wzér Jo(z) = f: (=7 (i)y daje Jo(zy) = ZOO: ! (g) o 2. sposéb. Wzér Jy(z) = 1 " gizsin @ gg
- Sp . 0 = (7’!)2 2 J ol\y) = (7’!)2 2 . . Sp . 0 =95 »

r=0 r=0

3| =

T T 1 1
< 2 tdt 2 h yt dt
daje Jo(z) = %/ emvsin b — / ch(ysin@)df. 3. spossh. Wasr Jo(z) = f;’lsz__ﬁ daje Jo(iy) = ;/ ]
- 0 0

™

e Cwiczenie. Dowieéé, 7e Jo(z)Jo(y) + 22(—1)"]n(r)Jn(y) =Jo (\/332 + yz) dla z,y € C|, liczac dwoma

sposobami wspétczynnik przy t° szeregu Laurenta F(t) = Z Im (2) T (y)t™ (it_l)n

m,n=—o0
o0
F(t) ma przy t° wspélczynnik Z I () Tm (y)i™ = z)Jo(y) + QZ (gdyz S—m = (—1)™Sy,). Z drugiej strony F(t) =
m=—o0
z 1 y (1 z=atiy 1 3 w=Vzi= u =2t u = 2t\ "
w3 (- 7) + 3 (14 )] - = e (Zf")] - = [5(5-2)] = 2w (3)
2 t 2\t miy 2 t —/oTiT 2\u 2t u

1 1 1 2N\"
wigc wspélczynnikiem F(t) przy 0 jest Jo(u). Nieco inny sposéb: F(t) = exp [5(215 — 3t ] Z (Z ) Z (=" (i) -

r! 2t
g0 r20
e 3 () () w0y CD v ;
= " = (—) (—) ma przy t° wspélezynnik ;
- S glr! 2 2 (r

L) a0
>0

z

o Cwiczenie. Jedlin € C,Ren > — 2,

* r 1Y (26)n
a > ( oraz |b| <a, to / 6_aZZan(bZ)dZ = <+—2)(_)|_1 N
0

&S] ©0 &S] &S]
1T b n+2r T
In(a,b) = e” 2" In(bz)dz = E # (—) 22 H2Te=aZ g, pad tozsamosdci Plemazg, — (p)7
0 < rT(n+r+1) \ 2 0 0 aP
r=

) o ni2r —as C(2n+2r + 1 1 [2\2nt2r 1
F(2p+1)=%22pF(P+%)F(p+1) daja i 2 e dz=%=aﬁ (—) F(n+r+5)F(n+r+1),
et ot re 1) 07, Tt ) G- Dlotr =) (4 Do+ )
(a, 2n+1\/_2 (g) ’ ! - 1-2-...-7 -

1

1 n 2\ -n—3 T (n+1i)(20)"
:( n 2)F(n-|——),wigc In(a,b) = 7253’1) F(n—}—l) (1+b_2) ’ = —< 2)( )1. Zbieinoééfolz 20T (2) = 0227,
r 2 a VT 2 a ﬁ(a2+b2)"+5

1
Va? + 1(a+\/a2 + 1)

o Cwiczenie. Jeélin e Z, oraz a > 0to | Fp(a) = / e~ ¥ Jn(2)dz =
0




1 ™ —ineg
Skoro Jn(z) = _/ S mp)d@ to Fi( 2 / d@/ eilzsinp—ng)—az g, u; standardowe podsta-
™

27 a —ising
—r —m
. ; . 1 2z7"dz F12=ady/a 227"
wienie z = e'¥ daje tu Fn(a) = — R — res +res = — res —— =
27 l2|=1 —22 + 2az 41 2129=—1 a—/a?1 0 at/a2t1 —Z2 + 2az+1
2 VaZ +1)~ 1
_ atVaRA )T : . Uwaga. 1 € Z_ = Fn(a) = (=1)"F_n(a) = —— 1 :
—2a — 2v/a? + 1+ 2a \/az-l-l(a,-l- a? 4+ 1)" a2 +1(a—Va? +1)"
Cwiczenie. Dowieéé, ze dla —% <n< % funkcja J,,(z) ma nieskoniczenie wiele zer na osi rzeczywistej. [Wh.17.3]
2 2/2 " ! . 1
Dla n > —% mamy Jn( T+ 1 (1) (2), gdzie Kn(z) := (1 = )"~ 2 cos(2t)dt. Stad dla m € N dostajemy:
n B 0

1
Kn((zm+1)§) = / (1= #2)"~% cos [(2m,+])%t] dt = %AO — At Ay — i (=) A,

O ar41 2 no1l
2m+1 1 2m+1 2r —1\?2 2 ™
gdzie A, :=(-1)" (1- t2)"_5 cos |:(2m +1)— ] dt = 1- (u + ) sin [(Qm + l)—] du.
2r—1 2 o 2m +1 2
TmFl
(podstawienie t = u + 2;111) Zauwazmy, ze |u - ﬁ| Sut g7 +1 < u4 57— 2m+] <. o<u+ §Z+]1 < 1 na przedziale catkowania,

wiec gdy wyktadnik n — 2 jest ujemny, tzn. gdy n € ] —;—, ;— [, wtedy Ag < A1 < ... < Ap. Stad

m=0mod2 = Kn((2m+1)Z) > (=41 + A2) + ...+ (=Am—1 + Am) > 0,
1mod2 = Kn((2m+1)Z) < (Ao — A1)+ ...+ (Amo1 — Am) <0,

m

J
a wiec J(2z) ma co najmniej jedno zero pomiedzy kaza para kolejnych wyrazéw ciagu (2m + 1)57r Ponadto 2 \/T‘
sin 2.



O iloczynach nieskoniczonych

(o]

. Definicja. Niech (ay),»1 bedzie ciagiem liczb zespolonych. ‘Iloczyn nieskoficzony’ ajasas... = [] a, nazywamy
n=1
Yn>p:a, #0,
zbieznym, jesli dp > 0 : Jv:= HILHC}O Ap+10p+2 - - -dn, »; wtedy liczbe u := a1 ...ap - v nazywamy wartoscig

v #0.

iloczynu H a, piszac H a, = u. W pozostatych przypadkach, w szczegdlnodci gdy granica v jest réwna 0 lub

n=1 n=1
(o]
oo lub nie istnieje, iloczyn [] a, nazywamy rozbieznym.
n=1
(o]
Wartos$c [] a@n jest zerem < In : a, = 0. Na zbieznos¢ iloczynu nie wptywa dopisanie lub opuszczenie skoriczonej
n=1

liczby wyrazdw. Dla zbieznego iloczynu zachodzi (warunek konieczny!), gdyz an, = 32

¢ - 2- n—1)(n+1 n
. Przyktlady. 1—_[2(1—”%):% 1:[ :% %. %:%_}%
7Z kolei [] (1 + %) oraz [] (1 — %) sa rozbiezne, bo ich iloczyny czastkowe, réwne n + 11 E’ daza do 01 do oco.
n=1 n=2

Dla |z| < 1 mamy: [] (1+ zzn_l) =(1+2)(1+2)1+2Y...= = 11_on (indukcja).

n=1

. Warunek Cauchy’ego. Iloczyn [] a, jest zbiezny < Ve > 0:3IN = N(e) :Yn>m > N : ‘( I a ) — 1‘ < €.

k
Zakladajac, ze Vk : ap # 0, oznaczmy uyn := a1 ...an. Niech v :=limugy € C*; I M :Vn 2 M : |un| > %|u , a ze ‘zwyklego’

Nipn — Um—1
Um—1

warunku Cauchy’'ego AN > M : Vn > m > N ¢ |un — nm_1| < %|u|s7 wtedy |am...an - 1| =

7 zalozenia|Ve >0:3 N:Vn>m > N: uu” - 1| < e|(*);stad, dlae = %, wynika ograniczono$¢ ciagu (un), a wiec takze

istnienie zbieznego podciagu. Latwo teraz z (*) wywieéé, ze granica podciagu jest zarazem granica calego ciagu (urn).

. Wniosek. Jedli iloczyn [](1 + ¢,) jest zbiezny bezwzglednie, tzn. jesli zbiezny jest [](1 + |cn|), to jest zbiezny.
n

n

|G +e) . (1 ten) —1] =

> Il

|T|>1 €1

< 20 [Mlel=@+leal) .. (1 +lenl) -

|T|>1 €1

. Fakt. Jedli Vn : ¢, € Ry, to iloczyn [](1 + ¢,) jest zbiezny <= szereg >_ ¢, jest zbiezny.

n n
Zatem dla ¢, € C iloczyn [](1 4+ ¢p) jest zbiezny bezwzglednie <= szereg ) |e,]| jest zbiezny.
n

n

Ciagl sp :=c1 + ...+ cn oraz up := (1+c1)...(1+ cn) sa dodatnie, niemalejace oraz sn § un < e°™ (gdyz 1+ ¢ < e ), skad teza.

. Uwaga. Przy dowolnych ¢, € R (lub ¢, € C) zadna z implikacji [H(l +cn) zb.] = = [E n zb.] nie zachodzi.

n

Vidl V1 V241 V2 /B4l /3
VIooV1+1 V2 V241 V3 VB4

1 1 (- (- )+ L+ (——=— ) +...jest rozb dyz ——= — = ~

eczszereg\/fJ’( \/T+1)+\/5+( \/§+1)+\/§+( \/§+1)+ Y N CE S IV VRS

(2)Szereg—\}§+(—%)+%
1

lecz iloczyn (1 + %) (1 — ﬁ) (1 + %)
. Fakt. Jesli w obszarze D funkcje ¢,(2) s

(1) Noczyn - ... jest oczywiscie zbiezny,

—

3=

) + ﬁ + (—ﬁ) + ... jest oczywiscie zbiezny,

(1—%) (1+ﬁ) (1—%)...: (1-1)(1-1)(1-1)... jest rozbieiny.
5a

holomorficzne, a szereg Z len(2)] jest zbiezny niemal jednostajnie, to:

+
R
ol

(1) Tloczyn nieskonczony f(z) := H(l + cn(z)) jest zbiezny bezwzglednie, a funkcja f jest holomorficzna na D;

n

(2) f}:((zz)) = diz log f(z) =5 % w obszarze D\ {z: f(z) =0} (pochodna logarytmiczna). [Leja,VIII§3]

Wzory Gaussa 1 Weierstrassa

) _ 1.2 -n___. L o
. Fakt (wzér Gaussa). |T'(z) = nlLH;o z(z—}—l)...(z—{—’n)n dla z € C\ {0,—1,-2,...}, gdzie n* := exp(zInn).

T

n 1
=nt
Wystarczy dowies¢ tego dla Rez > 0. Niech I'(z) := / w1t (1 — E) " du = H u=n H =n* / tz_l(l —t)"dt. Calkujac przez czesci
0 0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

1 1 1
1-1)" | —n(1 —t)"?! —1)-...-1
dostajemy: / t*71(1 — t)"dt = ( 2_1) n( 1 Z) = z/ -t ldt=... = n(n ) / t7tndy,
0 t St z J, z(z+1)...(z4+n—-1) o
- _ 1.2-...-n z 4o : _ _ [, z—1_—u ‘s
a wiec I'n(z) = EEES BN EET0) n?. Wystarczy zatem wykazaé, ze nan;o In(z) =T(z) = fo u?~le~Udy. Otéz

[ee]

n
['(z) — Tn(z) = / u? 1 [e_u — (1 — %)n] du + Rn(z), gdzie Rn(z) = / w?le %y — 0 (zbieznoéé calki), natomiast z
0

n

n
oszacowan O(i e — (1 - %)n é) %uQ(a_“ dla 0 € u £ n | wynika, ze / [ . ] du| < fon %URS FHle=ugy %fooo ...du — 0.
0
Oszacowania (1) i (2) wynikaja z nierdwnosci e > 1 + z: Ad (1): Kladziemy = := —% i podnosimy obustronnie do n-tej potegi.
Ad (2): Kladziemy z := £, dostajac ¢® » (1+ %), skad e (1- 2)" » (1= %)" > 1 -4 (5 Bernoull
(2): Ktadziemy & := 7, dostajac e" > ( + ﬁ) , skad e ( - ﬁ) > ( - n_2> %~ (z Bernoulliego), i juz.

. Fakt (wzdr Weierstrassa). | 1/T(z) = ze"* [] [(1 + %)6_%] dla z € C; stosujemy oczywiscie umowe, ze 1/T(z)

n=1

ma zera tam, gdzie T'(z) — bieguny, tzn. dla z € {0, —1,—2,...}; wspStczynnik v = 0.577215 jest stalq Fulera:
v := lim (1—1—%—}—...—}—%—11171)

(141 1_ s _z . .
(1t g+t —lnm) H (1 + %)e "= e—zlnm (z+ 1)1(2 + 2) (Z + m) , przy czym, jak wiemy ze wzoru Gaussa, prawa strona

n=1
2
dazy do ZFIW Pozostaje dowiesé, ze iloczyn 1;[(1 + %)e_ﬁ jest zbiezny: Dla ustalonego z € C\ {0,—1,—2,...} weZmy m,n € N
2 3 4

takie, ze n > m > 2|z, wtedy |%| < |%| < %, w1(§c % nalezy do dziedziny log(o)(l +2) =z — ZT + % - ZT + ... oraz

2 2| _ 22 23 2% m2/4 1 1 _ m? :
|1°g<o>(1+ﬁ)—ﬁ|—‘—m+ﬁ—7+ ‘ (1+|n| +|n| )< 5 (1+g+5+...) = 5. Dowodsi

o0 o0

to, ze szereg E [log(oj (1 + %) - %] jest bezwzgl. zbiezny, wiec H exp [log(0)<1 + %) - %] = H <1+%)e = jest zbiezny.

n=m+1 ' n=m+1 n=m+1

o0 2 o0

Fakt. | LlogT(z+1)=—7+2 Y ————| | L5logT(z + 1) = dla z € C\{0,-1,-2,...}.
Pochodna logarytmicznaI'(z +1) = 2['(z) = e_VZH(l—I— )1 e% irésniczkowanie szeregu: % n(nz—}— 2 = % 7;:_52_)22 = (n—:z)2

n

‘Whiosek. m, 1) = 72 + %3 gdyz di FT/ = F”F;# PonadtoT'/(z+1) = [ZF(Z)]/ =2 (2)+T(2), wiec
I"(n+1) = nl''(n) + (n — 1)!, skad kolejno dostajemy: /(1) = —y = —0.577215,T/(2) = 1 — v = 0.422785,[/(3) = 3 — 2v = 1.84557,
['(4) = 11 — 6y = 7.53671, T'(5) = 2(25 — 12+) = 36.1468, T"(6) = 2(137 — 60y) = 204.734, ['(7) = 36(49 — 207) = 1348.40,
T7(8) = 36(363 — 1404) = 10158.8, [(9) = 144(761 — 280~) = 86310.6, T'(10) = 144(7129 — 2520~) = 817116.

Przyklad. Wykazemy, ze I'(2) = T'(2)(2 - 2In2 — v) ~ 0.032339; w szczegdlnosci I'(2) > 0, wiec z wypuklosci
funkcji ' na R} wynika, ze mjgf(m) =T(zg) dla pewnego zg € ]1, % [

(%) : o s 2 s 224l 9 (1 14w o 22l rr de
F%) = f(1) —~, gdzie f(z) := Z (2n+1),0t0zf/(x):—222n+1=—2[7ln1_z—$]7gdyzz2n+1 fo 1—2

—_

N—’ 8]

:%foz<1+r+1_x)dr_lln +r; stad f(1) = fol ;—QIH%ti—% H H_ lnt+1) ln(t—l)—%]dt:
[(t+1)ln(t+1)—(t—l)ln(t—l)—?lnt]tzl:tlirgo(tln(l+%)+lnt2t;1)—21n2:2—21n2.

Uwaga. Rezultat numeryczny: yo := min['(z) = I'(1.4616) = 0.8856031947, przy czym = 0.99929.
x>0

ﬁ W/2

o 2
Fakt. [sinz =z [] (1 — ﬁ) , przy czym na calej plaszczyznie C iloczyn jest zbiezny bezwzglednie.

2
Bezwzgledna zbieznoéé i holomorficznoéé prawej strony: gdyz szereg E g 5 jest zbiezny bezwzglednie i niemal jednostajnie.
T4n
n

. ] 2
Wartosé iloczynu: jedli z € C \ Z, to % — F(lz) . ﬁ, za$ ze wzoru Weierstrassa F(lz) = ze?? H (1 + %) e~ n oraz
n=1
[ee)
1 _ 1 _ _—Z —yz Z Z
= = —=se 1 — =) en, skad teza.
M5 = oy = ¢ L (= 7)eF, ska

dlaa € C.

Przyktlad. 1:[1 (1 + Z_“;) _ Slnﬂ(_zzlm) _ Shq(:;a)

0 &
Przyklad. Liczac pochodna logarytmiczna rozwiniecia sin z otrzymujemy wzdr | 7 ctg 7z = % + > %

Obliczanie iloczynéw postaci ]O_O[ R(n)

n=1



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Zalozymy, ze R(z) jest funkcja wymierna, nie majaca biegunéw w punktach z = n € N. Rozlézmy ja na czynniki

((z—-li_-(ll)ig — Ez i Zr)); zbieznoé¢ iloczynu wymaga, by lim R(z) = 1, tzn. C' = 1 oraz s = r.

oQ
Zazadajmy, by [] R(n) byt bezwzglednie zbiezny; jak wiemy, jest to réwnowazne bezwzglednej zbieznosci szeregu
1

liniowe: R(z) = C

5" (R(n) — 1), a wiec tym bardziej musi byé spetiony warunek lim n(R(n)— 1) = 0. Poniewaz

n=1 n— 00

n(l+2) . (1+%)—n(l+2).  (1+%)
zZ(R(z)—1) = Z £ £ it ——(ay+ ...+ a))— (b1 + ...+ by),
(() ) (1+’L—1)~~-(1+%) z—»oo(l )= (b )
wiec warunkiem koniecznym bezwzgl. zbieznosci jest réwnosé ‘ a1+ ...4+a=by + ... 5t
zarazem warunek wystarczajacy bezwgl. zbieznodci, gdyz wtedy istnieje I = lim 2?(R(z)—1), tzn. R(n)—1 = 711_2
Dla obliczenia wartoéci [[ R(n) zauwazmy, ze R(n) = 1+ ?)6_ ; (1 5 ;_ za$ ze Wzoru
n=1 (] + b—l)e_ . (] + bn—r)e
: = N —E _ eV _ e : (1+b1) T +b)
Weierstrassa 1:[ (I+2)e" 7 = ;TG — T +2) zatem ostatecznie H R(n) = T +a) .. T +a) |
: =a(1=2) (12 (1=2) .= 1] (1=2) =2 [] ©52, niech /7 =
Przyklad. I(z) ._:13<1 14) (1 24) (1 34).“_7};11 (1 n4) _:Enl;ll oo ;niech ¥z = {y1,...,va},
wtedy z tozsamoéci z* — 2 = (z — 1) ... (2 — ya) dostajemy: I(z) ==z ngl (n(n ]())()7(1”_+y(2)§52 __+_ 3327(7,”+_0@)/4) =
r)-...-T() -1 .
= = d — - - — = —=x.
P =) (=)~ T w807 (o) w)izu) = =
R X nn+a+b)  Tla+ DTG+ ab
Przyklad. nl;ll it a)n+b) — Ta+b+1) —ath B(a,b).
00 9 00 . ,
Przykiad. nI;[1(1 - %) = nl;[1 (n xggn tz) _ T+ m)lr(l ) = q”;.gr dla z € C* (nowe wyprowadzenie).

Nieco o funkcjach catkowitych

Niech f : € — C bedzie funkcja holomorficzna (catkowiiq, tzn. okreSlona na calej plaszczyinie). Wtedy:

(1) Jedli f=1{0} = 0, to (jednospojnosé C) istnieje funkcja holomorficzna h : C — C taka, 7e | f(z) = e"(*) |

(2) Jedli zbidr f~1{0} jest skoniczony, to | f(z) = z*o (1 - Zz_l)h . (1 - %)k"eh(‘z) , gdzie z1,...,2, € C* s

‘niezerowymi zerami’ f, liczby k1,...,k, > 1 — ich krotnodciami, kg > 0 - krotnoScia zera zg = 0, za$
h:C — C jest funkcja holomorficzna (catkowita).
(3) Jedli zbidr f=1{0} = {z1,22,...} jest nieskoficzony, to lim z, = oo (gdyz zera funkcji holomorficzne;
n—oo

sa izolowane, wiec w kazdej kuli K(0; R) jest tylko skoniczona liczba wyrazéw z,).

Twierdzenie (Weierstrassa, o rozktadzie). Niech zq, zg, z3, . .. bedzie ciagiem w C*, takim ze lim z, = oo, zaé
- o n—o0

ro,T1,T2,... — clagiem w Z,, takim ze szereg ) |Zi "7 jest zbiezny niemal jednostajnie na C. Wtedy iloczyn
n=1 "

f(z) =z I] (1 — —) exp[i %(i)k] jest bezwzglednie zbiezny na C, a f jest funkcja catkowita, majaca
k=1

Z.
n=1 n

w punkcie 0 zero ro-krotne, a w kazdym punkcie z € {z, : n € N} — zero o krotnoéci réwnej |{n EN:z= zn}|

Uwaga. 1. Zwiekszenie liczb k,, nie psuje warunku (3), gdyz na kazdym kole K (0, R) dla prawie wszystkich n € N mamy |%| < 1.
2. Zawsze wystarcza ky, :=n—1,gdyzV R > 0: |% |n < |ﬁ |n dla p.w. n € N, zad E |ﬁ |n jest zbiezny jednostajnie w K(0; R).

T Lk
Niech Er(z) := (1—2) eXp[Z ZT] poniewas, f(z) = 270 HET" ( ) za$ ZL € K(0; ;—) dla p.w. n € N, wiec wystarczy pokazad, ze
k= &
-0 1 1 . - = 2k : : = gk
Vz € K(0;3) : |Fr(2)—1]  6]2]711. Oté2V 2 € K(0;1) : 1—2 = exp [— Z T] ,wiec By (z) = e, gdzieu = Uy (2) 1= — Z -, vad
k=1 k=r41
le* —1| = Z 12_ < |ule!®!, pray czym dla u = Uy (z) mamy oszacowania |u| < Z |25 | < 2|27t oraz el*l g 21zt el <3.

k=1 k=r41



Na funkcje Gamma i Beta

oo _.p— ld
2 . . ,e X x .
. Cwiczenie. Jedli p, ¢ € R, to catka I(p, q) := / Tt g Jest zbiezna <= 0 < p < ¢ lub ¢ < p < 0; przy tym
0
I(p,q) = I( ), gdyz g7l _ a7t . Wykazaé, ze | I(p, q) = i
P, q) = p q,—q), gdy 1+Iq—1_|_l, Yy P q —qsin(fl_;ﬂ_).
w dku 0 dstawieni U= g daje I( T —wildu=1p(1-22) = =
przypadku 0 < p < ¢ podstawienie I:(l—ll/q aje I(p,q fu —u) U q ~q7q gsm B
u
k-1
Inny sposéb. Podstawienie ¢ = ¢ daje I(p,q) = % (é—) =1 foo tt +il ; podstawiamy nastepnie u = t%l- 1 itd.
. 5 B
. Cwiczenie. Dowiedé, ze jesli —1 < s < 1,to |I(s):= (tg6)°df = ——— |
o 2cos 5+
1 R —s—1 1 14s 1—s
Podstawienie u = sin? 6, tg2 6 = lu ,du:25(1—u)2 daje I():—/u2 (1—wu)"2 du:—B( , ) =
—u 2 2 2 2
0
1 1-
= — ( +8)F( 8) = il = ﬂs . Oczywiscie réwnie dobrze mozna tu zastosowaé podstawienie v = cos? 6.
2 2 2 251n1-2}_57r 2c0577r

. o gr=1gy E] ! o
3. Cwiczenie. z,y > 0 = / W = B(z,y) =2 (sin ) (cos ©) ™~ di |, / logt|"~" dt = [(z)|
0 0

0
~ T 1 ! r—1 -z ~ tx_ldt 3 2z—1 T
exp(—t")dt =T (14— | w1l —u)"du = =2 (tg ) dp = = , ze€]0,1]|
0 x 0 0 0

1+1¢ sin Tx

Lermidt o T(k)
VI—t1 g T(k+1)

ot (r@/a)t ||t et Ver? Yoar (r/3) ||t tdt 27/3 72

. Cwiczenie. Jeéli p,q > 0, to , gdzie k := g (podstawié u = t?). W szczegdlnodci

Vi—tt VBar [|Jo VI—t' T (r(1/a)’ [|Jo VI=B  V3VI67 | Vit 3(r(1/3))° |

. 3 ﬂé 2\ _ s 3 < 2z—1 1y — 3 5 —A L —M

gdyz F(4) T( % , F(S) = —\/;F(%)’ zaé wzér 2 F(Z)F(Z—I— 2) = /m(2z) daje F(6) = (F(%)§2\/§7 F(g) = 2%\/5.
3 al(a+1)

dla b > a > —1.

. Cwiczenie. Wykazaé, ze | F(a,b) = Ecosa cosbyp dp =
' 0= [ ok ¢ conbe dt = e e

Wskazowka. Catkowaé po brzegu D := {z : ¢ < |z| < 1, |z — 4] > o, |z + 1] > ¢,Rez > 0}, gdzie ¢ \, 0,
¢ -1

odpowiednio dobrang jednoznaczna gataz funkcji (z + %) z

Dla z € D mamy Rez > 0, Re(z + %) > 0, wiec mozemy potegi zdefiniowaé wzorem wP := |w|PeP'*8 Y  gdzie argw € [—%, %]

z , L pa ! L pa z |
Wtedy 0 = / (2cosg)e i dp — / [2(7‘ - —)] (ir)b_lidr + / [—i(r - —)] (—ir)b_l(—i)dr = 2ai/ cos® ¢ eP%dp +
0 T 0 T —

P
2

1 1
. ae —a— . ; . .om(a=b) 1 boa . . P
+<—2b_a+za b) / (1—7’2)arb a=lgr = 2“2/ cos® ¢ e*? dp—24 sin %-— / (1-z)% ™2 Ydz, wiec z nieparzystosci sin by
0 — 0

s
2

vl

2

s
2

Ca—1 — ['(a+1)
Fa,b:?“lslnzB(a—}—l,b a): il .
-y : ) T (e ) (5 )
cos bz
sin bz

(o]
. Jesli a,b,u > 0, to catki / zilema® { } dz sa zbieine; wyrazi¢ je przez funkcje Gamma.
0
Sposéb 1. Dla ustalonego u > 0 funkcja F/(v) := fooo z%~1e~v?dz jest okreslona i holomorficzna w pélplaszczyznie Rev > 0; przy
tym jesli v € Ry, to vz = ¢ daje F(v) = v™% fooo tu=le=tdt = v7UT(u). Zatem F(v) pokrywa si¢ na Ry z funkcja holomorficziia

Fi(v) := v "T(u), gdziev™" := || ~"e~i% a8 dla Rev > 0 oraz argv € ] -5 5 [ Stad i z wlasnoéci funkcji holomorficznych wynika

réwnosé F(v) = v=%I'(u) dla Rev > 0; zatem fooo wu—le(—atid)z gy = (¢ — ib)~UD(u) = |a2 + b2|~uel® 27018 _F( ) |

Sposéb 2. Okreslmy w obszarze C \ R_ funkcje f(z) := Zu—lel—atid)z  gdgje zu~1 = |z|o—lei(v—1)e o = argz € |-, 7]
Zauwazmy, ze jesli z = ret?, 0 € ¢ < 7r ,to Re(—a+ ib)z = —(acos¢ + bsing) € —c(cos ¢ + sing) £ —c, gdzie ¢ := min(a, b); zatem
[f(2)] < ru~te™c%, wiec jesli C(r, ) dla 0< i< 2 jest tukiem |z| = r,arg z € [0, 6], to |fC ) f(z)dz| < Or*e™°%, co zbiega do zera
zaréwno przy r '\, 0, jak tez przy r / co. Stad, calkujac f po brzegu{z : 71 < |2| < 2,0 < argz < 6} dlar; \ 0, ro /" oo dostajemy,
ze calki z f(z) po pSlprostych argz = 0 oraz arg z = 6 s3 jednakowe. WeZmy teraz ¢ takie, ze Im(—a + Lb) = bcos@ — asinf = 0,

1 - .
tzn. 6 := arctg %. Biorac parametryzacje z = ﬁ = (a2 +62)_56L9t polprostej arg z = 6 dostajemy: I := gt~ le(—atib)e .

0



10.

— (QQ + b2)—%ueiu9/ tu—]@—tdt — (a2 + b2)—%u@iu91—\(u).
0

[ee)
Odpowieds. / puTleTaT {cos bz‘} de = (a® + 62)_%“ {cosu& } T'(u), gdzie §:= arctg %.
0

sin bz sin uf

Uwaga. Calkowanie funkcji s(z) := z%~1e~%% sin bz nie prowadzi do celu: catki po lukach nie daza do zera, wiec calkowania po R4

nie mozna zastapié caltkowaniem po polprostej (a + ib)R 4.

2
s 1 _
. Wykazaé, ze ‘F(L'y) = %sh(ﬂ'y) dlay e R\ 0.
. 1 T z) —Z i —iy : 1 P_ iy]? _ o v
Wzdér Weierstrassa () = ze"* H1 (1 + ﬁ) e~ n wskutek |e'“y =1= |e” 7 | daje W =y H ‘1 + 5 =v H (1 + n_2)7
n=
. . . = 2 . . . . z . .
dzieki wzorom sinrz = 7z H ('l - :L_) oraz sin(iw) = ish(w) jest to réwne % sin(iry) = % sh(my).

n=1

G n—1 1 1
. Wykazaé, ze T' (%) r (g) N (n — 1) =1 (27) 2 ; korzystajac z tego dowiedé, ze / InT(z)dz = 2 In(2m).
0

n n - W
n_l1 2k 2% —1 : : nl
(a) H (1 - 677”) = lim =n, zaé 1 — e2!¥ = e'¥(—2{)sin ¢; stad H sin ]%T = =2 -.(b) Suma catkowa odpowiadajaca
E=1 z=0 z—1 E=1 2
n—1 n—1
podziatowi [0,1] na n réwnych czeéci ma postaé % Z Inl (%) = %ln [%(2#)7] , co dazy do %ln(?r) przy n — oo.
k=1

13/4

1
1
. Korzystajac ze wzoru / InT(z)dz = Eln(Qﬂ') obliczyé¢ catke T := / InT(z)dz.
0

9/4

I = I + I, gdsie I, = L3/4lnl“(x)dx, L = [*'mT(z)de; otér I = f11/4lnF(t + 2)dt = _[11/4

. In((t + 1)0(t))dt,
L = f01/4 InT(t + 3)dt = f01/4 In((t+ 2)(t + 1)tD(t))dt, wiec I = f01 [n(t+ 1) + Int + InD(t)]dt + fol/‘i In(t + 2)dt = S mn(27) +
f09/4 Inzdr = %ln(%‘r) + %ln% - %
1 1 a+1
Korzystajac ze wzoru / InT(x)dz = iln(Zﬂ') obliczy¢ dla a > 0 caltke 7(a) := / InT(z)dz.
0

a

I'(a) =InT(a+1) =InT(a) = lnglil%l =Ina, wiec I(a) = alna — a + const.



Sciaga ze wzoréw

_ = —tyz—1 g, _ 1; (n—1)tn? 2z—1 1\ — /7T(22
F(z)_‘/oi e~ dt_nh—»néoz(z+l)...(z+n—l) 2 F(z)l—‘(z+2)_\/_l—‘(2)
[(z4+1)=20(z) T(2)[(1-2)= sinﬂﬂ’z r(L)=vr T()=Vartetik

ey, [TvTd T(w)T(w) = .
B(u,v) = ; t (1-t) dt_/o (1 +6)ute — T(u+ ) B(u+1,v) = u-l-vB( $v)
exp(5(t= 1)) = D> Tn()t" 2J1(2) + 200 (2) + (22 = n2)dn(z) = 0

1 z 1 1 2\" 22
Jn = — —n—1 (_ _ 2 )d - (_) t—n—1 t— — | dt
(Z) 21 ~ “ xp 2 (u u) “ 2mi \ 2 - exp 41

e (5) 1 / (1 - t2)n_%cosztdt = L_ln) (i)n/ (tQ - ])"_%cosztdt
L(L)C(n+ 1) 2mil(z) \2 o

™

> T n42r A\ T
Z (_1) (i) + — ]_ ei(zsin cp—ncp)d(p — (_Z) ei(zcoscp-}-ncp)d(p —
r(n+7r+1) \2 PL 2 .

r=0

™

! . (S /2 .
Y. cos(zsin g — np)dp = ?/;We“m ¥ cosnp dp J%(z) =4/ 75 sinz

-

T_1(2) = 2 cosz Tno1(2) 4 Jnt1(2) = 221, (2) Tnp1(2) = 204(2) = Th(2)



