Krotka historia matematyki

Ryszard Pawel Kostecki

(...) Gdyby matematyka byta zwykla nauka w rodzaju astronomii czy mineralogii,
mogliby$Smy zdefiniowac jej przedmiot. Otdz nie istnieje zadna matematyka — istnieja
tylko matematyki. To, co nazywamy historia ,,matematyki” — owo rzekomo
progresywne urzeczywistnianie jednego i niezmiennego ideatu — jest w istocie, skoro
tylko usuniemy zhidna warstwe powierzchniowa, mnogoscia zamknigtych w sobie,
niezaleznych procesdéw rozwojowych, powtarzajacymi si¢ narodzinami nowych i
przyswajaniem sobie, przeksztatcaniem oraz wyzbywaniem si¢ obcych $wiatow form,
czysto organicznym cyklem rozkwitania, dojrzewania, wigdnigcia i umierania o
okreslonym czasie trwania. Duch antyczny stworzyl swa matematyke prawie z niczego;
historycznie usposobiony duch Zachodu, posiadajacy juz wyuczona wiedzg starozytna
— zewngtrznie, nie za§ wewngtrznie — musiat zdoby¢ wlasna matematyke przez
pozorne zmienienie 1 ulepszenie, faktycznie jednak przez zniszczenie obcego mu z
gruntu systemu euklidesowego. Jedno bylo dzielem Pitagorasa, drugie zas —
Kartezjusza. Oba te akty sa w samej glebi identyczne.

Pokrewienstwo mowy form danej matematyki z mowa form wielkich sztuk pokrewnych
nie ulega przeto zadnej watpliwosci. Usposobienie mysliciela i artysty jest nader
odmienne, ale $rodki wyrazu ich §wiadomej dziatalno$ci sa wewngtrznie podobne. W
geometrycznej analizie i rzutowej geometrii XVII wieku objawia si¢ ten sam
uduchowiony porzadek nieskonczonego $wiata, ktory prawdopodobnie powotat do
zycia, ogarnat 1 przeniknal 6wczesna muzyke dzigki rozwinigtej z kunsztu basu
cyfrowanego harmonice — tej geometrii przestrzeni tondw — jak roéwniez
spokrewnione z nig malarstwo olejne dzigki znanej tylko Zachodowi zasadzie
perspektywy: tej odczutej geometrii przestrzennego obrazu §wiata. Od Goethego pochodzi
gleboka sentencja, ze matematyk jest o tyle tylko doskonaly, o ile odczuwa on w sobie
piekno prawdy; mozna tu dostrzec, jak blisko tajemnica istoty liczby przylega do
tajemnicy tworczosci artystycznej.

Matematyka jest wigc takze sztuka. Ma swoje style i okresy ich dominacji. Nie
powinno si¢ omawia¢ rozwoju wielkich sztuk, nie spojrzawszy przy tym — a z
pewnoscia nie bgdzie to daremne spojrzenic — na Owczesng matematyke. Nigdy
jeszcze nie przebadano szczegdldow w ramach bardzo glebokich powiazan miedzy
przemianami teorii muzyki a analiza nieskonczono$ciowa, cho¢ estetyka moglaby
wigeej si¢ od tego nauczy¢ niz od wszelkiej ,,psychologii”. Jeszcze bardziej
pouczajaca bylaby historia instrumentéw muzycznych, gdyby zglebiano w jej
zakresie ostateczne duchowe podstawy zamierzonej barwy i efektu dzwigku.
Wzmozone bowiem az do poziomu tgsknoty pragnienie, by wytworzy¢ przestrzenna
nieskonczono$¢ dzwigkow, zrodzito juz w gotyku — w przeciwienstwie do antycznej
liry 1 fujarki (lira, kithara, aulos, syrinx) oraz arabskiej lutni — obie dominujace
rodziny instrumentéw klawiszowych (organy) i smyczkowych. Organy staly sie,
gtéwnie w Niemczech, opanowujacym przestrzen osobnym instrumentem o
olbrzymich rozmiarach, nie znajdujacym réwnego sobie w calej historii muzyki.
Monumentalne koncerty organowe Bacha i jego epoki sa jako zywo analiza
ogromnego i rozleglego Swiata tonow.

O. Spengler, 1917, Zmierzch zachodu, Monachium
(przet. J. Marzgcki, Warszawa 2001)
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Czym wla$ciwie jest matematyka?

Matematyka jest potocznie rozumiana przez pryzmat szkolnych przezy¢ oraz codziennych zyciowych
zastosowan jako nauka o liczbach (arytmetyka) lub figurach (geometria). Jest to jednak jedynie wierzchotek
wielkiej gory lodowej. Wraz z przyblizaniem si¢ do niej wida¢ coraz wyrazniej kolejne pigtra, czyli takie
dziedziny, jak na przyktad teoria funkcji, rézniczkowanie i catkowanie, rachunek prawdopodobienstwa,
teoria gier, algebra, topologia, itd. Liczba réznych dziatow matematyki wciaz ro$nie. Dzieje sig tak zar6wno
z powodu specjalizacji badan (czyli rozwoju szczegdélowych dziedzin, zawierajacych si¢ w dziedzinach
dotychczas istniejacych), jak rowniez z powodu odkrywania nowych dziedzin, ktore wiaza ze soba
zagadnienia juz istniejace (lecz traktowane jako odlegle) lub catkowicie wykraczaja poza dotychczasowa
wiedzg. W zwiazku z tym trudno okresli¢ przedmiot matematyki: nie sa to juz tylko liczby i ksztalty, lecz
takze przestrzenie, zbiory, funkcje, odwzorowania, diagramy, procesy,... We wszystkich swoich dziatach
matematyka przejawia si¢ jako charakterystyczna metoda podejscia do stawiania i rozwiqzywania
zagadnien, czyli po prostu pewien okreslony sposob myslenia.

Warto zauwazy¢, ze stowo ,,matematyka”, czyli pabnuotikr [mathématiké] pochodzi od starogreckich stow
péonpa [mathéma) oraz pédnoig [mathésis|, oznaczajacych nauke, uczenie sie, ktorych zrodtowy czasownik
pavOave [manthand] oznaczal przede wszystkim ,,ucze si¢ przez rozmyslanie”, w odréznieniu od uczenia si¢
przez doswiadczenie. Myslenie matematyczne jest przede wszystkim abstrakcyjne. Polega ono na
operowaniu abstrakcyjnymi pojeciami przy pomocy ktorych dokonuje si¢ wyrazania (reprezentacji)
konkretnych probleméw. Dzigki temu mozna rozwiazywac te problemy w oderwaniu od nieistotnych
szczegotow. Przyktadem zastosowania tej metody jest wyabstrahowanie liczb "1" i "2" oraz dziatania "+" ze
skomplikowanej sytuacji w rodzaju "pod drzewem jabtko i jabtko, na polu owca i owca, a ja jestem glodny".
Polega ono na znalezieniu oderwanych od konkretu (jabtek lub owiec) abstrakcyjnych pojec:

"jeden", "dwa", "dodaé",
oraz reprezentacji symbolicznej pod postacia napisow
Hl", H2" 1 H+"’

wraz z dzialaniem
"jeden doda¢ jeden to dwa" ,

symbolicznie reprezentowanym jako "1 + 1 = 2". Dodawanie chmur czy tez barandéw (lub bananéw) moze
samo w sobie nie ma wielkiego znaczenia praktycznego, lecz zyskuje je w polaczeniu z pozostatymi
elementarnymi operacjami na liczbach (odejmowanie, mnozenie, dzielenie). Tak otrzymany zbior liczb
naturalnych (lub catlkowitych) wraz z okre§lonymi na nim operacjami elementarnymi wystgpuje w roli
podstawowego zastosowania matematyki w praktyce i moze poshuzy¢ jako model matematycznego
myslenia. Wbrew pozorom nie jest to przyklad banalny — mimo, ze wspotcze$nie uzywamy arytmetyki liczb
rzeczywistych (a przynajmniej wymiernych) wiele razy dziennie, to jej opracowanie zajeto cate tysiaclecia.

Poza abstrakcyjno$cia, umozliwiajaca upraszczanie realnych sytuacji do takich, ktore dajq si¢ rozwiazac,
bardzo wazna cecha mys$lenia matematycznego jest podejscie dedukcyjne. Jest to rodzaj wnioskowania, w
ramach ktoérego mozemy wyprowadza¢ wylacznie takie wnioski, ktore sa wynikiem zastosowania ustalonych
regut do zbioru okreslonych aksjomatow i definicji. Jest to podejscie istotnie odmienne od stosowanego w
naukach przyrodniczych podejscia indukcyjnego, w ramach ktoérego mozna wyprowadza¢ wnioski ogolne ze
szczegolnych przypadkow lub intuicyjnych przestanek. Przyktadem zastosowania podejscia dedukcyjnego
jest wywnioskowanie ze
2+2=4,

w oparciu o definicje pojecia liczby naturalnej oraz wtasnosci dziatania dodawania (tfacznos¢).'

1 Liczby naturalne definiuje si¢ wspotczeénie przy pomocy czterech aksjomatéw Peano: 1) 0 jest liczba naturalna; 2) Kazda liczba
naturalna ma swoj nastgpnik, oznaczany przez S(a); 3) 0 nie jest nastgpnikiem zadnej liczby naturalnej; 4) Jesli a i b sa roznymi
liczbami naturalnymi, to maja rézne nastgpniki. Z tego wynika, ze liczbe 1 mozna zdefiniowaé jako S(0), liczbg 2 mozna
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Przyktadem zastosowania podejscia indukcyjnego jest zas wnioskowanie, iz wszystkie krowy sa czarne po
zobaczeniu kilku takich krow i ani jednej krowy, ktéra nie bylaby czarna. Rozumowanie indukcyjne
umozliwia formutowanie hipotez, przyrodniczych lub humanistycznych, ktére uogodlniaja to co wiemy na
obszar tego co nie wiemy, lecz cena jaka si¢ za to placi jest stopien pewnosci otrzymanych wnioskow.
Wyniki rozumowania indukcyjnego nie sa pewne, lecz jedynie prawdopodobne. Natomiast stosujac
rozumowanie dedukcyjne mamy zagwarantowana absolutna pewnos$¢ otrzymanych wnioskéw. Jednak nie
jest to pewnos¢ absolutna, a jednie pewno$¢ w ramach abstrakcyjnego modelu, to znaczy pod warunkiem, ze
definicje 1 aksjomaty przyjete za przeslanki wnioskowania dedukcyjnego sa spelnione. Poniewaz
thumaczenie konkretnych realiow jakiejkolwiek badanej sytuacji na abstrakcyjny jezyk modelu zawsze wiaze
si¢ z pewnego rodzaju idealizacja, stosowanie rozumowania dedukcyjnego nie zapewnia pewnosci tego, ze
jego wyniki beda praktycznie stosowalne. Daje jednak teoretyczna pewnos$¢, na poziomie wyidealizowanych
struktur i modeli. Podej$cie dedukcyjne nie jest ani "lepsze" ani "bardziej prawdziwe" od podejicia
indukcyjnego, jest jednak bardziej precyzyjne i jednoznaczne, gdyz z okreslonych przestanek (aksjomatow,
definicji) i regut wnioskowania (zazwyczaj jest to logika klasyczna) wynika zawsze ten sam wniosek,
podczas gdy w podejéciu indukcyjnym tego typu zasada nie jest obowiazkowo spetniona. Wybor
ktoregokolwiek z tych podejs¢ zalezy od celu ktory sobie stawiamy. Zazwyczaj przy konstruowaniu
pewnych modeli teoretycznych ich podstawowe zalozenia i pojecia formutuje si¢ na drodze indukcyjnej, za$
wnioski wyprowadza si¢ juz metoda dedukcyjna.

Dzigki abstrakcyjnosci 1 dedukcyjnosci matematyka moze wystgpowac pod postacia symbolicznego jezyka w
ramach ktérego mozna stawia¢ i formulowa¢ rozmaite zagadnienia. Zapis symboliczny umozliwia (dzigki
metodzie dedukcyjnej) analizowanie probleméw przez przeksztalcenia pewnych symboli (liczb, figur,
diagramow, itd.) zgodnie z jednoznacznie okreslonymi regutami. W ten sposob wktadajac okreslone tresci w
jaki$ matematyczny model danej sytuacji, z pewnosciq dojdziemy do zawsze takich samych wnioskow, ktore
z kolei mozemy znow przelozy¢ na konkretne tresci badanego zagadnienia. W gruncie rzeczy na tym wtasnie
polega istota matematycznego modelowania dowolnych procesé6w — czy to w fizyce i biologii, czy to w
psychologii lub ekonomii. We wszystkich tych przypadkach wykorzystujemy matematyke jako uniwersalne
narzedzie symbolicznego, abstrakcyjnego i dedukcyjnego modelowania zjawisk.

Metody matematyczne mozna zastosowaé w praktycznie kazdej dziedzinie, w ktoérej mamy do czynienia z
takimi pojeciami jak wielkos¢ (lub liczba), struktura, przestrzen i zmiana. Ogdlne dzialy wspotczesnej
matematyki zajmujace si¢ tymi pojeciami to odpowiednio arytmetyka, algebra, geometria oraz analiza. Jest
to podziat jedynie przyblizony i niepelny, migdzy innymi dlatego ze w rzeczywistosci istnieje bardzo duzo
obszaré6w matematyki posrednich pomigedzy powyzszymi, lub zupelnie z nimi niewspotmiernych. Na
przyklad geometria algebraiczna zajmuje sig¢ badaniem obiektow geometrycznych metodami
algebraicznymi, geometria rozniczkowa bada obiekty geometryczne metodami analizy, za§ na przyktad
teoria gier jest dzialem matematyki, ktory w zasadzie wykracza poza powyzszy czworpodziat. Scista
aksjomatyzacja takich teorii 1 zwigzanych z nimi metod rozwiagzywania tamiglowek ma zazwyczaj zar6wno
aspekty analityczne jak i algebraiczne, jednak sa to dzialy matematyki w istotnym stopniu niezalezne od
pozostatych. Matematyka jest bowiem otwartq dyscyplina wiedzy i tworczosci, stad w jej ramach powstaja
coraz to nowe pojgcia, teorie i techniki, umozliwiajace bogate modelowanie rozmaitych zjawisk. Dlatego
warto mie¢ na uwadze matematyke jako narzedzie, jezyk i sposéb modelowania konkretnych problemow w
kazdej sytuacji praktycznej. Z drugiej strony, prowadzi to do pytania o ramy okre$lajace granice tej
dyscypliny oraz jej zmiennos¢é.

Kulturowe uwarunkowania matematyki

Historia matematyki jest nieroztaczna czg$cia historii ludzkosci. Rozrdéznianie liczby obiektow
(przedmiotow, ludzi, zwierzat), co najmniej w zakresie brak-jeden-dwa-duzo, jest zdolno$cia posiadana
przez ludzi prawdopodobnie od zawsze (zdolnos¢ ta posiada rowniez wiele zwierzat). Wydaje si¢ jednak, ze
do tworzenia bardziej zaawansowanej matematyki konieczne jest istnienie kultury w ramach ktorej ten
rozwoj si¢ odbywa. Takie przejawy matematyki jak liczenie w ramach systemu liczb naturalnych
(1,2,3,4,..) wraz z operacjami dodawania i mnozenia, a takze badanie proporcji i relacji rozmiaréw

zdefiniowaé jako S(S(0)), za$ liczbg¢ 4 mozna zdefiniowac jako S(S(S(S(0)))). Dodawanie liczb naturalnych definiuje si¢ jako
operacjg +, spetniajaca dwa warunki: 1) a + 0 = a, oraz 2) a + S(b) = S(a) + b. W rezultacie dowdd twierdzenia 2 + 2 = 4 polega
na pokazaniu, ze S(S(0)) + S(S(0)) = S(S(S(S(0)))), przy wykorzystaniu definicji operacji +.
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pomigdzy ksztattami geometrycznymi, czyli elementarna arytmetyka i1 geometria, pojawiaja si¢ w
dostepnych zrédtach historycznych i archeologicznych dopiero wraz z powstaniem i rozkwitem starozytnych
kultur. Najprawdopodobniej kategorie pojeciowe elementarnej matematyki, a w konsekwencji sama
dziedzina wiedzy, powstaja dopiero jako wewngtrzny przejaw danej kultury, w rezultacie okreslonych
wewnatrzkulturowych warunkéw i potrzeb, takich jak liczenie zwiazane z kalendarzem, wlasnoscia i
wymiang, oraz okreslanie proporcji ksztattéw 1 dhlugosci zwiazane z budowaniem, podzialem ziemi i
estetyka. Matematyka pelni rowniez istotna role¢ w religijnych przejawach kultury (czy tez kulturowych
przejawach religii). W zwiazku z tym az do okresu nowoczesno$ci, w ktérym nastapita ogdlnoswiatowa
dominacja aparatu pojeciowego kultury zachodnioeuropejskiej, mamy do czynienia nie z jedna, lecz z
ré6znymi historiami matematyki. Do tego czasu kazda kultura posiadata swdj system poje¢ matematycznych,
w ramach ktorego wyrazata i rozwiazywala problemy zwiazane z istotnymi kwestiami danej kultury.
Oczywiscie, pomigdzy ro6znymi kulturami bylo wiele matematycznych zapozyczen (jednym z
najstawniejszych sa cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ktore zostaly zapozyczone przez Arabdéw z Indii, a
nastgpnie przez Europg od Arabdéw), jednakze polegatly one zawsze na wybiorczym asymilowaniu pewnych
aspektow matematycznych i ignorowaniu innych. Nie oznacza to w zadnym wypadku, ze matematyka jako
dziedzina ludzkiej dziatalnosci jest subiektywna. Jest ona intersubiektywna, co znaczy, ze istotne pojecia lub
konteksty ich stosowania, metody dowodzenia, oraz kryteria wyboru interesujacych probleméw dla kazdej
kultury sa, a przynajmniej byly, inne. Nie sprzeczne, lecz niewspoimierne. Nowozytna ogdlnoswiatowa
ekspansja kulturowa Europejczykow doprowadzita bowiem do dominacji tej kultury nad innymi, za$
towarzyszacy temu dynamiczny rozwo6j europejskiej matematyki, poczawszy od XVI i XVII wieku,
przyczynil si¢ ostatecznie do wspotczesnego ksztattu matematyki — dyscypliny uprawianej w ten sam
sposob, tymi samymi pojgciami, metodami i symbolami, niezaleznie od szerokosci czy dlugosci
geograficznej’. Niezaleznie od tego czy stan ten si¢ bedzie utrzymywal w dowolnie odleglej przysztosci,
trzeba mie¢ na uwadze, ze przeszto$¢ (czyli historia) matematyki nie daje si¢ przedstawi¢ na jednej linii
nieustannego ,,rozwoju” i kumulacji wiedzy. Wielokrotnie wybitne wyniki byly zapominane lub zagubione,
po to tylko, by zosta¢ odkryte jeszcze raz, czasem po ponad tysiacu lat’, za§ zapozyczenia byty czestokro¢
mocno wybiodrcze. Stad tez mozna odnie$§¢ mylne wrazenie, ze matematyka poszczegdlnych kultur byta, w
porownaniu ze wspotczesna, uboga w problemy i metody. Tymczasem czgsto przedstawienia historii
matematyki absolutyzuja rolg tej zachodnioeuropejskiej, skutkiem czego wyrazaja pojecia, metody i cele
pozostatych matematyk nie w ich oryginalnych kontekstach (co oczywiscie jest trudnym zadaniem) lecz w
konteks$cie wspotczesnym, usuwajac w cien jako ,nieistotne” lub ,,metne” to, co w istocie stanowito zywa
tres¢ danej matematyki. Ramy tego tekstu nie daja mozliwosci dalszego zaglebiania si¢ w te kwestie, lecz
warto je mie¢ na uwadze zawsze kiedy poruszany jest temat historii matematyki. Ponizej przyjrzymy sig, sita
rzeczy — z lotu ptaka, matematyce rozwijanej w ramach konkretnych kultur oraz historii kilku podstawowych
probleméw matematycznych.

Przed zanurzeniem si¢ w burzliwe wody historii matematyki w réznych kulturach warto zastanowic sig, czy
zmienno$¢ (czasem radykalna) form i tre$ci matematycznych pomigdzy réznymi kulturami nie wyklucza
mozliwosci mowienia o jednej i tej samej dziedzinie — matematyce, nawet jesli zarowno jej formy jak i tresci
podlegaja istotnym zmianom. Innymi stowy, przyjecie antropologicznego punktu widzenia wymaga takiego
okreslenia pojecia ,,matematyka”, ktore miatoby szanse posiada¢ jednoznaczny desygnat w dowolnej
badanej kulturze. Cytat rozpoczynajacy niniejszy tekst pokazuje z jak duza skala zagadnien musi sig
zmierzy¢ kazda proba definitywnego rozwiazania tego problemu. I de facto kazde konkretne rozwiazanie jest
opowiedzeniem si¢ za taka lub inna perspektywa antropologiczna. Niniejszy tekst mozna rozumie¢ jako
probe przyjrzenia si¢ temu problemowi z réznych stron. Dlatego tez narracj¢ historii matematyki oparta na
analitycznym opisie roznych detali skontrastujemy tutaj z kongenialnym syntetycznym ujgciem
proponowanym przez Spenglera.

2 Przynajmniej oficjalnie. Wspomniany pod koniec niniejszego tekstu przyktad Srinivasy Aiyangary Ramanujana ewidentnie
zaprzecza prawdziwosci tego kulturowo uwarunkowanego sadu.

3 Przykladowo, niektore rezultaty Archimedesa (III wiek p. n. e.) byly odkryte ponownie i niezaleznie dopiero w XVI wieku w
Europie przez prekursoréw rachunku rézniczkowego.



Matematyka w ramach poszczegdlnych kultur

OKkres paleolityczny

Najstarszym znanym obecnie zapisem §wiadomo$ci matematycznej jest tzw. Kos¢ z Lebombo (znaleziona na
terenie obecnego Krolestwa Suazi w Afryce Potudniowej), datowana na 35 000 lat p. n. e. Zawiera ona 29
scisle utozonych kresek, wyrazajacych oznaczenia kalendarzowe, uzywane po dzisiejszy dzien przez klany
buszmenow w Namibii. Drugim tego rodzaju starym obiektem jest tzw. Kos¢ z Ishango (teren zrddet Nilu i
Jeziora Edwarda na granicy pomiedzy Uganda a Zairem), datowana na 25 000 lat p. n. e.:
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Kos¢ z Ishango, ok. 25 000 lat p. n. e.

Kreski w wierszach (a) i (b) dodaja si¢ do 60. Wiersz (b) zawiera liczby pierwsze pomigdzy 10 a 20. Wiersz
(a) jest w miarg zgodny z systemem liczbowym opartym na 10, poniewaz liczby kresek w grupach wynosza
20+ 1,20-1, 10 + 1, oraz 10 — 1. Wreszcie wiersz (¢) wydaje si¢ ilustrowa¢ metod¢ mnozenia przez 2,
uzywana pdzniej w egipskiej matematyce. Mikroskopowe badania pokazuja dodatkowe znaki, z ktoérych
wynika ze ta kos$¢ jest rowniez kalendarzem faz ksigzyca. (Niektdorzy wyprowadzaja z tego wniosek ze
pierwszym matematykiem byta kobieta’.) Podobna ko$¢, datowana na ok. 26 000 lat p. n. e. znaleziono w
trakcie wykopalisk w obozowiskach lowcow mamutow w Dolnich Véstonicach na Morawach. Kos¢ ta
zawiera 57 kresek, z ktorych pierwsze 25 jest zebrane w grupach po pi¢¢ kresek o rownej dlugosci, co moze
sugerowac liczenie odnoszace si¢ do pigciu palcow u dtoni.

OKres historyczny

W okresie historycznym istnialo kilka duzych obszaréw kulturowych ktore wyksztalcily swoje odrebne i
jakosciowo rézne matematyki. Najwazniejsze z nich to Mezopotamia, Egipt, Mezoameryka, Peru, Indie,
Chiny, Grecja, $redniowieczna Arabia i Persja, oraz nowozytna Europa. Dzieje matematyki sprzggaja sig¢
rownie silnie z historia kultury jak i z historia pisma. Wynalazek pisma niezaleznie pojawia si¢ w
Mezopotamii ok. 3500 lat p. n. e. (pismo klinowe), w Egipcie ok. 3200 lat p. n. e. (pismo hieroglificzne),
prawdopodobnie w Peru ok. 3000 lat p. n. e. (pismo wegzetkowe)’, w Chinach ok. 2600 lat p. n. e. (pismo na
skorupie zotwia)®, w Indiach ok. 2000 lat p. n. e. i w Mezoameryce ok. 900 lat p. n. e. Pismo zdecydowanie
ulatwito prowadzenie matematycznych rachunkow oraz przyspieszyto rozwoj mysli matematycznej w
ramach poszczegolnych kultur. W historii matematyki wielka rolg odgrywa rowniez przeptyw wiedzy
pomigdzy kulturami. Nowozytna europejska matematyka powstala w oparciu o problemy i techniki
matematyki greckiej oraz arabskiej. Ta pierwsza z kolei wyniosta wazne (cho¢ z pewnoscia tylko niektore)
idee z Egiptu i Mezopotamii, za$ ta druga wiele zawdzigcza matematyce Indii oraz starozytnej Grecji.
Matematyka indyjska wniosla rowniez pewien wktad do matematyki chinskiej. W tej sytuacji tylko
matematyka kultur amerykanskich rozwijala si¢ calkiem oddzielnie, przy czym zwiazek pomigdzy
matematyka mezoamerykanska a peruwianska jest nieznany. Najwigkszy wkiad do wspotczesnej matematyki
europejskiej miaty matematyka starozytnej Grecji, Sredniowiecznej Arabii i Persji oraz Indii. Wiasnie w tych
trzech kulturach (oraz w naszej) matematyka nie byta podporzadkowana praktyce, lecz stanowita niezalezny
przedmiot badan, tworczosci i spekulacji.

4 Claudia Zaslavsky, 1992, Women as the first mathematicians, Women in Mathematics Education Newsletter 7.

Podczas wykopalisk w miescie Caral odkryto kipu datowane na ok. 3000 lat p. n. e.

6 Odkryto takze znaki na skorupie zolwia datowane na 6000 lat p. n. e. Trudno jednak powiedzie¢ czy mozna je okresli¢ jako
pismo. Natomiast z ok. 3000 lat p. n. e. pochodza §lady pisma wezlowego, ktore funkcjonowalo jeszcze w czasach pisania Tao
Te Ching (Dao dé jing), czyli ok. 550 r. p. n. e.
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Mezopotamia

(Spotecznosci miejskie od ok. 4000 p. n. e., pismo klinowe od ok. 3500 p. n. e., dynastie sumeryjskie od ok. 3100 p.n.e
do ok. 2000 p. n. e., dynastie babilonskie od ok. 1900 p.n.e do 522 r. p. n. e., dynastie asyryjskie od ok. 1900 p. n. e. do
612 r. p. n. e., miasto Babilon od ok. 2300 p. n. e.)

Matematyka obszaru starozytnej Mezopotamii jest zazwyczaj nazywana babilonska, ze wzgledu na to, ze
najliczniejsze zrodta (okoto 400 glinianych tabliczek) pochodza z wykopalisk babilonskich. Tabliczki te byty
zapisywane wowczas, gdy glina byla jeszcze migkka, po czym byly wypalane w piecu lub na stoncu.
Wigkszo$¢ wykopanych tabliczek jest datowana na okres 1800-1600 p. n. e.” i dotyczy miedzy innymi takich
zagadnien jak utamki, rownania kwadratowe i sze$cienne, oraz obliczanie liczb naturalnych spetniajacych
twierdzenie Pitagorasa. Jedna z tabliczek podaje przyblizenie liczby V2 z doktadno$cia do pieciu miejsc po
przecinku. Babilonczycy uzywali systemu liczbowego o podstawie 60 (system szescdziesiatkowy). Podziat
okregu na 360 (= 6*60) stopni, a w konsekwencji podzial godziny na 60 minut i minuty na 60 sekund,
wywodzi si¢ wlasnie z matematyki babilonskiej. Trudno odpowiedzie¢ na pytanie dlaczego Babilonczycy
obrali za podstawe akurat 60. By¢ moze jest to zwigzane z przyblizong liczba dni w roku (6*60 = 360), lecz
nie jest to pewne. Pozycyjno$¢ systemu liczbowego oznacza, ze zapis liczb byt prowadzony w kilku
kolumnach, za$ kazda zawierala mnoznik kolejne potegi 60, np. 374 = 6*60' + 14*60° = 360 + 14
(wspolczesny zapis matematyczny jest analogiczny, lecz jego podstawa jest 10). Cyfry od 1 do 9 wygladatly
nastepujaco:
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za$ cyfry 10, 20, 30, 40 i 50 wygladaty tak:

€ X € L

Brakujace cyfry pomigdzy 10 a 59 otrzymywano przez kombinacje powyzszych. Na przyktad 11
otrzymywano przez potaczenie jedynki z dziesiatka:

q

Natomiast liczby wigksze od 59 byly otrzymywane przez ukladanie cyfr w kolejnych kolumnach.
Przyktadowo, liczba 70 byta zapisywana jako

Na stynnej glinianej tabliczce nazwanej Plimpton 322 (rysunek na nastgpnej stronie), pochodzacej z ok. 1800
p.n.e., czyli ponad tysiac lat przed Pitagorasem, zapisane zostaty obliczenia dtugosci bokow trojkatow,
zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa a’ + b” = ¢’. Tabliczka ta jest zapisana z prawa na lewo. W pierwszej
kolumnie sa podane kolejne numery porzadkowe, kolumna druga zawiera stowo ,liczba”, za$ kolumna
trzecia zaczyna si¢ od slowa ,,dtugos¢”, po czym wymienione sa kolejne wartosci a. Kolumna czwarta
zaczyna si¢ od stowa ,,przekatna”, po czym zapisane sa kolejne wartosci c. Ostatnia kolumna zawiera
wartosci b obliczone zgodnie ze wzorem
b=vNc'—d’,

z doktadnos$cia co najmniej do czwartego miejsca po przecinku. W Mezopotamii nie znano zera ani jako
liczby (ktéra mozna dodawac, mnozy¢, itd.), ani jako cyfry. Wskutek tego ten sam napis moglt oznaczaé
zardwno 11, 601, 36001, jak i 36060. Dopiero za panowania Seleucydéw (okoto roku 400 p. n.e.) na
tabliczkach klinowych w zapisie liczb pojawia si¢ symbol dwoch klinéw, ktére oznaczaja nieobecnosé cyfry
w danej pozycji.

7 Stynny Kodeks Hamurabiego spisany byt za panowania Hamurabiego (w latach 1792-1750 p. n. e. lub 1728-1686 p. n. e.), czyli
w przyblizeniu w tym samym czasie.



Babilonska tabliczka Plimpton 322 z ok. 1800 lat p. n. e.,
zawierajaca obliczenia zgodne z twierdzeniem Pitagorasa

Egipt
(Wiek miedzi od ok. 6000 lat p. n. e., okres dynastii od ok. 3900 p. n. e. do 343 r. p. n. e.)

Najstarsze $lady egipskiej matematyki wiaza si¢ z kalendarzem. Egipcjanie korzystali z kalendarza (a wigc i
ze zwigzane] z nim arytmetyki) juz okoto 4800 lat p. n.e., za§ okoto 4200 lat p. n. e. dysponowali juz
kalendarzem 365-dniowym (12 miesigcy sktadajacych si¢ z 30 dni + 5 dodatkowych dni). Okoto 3100 lat
p. n. e. rozmaite rolnicze kultury zyjace wzdluz brzegow Nilu zostaty zjednoczone przez Menesa, ktory
zatozyt pierwsza dynasti¢ faraonow. W tym czasie korzystanie z systemu liczb naturalnych byto juz w
Egipcie rozwinigte. Potwierdza to zapis znaleziony na krélewskiej butawie z tego czasu, okreslajacy liczbe
zdobyczy na wojnie wygranej przez faraona Narmera (wnuka Menesa): 120 000 wigzniow, 400 000 wotow
oraz 1 422 000 gesi. Nastegpnym w kolejnosci wieku egipskim znaleziskiem matematycznym jest stynny
Moskiewski papirus, datowany na okolo 1850 r. p.n.e., ktory zawiera kilka rozwiazanych probleméw
arytmetycznych i geometrycznych (stanowi on fragment wigkszego papirusu zawierajacego co najmniej 60
takich probleméw). Egipska matematyka zajmowala si¢ przede wszystkim liczeniem, z nastawieniem na
pomiary i rachunki geometryczne. W odréznieniu od Grekdéw, ktorych cechowato abstrakcyjne podej scie do
matematyki, Egipcjanie byli zainteresowani wylacznie
zastosowaniami praktycznymi, zatem wszelkie obliczenia
przeprowadzane byly w kontekscie konkretnych zastosowan.
Aksjomaty lub dowody, a wigc rowniez teoretyzowanie, sa u
nich catkowicie nicobecne. Egipska matematyka jest wigc
przede  wszystkim  zbiorem technik rachunkowych
stosowanych do konkretnych problemow. Szczegodlnie
interesowato ich obliczanie powierzchni oraz objetosci
rozmaitych figur: trojkatéw, prostokatow, trapezow,
prostopadto$cianéw,  piramid czy  cylindrow. Ich
zainteresowanie mierzeniem bylo zwiazane tylez z
budownictwem co z pomiarami gruntu, gdyz czgste wylewy
Nilu powodowaly konieczno$§¢ ponownych podziatlow
terenu. Nie posiadali oni znakéw oznaczajacych dodawanie,
odejmowanie, mnozeniec lub dzielenie, wiec wszelkie
operacje matematyczne opisywali slownie. Jedyne
oznaczenie dodatkowe z jakiego korzystali byt system zapisu
ulamkow o liczniku rownym jeden, takich jak '/, '/5, /4, itd.,
polegajacy na umieszczeniu nad dang liczba (odpowiednio:
2, 3, 4, ..) znaku przypominajacego palace si¢ cygaro.
Jedynym wyjatkiem od tej reguly byt odrebny =znak
oznaczajacy ulamek %;. Innych utamkéw w starozytnym
Egipcie nie uzywano. W zwiazku z tym, aby zapisa¢ wynik Papirus Rhinda, ok. 1650 r. p. n. e.




réwny np. */o; Egipcjanie musieli napisa¢ '/ss + /g0 + '/776. System liczbowy starozytnego Egiptu nie byt
systemem pozycyjnym. Hieroglify oznaczajace poszczegdlne znaki wygladaty nastepujaco:
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Egipcjanie umieli rowniez rozwiazywac niektore uktady dwoch rownan
z dwoma niewiadomymi. Np. w tzw. Berlinskim papirusie (datowanym
na okres XIX dynastii, okoto 1300-1200 p.n.e.) zapisane jest
nastepujace zadanie: ,,Powierzchnia kwadratu 100 tokci kwadratowych I
jest réwna powierzchni dwoch mniejszych kwadratow, gdzie
powierzchnia jednego z nich jest rowna Y2 + % drugiego. Ile wynosi
dtugos¢ brzegdéw tych dwodch nieznanych kwadratéw?”. Zadanie to jest
rownowazne wspolczesnemu ukladowi rownan x* + y> = 100 oraz x =
Y4y. Natomiast z tzw. Papirusu Rhinda® (datowanego na ok. 1650 r.
p.n.e. i bedacego kopia wczesniejszego dokumentu z ok. 2000 r.
p. n. e., ktory z kolei mogt by¢ kopia papirusu z czasow Imhotepa, ok.
2650 r. p. n. e.) wynika, ze Egipcjanie znali przyblizenie liczby  rowne
6/ =3 + o+ 'y + /5 = 3.1605, otrzymane przez przyblizenie okrggu
przez osmiokat foremny. Liczby i proporcje pelnity bardzo wazna role w
sakralnych aspektach zycia Egipcjan. Uderzajace jest zastosowanie przez
nich przy budowie piramid tzw. ciagu Fibonacciego. Kolejne wyrazy
ciagu Fibonacciego powstaja przez dodanie do siebie dwoch
poprzednich wyrazow, przy czym dwoma poczatkowymi wyrazami sa
dwie jedynki. Pierwsze kilkanascie wyrazow tego ciagu to 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 i 610. Okazuje sig, ze wyrazone w
egipskich krolewskich tokciach dhlugosci Scian $wiatyni pogrzebowej
potozonej przy piramidzie Khafra (gr. Chephren), datowanej na okolo
2500 lat p.n.e. (czyli 3700 lat przed Fibbonaccim) tworza ciag
Fibbonacciego. Budowle sakralne w starozytnym Egipcie byly |
budowane z wstrzasajaca doktadnoscia. Przyktadowo, datowana rowniez
na okolo 2500 lat p.n.e. piramida Khufu, znana wspodtczesnie jako
piramida Cheopsa (Xewy bylo greckim tlumaczeniem imienia Khufu),
posiadata oryginalnie wysokos¢ 280 krolewskich tokei (ok. 146.6 m),
za$ dlugos¢ krawedzi kwadratowej podstawy wynosita 440 krolewskich
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lokci (ok. 231 m). Stosunek sumy dhugos$ci krawedzi podstawy tej | 1 12 13 | 14
piramidy do jej wysokosci wynosi w przyblizeniu 6.2857, co podzielone . os | ses sese
przez 2 daje 3.14285. Jest to przyblizenie liczby m z doktadno$cia — ————
wiegksza niz 0.05% i jest znacznie lepsze niz to z papirusu Rhinda.’ 16 | 18 | 19

Egipcjanie nie znali zera, ani jako liczby, ani jako cyfry.

Mezoameryka

(Olmekowie ok. 1200 p. n. e. — 400 p. n. e., Majowie ok. 1000 p.n.e. — 1697
n.e. (okres klasyczny cywilizacji Majow: ok. 200 n.e. — ok. 900 n.e.), |
Aztekowie ok. 1250 n. e. — 1521 n. e., budowle $wiatynne od ok. 1000 p. n. e.,
pismo od ok. 900 p. n. e.)
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8 Zwanego rowniez Papirusem Ahmesa, od imienia egipskiego skryby bedacego autorem tego papirusu.
9 Faktu tego nie mozna jednak traktowa¢ jako dowodu na znajomo$¢ tak doktadnej arytmetycznej wartosci liczbowej m, a jedynie na
umiejetnos¢ precyzyjnej konstrukeji figur geometrycznych.



Wigkszo$¢ posiadanych wspotczesnie informacji na temat mezoamerykanskiej matematyki dotyczy kultury
Majow, cho¢ z pewnos$cia cze$¢ ich wiedzy matematycznej pochodzito od Olmekow. Natomiast system
liczbowy i kalendarz Aztekoéw byl uproszczeniem (z pewnymi niedoktadnosciami) systemu Majow. Niestety
nasza wiedza o Majach jest uboga, ze wzglgdu na masowe spalenie wigkszosci mezoamerykanskich zrodet
pisanych przez hiszpanskich ksigzy w 1521 roku, jak rowniez z powodu zwyczaju palenia przez Aztekow
rekopisow podbijanych ludéw. Gtownym zrédlem wiedzy o matematyce Majow jest datowany na ok. 1200 r.
n. e. tzw. Kodeks Dreznienski (zapisany pedzelkiem na kopo, tzn. wygladzonej korze figowca pokrytej pasta
z lipy). Zawiera on obliczenia astronomiczne cykli Stonca, Ksigzyca i Wenus o zdumiewajacej doktadnosci.
Obliczyli oni miedzy innymi czas obrotu Ziemi wokoét Stofica rowny 365.242 dni (wspdtczesnie mierzona
warto§¢ wynosi 365.242198 dni). Procz tego bardzo dokladnie obliczyli czas trwania miesiaca
ksigzycowego. Znaleziska z Copan podaja ze 149 miesiecy ksiezycowych trwa 4400 dni, co daje dtugosé
miesiaca ksigzycowego rowna 29.5302 dni. Natomiast znaleziska z Palenque podaja ze 81 miesigcy
ksigzycowych trwa 2392 dni, co daje $rednio 29.5308 dni. Wspoélczesnie mierzona dlugo$¢ miesiaca
ksigzycowego wynosi natomiast 29.53059 dni, co rézni si¢ od wyniku podanego przez Majow tylko o
0.001%! Wczesniejsze swiadectwa matematycznej wiedzy Majow pochodza z zachowanych kamiennych
stelli, na ktorych zapisane sa oznaczenia kalendarzowe. Majowie posiadali dwa kalendarze — odziedziczony
po Olmekach kalendarz rytualny, tzolkin (powstaly co najmniej ok. 700 p. n. e.), sktadajacy si¢ z 13 miesigcy
po 20 dni kazdy (razem 260 dni), oraz zwyczajny kalendarz sktadajacy si¢ z 18 miesigcy po 20 dni oraz 5
dodatkowych, wyjatkowo niepomyslnych dni (wahab).

Majowie uzywali systemu liczbowego opartego na liczbie 20, ktory byt zblizony do systemu pozycyjnego.
Nie wiadomo doktadnie kiedy (lecz z pewnoscia przed 32 r. p. n. e.) odkryli oni cyfre zero i wlaczyli ja do
swojego systemu liczbowego. Majowie nie uzywali dzielenia oraz utamkéw. Pomimo ze umieli wykonywac
mnozenie, podobnie do Egipcjan nie mieli Zadnego oznaczenia na to dziatanie. Co ciekawe, ich arytmetyka
zajmowata si¢ nie tylko wartoSciami liczb naturalnych, ale réwniez ich znaczeniem symbolicznym.
Przyktadowo, liczba 3 byla zwiazana z ogniskiem domowym, 4 z czterema kierunkami $wiata oraz ze
wszystkim tym, co jest zrodzone, 5 wyrazata niestabilno$¢, 9 odnosita si¢ do §wiata podziemnego i do nocy,
13 byla liczba $wiatta, 20 wiazata si¢ z obfitoscia i petnia, za$ 400 z nieskonczono$cia. Rowniez operacje
dodawania (i prawdopodobnie mnozenia) poszczegolnych liczb wyrazaly okreslone tresci, np. 4+5 oznaczato
poczecie, zas 8+1 narodziny.

JUN i B'ULUK
2 Q 12 gI
KA c e KALAJUN
O >
3 0 1 3 A
HUX 8 OXLAJUN o
4 g 14 gﬂ
KAN ¢ KANLAJUN s o
5 [ 15 HL
JO JOLAJUN
6 g 16 g[
WAK WAKLAJUN
7 g 17 ﬂ
WUK WUKLAJUN
8 g 18 él
WAXAK WAXAKLAJUN
9 g] 19 ﬂ
B'OLON B'OLONLAJUN
10 m 20
LAJUN JUN KAL

System liczbowy Majow

Kodeks Dreznienski, ok. 1200 n. e.



Peru
(Kultura Caral ok. 3000 p. n. e. — ok. 1600 p. n. e., kultura Chavin ok. 900 p. n. e. — ok. 200 p. n. e., Nazca ok. 300

p. n. e. — ok. 800 n. e., Mochica ok. 100 p. n. e. — ok. 700 n. e., Inkowie 1197 n. e. — 1572 n. e., miasta od ok. 2600
p. n. e., piramidy ok. 1700 p. n. e.)

Wszystkie kultury Peru, w tym takze kultura Inkow, sa dotad stabo poznane. Systemem pisma uzywanym w
Peru byto pismo wezetkowe kipu (hiszp. quipu), w ktorym informacja przechowywana byta w sposobie
zawiazania wezetkéw, kolorze nici, ilosci weztdéw 1 ich odleglosci od siebie. Wigkszo$¢ kipu zostato
zniszczone przez hiszpanskich konkwistadorow w XVI wieku. Przetrwato tylko okoto 600 kipu, z ktorych
najstarsze datowane sa na ok. 650 n.e. Dlatego sensacja w roku 2005 stalo si¢ odnalezienie w
wykopaliskach Caral kipu datowanego na ok. 3000 lat p.n.e. Do dzisiejszego dnia nie udato si¢
rozszyfrowaé pelnego zapisu kipu, cho¢ od kilkudziesigciu lat trwaja intensywne badania. Najbardziej
uznana hipoteza stwierdza, ze kipu jest oparte przede wszystkim na dziesiatkowym systemie liczbowym,
przy czym kolejne cyfry danej liczby zadane sa przez liczb¢ weztow na kolejnych pozycjach na danym
sznurku, za$ zero okre$lone jest przez brak wezta. Hipotezg t¢ potwierdza znalezienie sekwencji kipu na
ktorych kolejne sznurki sa wynikiem dodawania poprzednich. Ciagle nie jest jasne, jakie inne operacje
liczbowe poza dodawaniem oraz jakie inne nie-liczbowe tresci sa zawarte w kipu. Liczba 1 wyrazana jest w
kipu przy pomocy wezla pokazanego ponizej na lewo, liczby od 2 do 8 przy pomocy wezta po $rodku,
natomiast liczby dziesiatek, setek, itd. byly zaznaczane przy pomocy wezta prawego:

Sznury kipu niejednokrotnie sa bardzo skomplikowane. Przyktadowe kipu oraz schematyczny zapis liczby

wygladaja tak:

»
L s
AR
i

e
o=

o
e
ok

o

10



Indie
(Cywilizacja doliny Indusu ok. 2500 p. n. e. — ok. 1700 p. n. e., okres wedyjski ok. 1900 p. n. e. — ok. 400 p. n. e., okres
sredniowieczny ok. 300 p. n. e. — 1279 n. e., okres muzutmanski ok. 1200 n. e. — ok. 1600 n. e.)

Matematyka w Indiach byla przede wszystkim narzedziem shluzacym do obserwacji i przewidywan
astronomicznych, cho¢ oczywiscie stosowano ja rowniez do praktycznego liczenia i mierzenia. Historig
matematyki w Indiach mozna podzieli¢ na cztery okresy:

I. OKRES STAROZYTNY
Kultura doliny Indusu i kultura wedyjska (ok. XXIV — ok. Il w. p. n. e.)

Znaleziska archeologiczne pokazaly, ze kultura zyjaca w dolinie Indusu dysponowata jednorodnym
systemem miar i war. Odkryte odwazniki tworza zbiér wag o charakterze dziesi¢tnym: sa to kolejno 0.05,
0.1,0.2,0.5, 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, i 500 jednostek. Podczas wykopalisk znaleziono takze kilka skal do
pomiaru dlugos$ci. Jedna z nich byla skala dziesigtna ktorej podstawowa jednostka bylo ok. 3.35 cm. Pomiary
odkopanych budowli pokazujq ze miary te byty precyzyjnie stosowane podczas konstrukcji budowli.
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Miarka z Lothal, pochodzaca z kultury doliny Indusu, ok. 2000 lat p. n. e.

Nie znane sa do konca powody upadku kultury doliny

Indusu. Mogt by¢ on spowodowany przyczynami 777
wewngtrznymi, naturalnymi lub najazdem ludéw Indo- 0TSRRI &, P 8
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ottarzy. Znajduja si¢ w nich miedzy innymi okres$lenia

wartosci  liczby m rowne Pk (3.125), hy 7 |9 9 9

(3.11418685...) i """/ (3.202216...). Natomiast przy |

okazji obliczen astronomicznych wartos¢ liczby = Is ot R i P S = c
podana jest jako **°/105 (3.1389). W Wedach pojawiaja |

si¢ rowniez wszystkie cztery operacje arytmetyczne Lf l ? R ? ? Q Q' ¢ 5—_

(dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie),

AL

termin g“””‘?. qznaczaj acy »naukg o liczc?niu"’, ,a takze Rozwoj liczb indyjskich od postaci Brahmi ok. 3 w. p.n. e.,
system notacji liczb przy pomocy odpowiednikow cyft  poprzez liczby Gupta, az do liczb Nagari ok. 11 w. n. e.
od 1 do 9. Indyjski system liczbowy rozwinal si¢
prawdopodobnie pod wptywem chinskich pateczek do N H n’} 7}‘""(5 L ._I_Q_?._-
liczenia (uktadanych w systemie dziesigtnym) oraz pod r T ”!{W e

wplywem pozycyjnego systemu Mezopotamii. W | H{E Q -ﬂ' ';."" NGy, ’imﬂu

poznej starozytnosci Indii, tak samo jak w poéznym | LLE

Babilonie, zaczgto zostawiac puste miejsce przy zapisie | an ¥ 3

liczb zawierajacych zero. W pismach wedyjskich mamy {q 5!“(6)'? ‘H‘ E"“ )k -

takze do czynienia z konkretnymi obliczeniami kt(')re 3 3 ﬂﬂﬁ » o "

dzi$ zapisalibySmy w postaci ax’ = ¢ oraz ax* + bx = c, X qﬂ a:~=:II!'<',‘-:I‘.‘"'l{'-P(R gﬂ}f 3'

co oznacza ze by¢ moze w kulturze wedyjskiej znano 1 Q:h ﬁﬁ w \’: Iy

rowniez twierdzenie Pitagorasa. Pod koniec okresu F "51,[' 3 :r
wedyjskiego w matematyce indyjskiej (w pracach iTﬂ ” 43 ,,T-;; GT""" (b i~
astronomicznych zwanych siddhantami) pojawita si¢ po ﬂ

raz pierwszy idea funkcji sinus oraz innych funkeji Manuskrypt z Bakhsali, ok. 200 p. n. e. — ok. 200 n. e.
trygonometrycznych.
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II. OKRES WCZESNEGO SREDNIOWIECZA (ok. 300 p. n. e. — ok. 400 n. ¢.)
Matematyka dzinistow i okres pre-klasyczny

Okres wczesnego $redniowiecza cechowat sig¢ upadkiem religii braministycznej i rozwojem dzinizmu oraz
buddyzmu. Szczegodlnie wazne miejsce w rozwoju matematyki hinduskiej w tym okresie ma dzinizm.
Znajomos$¢ sankhyany, tzn. nauki o liczbach skladajacej si¢ z arytmetyki i astronomii, byta jedna z
podstawowych umiejetnosci kaptanow dzinizmu, wymagana z przyczyn religijnych. W dzinizmie wazna
religijna rolg odgrywaty wielkie liczby. Przykladowo. rozwazano okresy czasu shirsa prahelika sktadajace
si¢ z 756 * 1011 * 8400000028 dni. Okreslono rowniez liczbe ludzi zyjacych kiedykolwiek na §wiecie jako
rowna 2°°. Wszystkie liczby byty poklasyfikowane jako numerowalne, nienumerowalne i nieskonczone. W
pracach dzinistow rozroznia si¢ pie¢ r6znych rodzajow nieskonczonosci: nieskonczonos$¢ w jednym i dwoch
kierunkach, nieskonczono$¢ powierzchni, nieskonczono$¢ wszedzie i nieskonczono$¢ cykliczna, co wiaze si¢
bezposrednio z dzinistycznymi koncepcjami religijnymi i kosmologicznymi (teoria karmy, koto samsary,
koncepcja nirwany). Dzinisci rozwingli rowniez dziatania na utamkach, oraz jako prawdopodobnie pierwsi
na $wiecie odkryli rOwnania czwartego stopnia. Ich prace nie sa jednak jedynymi $ladami matematyki tej
epoki. Szczegdlnym znaleziskiem matematycznym z okresu wczesnego indyjskiego $redniowiecza jest tzw.
manuskrypt z Bakhshali, datowany na okres ok. 200 p. n.e. — ok. 200 n. e. Znajduja si¢ w nim migdzy
innymi obliczenia réwnan liniowych z pigcioma niewiadomymi, metody przyblizonego obliczania
pierwiastkow kwadratowych z dowolnych liczb dodatnich oraz liczby ujemne. W manuskrypcie z Bakhshali
pojawia si¢ po raz pierwszy zero, zapisywane jako kropka (w pdzniejszych tekstach zero jest juz oznaczane
jako owal). Z pewnoscia w Indiach w 1 wieku n. e. system zapisu przy pomocy liczb od 1 do 9, bedacy
bezposrednim protoplasta obecnego zapisu liczbowego, byt juz dobrze rozwinigty.

III. OKRES KLASYCZNY (SRODKOWE SREDNIOWIECZE) ok. 400 n. e. — ok. 1200 n. e.

Matematycy okresu klasycznego byli przede wszystkim astronomami. Ich prace i poruszane w nich
problemy w wigkszosci wypadkow pozostawaly w zwiazku z astronomig. Pierwszym wielkim
matematykiem tego okresu byl Aryabhata (476-550), ktory w poetyckim astronomicznym traktacie
Aryabhatiya dokonat podsumowania catej wiedzy dzinistycznej matematyki. Co wazne, w pracy tej, tak jak
w wigkszosci calej indyjskiej matematyki wszystkich epok (z wytaczeniem kilku wyjatkow) nie wystepuja
dowody, ani nawet sama idea dowodu matematycznego. Tematy poruszane w tym dziele to przede
wszystkim arytmetyka, trygonometria (miedzy innymi tabela wartosci funkcji sinus), oraz zagadnienia
zwiazane z pierwiastkowaniem i rownaniami kwadratowymi. Podat on takze rozwiazanie rownania ax — by =
¢ oraz warto$¢ Tt = 3.1416, przy czym zaznacza on, ze wartos¢ ta jest tylko przyblizeniem. Co cickawe,
Aryabhata zaproponowat rowniez, ze dzienny obrot niebios wynika z obrotu Ziemi wokol swej osi, za co
oczywiscie zostat silnie skrytykowany. Bezdyskusyjnie jednak Aryabhatiya stata si¢ punktem doniesienia
wielu hinduskich prac matematycznych przez nastgpne tysiac lat. Drugim wielkim indyjskim matematykiem
by Brahmagupta (598-670), autor dziet Brahmasphutasiddhanta oraz Khandakhayaka, ktére mialy wielki
wplyw na pdzniejsza matematyke zaro6wno Indii, jak i Arabii, a w pewnym stopniu réwniez Chin.
Brahmagupta posiadl zrozumienie systemu liczbowego (tacznie z dzialaniem na utamkach oraz na liczbach
ujemnych, ktoére oznaczat przy pomocy kropki stawianej nad liczba) wigksze niz ktokolwiek przed nim,
wprowadzil nowe techniki mnozenia i operacje z uzyciem zera. Byl on prawdopodobnie pierwszym ktory
probowat dzieli¢ przez zero, probujac dowies¢ ze n/0 = co. Podal tez nowe metody liczenia pierwiastkow
kwadratowych i rozwigzywania rownan kwadratowych, w tym rownania Nx* + 1 = )7 a takze wzor na pole
czworokata wpisanego w okrag. Pozniejsze wieki cechowal bujny rozwo6j matematyki w kierunkach
zgodnych z tematyka dziet Aryabhaty i Brahmagupty. Okolo roku 850 Mahavira napisat tekst Ganitasar
Sangraha, ktory jest piewszym dzietem opisujacym arytmetyke w formie zblizonej do tej, jakiej uzywamy
dzisiaj. Byt on réwniez jedynym matematykiem indyjskim, ktéry wspomina o elipsie (tematyka krzywych
stozkowych, intensywnie badana w Grecji 1 Europie, w Indiach praktycznie nie byla poruszana). Za
najwigkszego hinduskiego matematyka jest uznawany Bhaskara Acarja (zwany rowniez Bhaskarg II), zyjacy
w latach 1114-1185. Okoto roku 1150 napisat on poetyckie dzieto Siddhantasiromani, bedace kompendium
wiedzy matematycznej, astronomicznej i astrologicznej. Sktadato si¢ ono z kilku czesci. Cze$¢ tego dzieta
poswigcona w duzym stopniu arytmetyce nazywala si¢ Lilawati, za$ czg$¢ poswigcona algebrze —
Bidzaganita. W Lilawati korzysta si¢ z definiowania poj¢¢ matematycznych, opisane sa wilasnosci zera
(tacznie z dzieleniem), systematyczne reguly arytmetyczne, oraz ciagi arytmetyczne i geometryczne, a takze
oszacowanie liczby m = 3,141666. Oprocz wielu innych osiagnig¢ matematycznych, Bhaskara Acarja
rozwiazal rOwnanie 61x? = y* + 1, otrzymujac spektakularny wynik x =226 153 980, y = 1 766 319 049.
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IV. OKRES ISLAMSKI (POZNE SREDNIOWIECZE) (ok. 1200 n. e. — 1596 n. e.)

Ostatnia wybitna postacia hinduskiej matematyki byl Madhawa, zyjacy w latach 1340-1425. Wymyslit on
rozwinigcie funkcji w nieskonczony szereg (odkryte ponownie w Europie w XVIII wieku i zwane dzisiaj
szegiem Taylora) oraz podat rozwiniecie liczby m w nieskonczony szereg m = 4 * (1 — '/5 + /5 — ..), co
prowadzi do wartosci T = 3.14159265359, poprawnej az do 13 miejsca po przecinku (w p6zniejszym okresie
zatozona przez niego szkota matematykéw z Kerali poprawita ten wynik do 17 miejsca po przecinku). Oto
niektore sposrod podanych przez Madhawe wzorow (zapisane we wspolczesnej symbolice):

3 5 2 4 3 5
S N (o) l1g0)  (1g°p)
T cosgo—l—% %—... p=1g(g)— 5+
Finalnym sukcesem szkoty z Kerali byto dzieto Yuktibhasa Jyestadevy (1500-1575), w ktdrym pojawia sig¢
indyjska wersja rachunku rézniczkowo-catkowego, ponad sto lat przed Newtonem i Leibnizem.

Chiny
(Kultura Erlitou (dynastia Xia?) ok. 2000 p. n. e. — ok. 1500 p. n. e., dynastia Shang ok. 1800 p. n. e. — ok. 1200 p. n. ¢.,
dynastia Zhou ok. 1200 p. n. e. — 256 p. n. e., Cesarstwo Chinskie 256 p. n. e. — 1911 n. e.)

Poczatki historii chinskiej matematyki siggaja okresu okresu ok. 1400 Iat p. n.e. Odkryto duza liczbg
pochodzacych z tego okresu zétwiowych skorup oraz kosci ostow pokrytych pismem, tzw. Jiaguwen,
stuzacym do zapisywania przepowiedni i rytualow. Pismo to zawiera dobrze rozwinigty system liczbowy,
zblizony do dziesigtnego. Poniewaz jednak nie jest obecne w nim cyfra zero (lub rodzaj pustego miejsca),
nie jest to prawdziwy system dziesigtny. Zapis ten jest nastepujacy:

gill

X 4359 =
3
|

—~
o

10 | 5080 =

40 S0 60

@ § é 8873 =

200 | 300 | 400 | S00 ? w7
e T

®l|s|<| | |
ém

2000 [ 000 | 4000 | S000

Jaguwen na skorupie zo6twia, ok. 1400 p. n. e.

Okoto IV wieku p.n.e. do powszechnego uzycia w Chinach weszly paleczki do liczenia, oparte na
zblizonym do dziesigtnego zapisie (wedtlug oznaczen zawartych w ponizszej tabelce, przy czym znaki z
dolnego wiersza wystgpowaty na pozycjach parzystych, za§ znaki z gérnego — na nieparzystych). Wtedy
rowniez pojawia sie idea cyfry zero, pod postacia pustego pola'®. Ponizej podane sa liczby 45698 oraz 60390

zapisane przy pomocy tego systemu. e = = | = J_ L | =
M= Tl Ml T3+ TsTs1T71s13
N | 1 11

T "l = 1 z 3 4 5 6 7 2 o

10 Co ciekawe, w mniej wigcej tym samym czasie cyfra zero pojawia si¢ rowniez w Mezopotamii, pod postacia dwoch kresek w
zapisie sze$¢dziesiatkowym, oraz w Indiach pod postacia pustego pola w zapisie dziesiatkowym.

13



Pateczki chinskie bardzo dlugo stuzyty jako narzg¢dzie rachunkowe, cho¢ w podzniejszym okresie byty
wypierane przez (wynalezione przez Chinczykow) liczydta. Chinczycy opracowali takze nastgpujacy zapis
liczb przy pomocy znakow pisma: 1=-—,2= " 3= = 4= 5=F,6=:,7=1t,8=/\,9=7.,10=
+,100=—1, 1000 = —F, 10*= — &, 10°= — &, 10°= —H{ &, 107 = —F &, 10°= —{&,, 10 = —
&, 10" = —F{&, 10” = —JK, 10" = — 1T (jest to zapis w klasycznym pi$mie chiniskim).

W Chinach nieobecne bylo aksjomatyczne i abstrakcyjne rozwijanie matematyki, takie jak w Grecji lub
Europie nowozytnej. Chinskie podejscie do matematyki byto bardzo zwigzte i praktyczne, zwiazane przede
wszystkim z kwestiami kalendarza, handlu, pomiaru ziemi, wtasno$ci, architektury, podatkéw oraz
astronomii (chinskie stowo chouren oznacza zarowno matematyka jak i astronoma). Ciekawostka jest, ze juz
okoto 400 lat p. n. e. uczono si¢ w Chinach na pamig¢ tabliczki mnozenia 9 x 9. Wazna rolg¢ w chinskiej
matematyce odgrywaty rowniez rozmaite zagadki i famigtowki, a takze kwadraty magiczne''. Okoto III w.
p. n. e. zostaje postawiony szczegoOlny przypadek stynnego chinskiego problemu reszty: ,Mamy pewna
liczbe rzeczy, ale nie wiemy ile doktadnie. Jesli policzymy je po trzy, pozostana dwie. Jesli policzymy je po
pig¢, pozostana trzy. Jesli policzymy je po siedem, pozostana dwie. Ile rzeczy mamy?”.

Wielka luke¢ w naszej wiedzy o starozytnych Chinach, a
wigc takze o chinskiej matematyce tego czasu,
spowodowalo spalenie wszystkich ksiazek w Chinach z
rozkazu cesarza Shin Huang Ti w 213 r. p.n.e.
Wskutek tego najstarszym posiadanym przez nas
chinskim tekstem matematycznym jest, znaleziona
niedaleko Jiangling, zapisana na paskach z bambusa
- Suan shu shii (,Ksiazka o liczeniu”) z okoto 180 r.
~ p. n. e., zawierajaca miedzy innymi przyblizone metody
obliczania utamkow, pierwiastkéw kwadratowych, oraz
pol prostych figur. W Suan shu shii korzysta si¢ z
zalozenia m = 3. Najstarszy kompletny tekst, Zhoubi
suanjing, pochodzi z okresu migedzy 100 r. p. n. e. a 100
r. n. e. Zawiera on tzw. zasad¢ Gougu, czyli twierdzenie
Pitagorasa, oraz obliczenia z ulamkami o wspolnych
mianownikach.

Najstynniejsza ~ chinska  matematyczna  ksiazka
wszechczasow jest Jiti zhang suan shu, czyli ,,Dziewigc
rozdziatéw sztuki matematycznej”, bedace kompendium
owczesnej wiedzy matematycznej, powstate pomigdzy
200 r. p.n.e. a 100 r. p. n. e., lecz obecnie istniejace
tylko w po6zniejszych odpisach. Z pewnoscia Jiu zhang
suan shu zawiera wiedz¢ wczesniejsza, lecz obecnie nie
potrafimy oceni¢ o ile jest ona wczesniejsza. Jiti zhang
suan shu zdominowato chinska matematyke az do
okresu kontaktu z zachodnia matematyka okoto 1600 r.
n. e. Tekst ten zawiera 9 rozdziatow zawierajacych 246
Strona z odpisu dzieta Jiti zhang suan shii zadan z odpowiedziami, lecz bez podanego sposobu
rozwiazywania. Poruszone sa w nim takie zagadnienia
jak proporcje, utamki, liczby ujemne, doktadne i przyblizone obliczanie objgtosci i powierzchni réznych
figur (m. in. prostokata, trojkata, trapezu, kola, fragmentéw kota i kuli przy zatozeniu m = 3), metody
rozwiazywania rownan kwadratowych oraz uktadow wielu rownan liniowych'?, a takze pierwiastki drugiego
1 trzeciego stopnia (w Europie pierwiastki trzeciego stopnia pojawily si¢ dopiero w XVI wieku, czyli okoto
1600 lat pozniej).

R P 2 2o
SEEESENFR R R I ERE ]

ENBRBENY R SRR

11 Kwadrat magiczny to tablica o takiej samej liczbie wierszy i kolumn, w ktorej kazda komorka zawiera taka liczbg catkowita, ze
suma wartosci liczb w kazdym wierszu, kazdej kolumnie i na obu przekatnych jest taka sama.
12 Jeden z uktadow réwnan liniowych z Dziewieciu rozdziatow matematycznej sztuki dzi$ zapisaliby$my jako:
3x+2y+z=39,
2x+3y+z=134,
x+2y+3z=26.
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R ® IR EHR Okoto roku 263 n. e. Lin Hui napisat stynny komentarz do Jiti zhang
suan shit w ktéorym podaje wartos¢ m = 3.141014. Zyjacy dwa wieki
p6zniej Zu Chongzi, prowadzacy doktadne obserwacje astronomiczne w
celu wprowadzenia nowego kalendarza, poprawit te obliczenia podajac
y wartos¢ 3.1415926 < w1 < 3.1415927, jednoczesnie rekomendujac
yuzywanie liczb **/,1; lub */; w rachunkach o mniejszej doktadnosci. W V
wieku n. e. Xiahou Yang wprowadza zapis liczb w systemie dziesi¢tnym
korzystajac z dodatnich i ujemnych poteg dziesiatki, zas mtodszy od
niego o 30 lat Zhang Quijian podaje przykltady sumowania ciagu
liczbowego. Od potowy wieku VI n. e. w Chinach, wskutek dziatalnos$ci
buddyjskich misjonarzy oraz ozywienia wymiany handlowej, pojawiaja
si¢ ttumaczenia tekstow indyjskich, m.in. prac Brahmagupty, a takze
podziat kata na 360 stopni oraz tablica warto$ci sinusa katéw od 0 do 90

Zasada Gougu, czyli tw. Pitagorasa  stopni. Wydaje si¢ jednak, ze matematyka indyjska nie wywarta duzego
wplywu na kierunki rozwoju, tematyke i sposoby uprawiania matematyki przez Chinczykow. Okres 700-
1300 n. e. jest okresem wzglednej stagnacji w chinskiej matematyce, co jest o tyle dziwne, ze byt to okres
dynastii Tang i Song, w trakcie ktorego nastapil bujny rozkwit chinskiej kultury. Jednym z nielicznych
waznych wydarzen matematycznych w tym czasie bylo wprowadzenie w XI w. przez Jia Xiana trojkata
Pascala (pig¢set lat przed Pascalem) oraz powiazane z nim metody liczenia pierwiastkow dowolnego stopnia
przy pomocy liczydta.

XII wiek (czyli okres podboju Chin przez Czyngis-chana!) jest szczytowym okresem rozwoju chinskiej
matematyki. W tym wieku mamy do czynienia z co najmniej o§mioma waznymi autorami oraz z przeszio
pigtnastoma waznymi tekstami matematycznymi. Prawdopodobnie najstynniejsza postacia z tego okresu jest
Qin Jiushao (1202-1261), autor ksiazki Shushu jiuzhang, czyli ,,Traktatu matematycznego w dziewigciu
czgsciach”, w ktorym zajmuje si¢ on kalendarzem, chinskim problem reszty, obliczaniem pol figur,
badaniem trojkatow prostokatnych 1 duza liczba matematycznych, niejednokrotnie wysoce
skomplikowanych, probleméw zycia praktycznego. Np. problem ,,pomiaru okragtego fortu z odlegtosci”
wymaga rozwiazania rownania dziesiatego stopnia x'° + 16x® + 72x° — 864x* — 11664x*> — 34992 = 0, za$
problem ,,naprawa fortu i ustawianie podatkéw” ma podane
180 mozliwych rozwiazan. W jeszcze innym problemie \
rozwiazuje on rownanie —x*+ 763220x*— 40642560000 = 0. la % ‘%F': X 7% &
Qin stuzyt wladzy cesarskiej, ale poniewaz zachowywat si¢
ekstrawagancko, chelpliwie 1 obsesyjnie na punkcie
wlasnych osiagnig¢, a procz tego brat tapowki i oszukiwat,
to kilkukrotnie zostal zwolniony z urzedu. Jednakze za
kazdym razem udawalo si¢ mu znoéw niezle ustawic.
Zgodnie z legenda, miatl on nietypowy dom zbudowany na
wspaniale umiejscowionym kawatku ziemi, ktory zdobyt
dzigki oszustwom. Na tytach tego domu znajdowal sig
szereg pokoi w ktérych mieszkalty pigkne muzykantki i
$piewaczki. Wedle tej samej legendy mial on réwniez
niesamowite powodzenie i sukcesy jako kochanek.> W tym
samym wieku tworza takze Li Chi, ktory bada wpisywanie i
opisywanie okrggu na trojkacie, Guo Shoujing, badajacy
interpolacje¢ wyzszych rzedéw (przyblizone wartosci funkcji
w przedziale pomigdzy podanymi warto$ciami), Yang Hui,
ktoéry opisuje mnozenie, dzielenie, pierwiastkowanie,
roOwnania kwadratowe, ciagi, obliczenia powierzchni
roznych figur, a takze bada magiczne kwadraty az do
rozmiarow 10 x 10, oraz Zhu Shijiei, ktory uzywa cyfry
zero. Wraz z poczatkiem wieku XIV chinska matematyka P I P PR P T P
wchodzi jednak w okres stopniowego upadku, az do okolic “éw B Bl Cas i Ml ai
roku 1600, kiedy zaczyna si¢ intensywnie zmienia¢ pod
silnymi wpltywami matematyki zachodnie;j.

-l

Chinski trojkat Pascala

13 Z por6éwnania z biografiami wspotczesnych uczonych, takich jak Stefan Banach, Erwin Schroedinger, Richard Feynman, czy
Lew Landau, wynika duze prawdopodobienstwo, ze legenda ta jest prawdziwa!
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Grecja
(Okres starozytny od ok. 1000 p. n. e. do 323 p. n. e., okres hellenistyczny 323 p. n. e. — 146 p. n. e., okres rzymski 146
p. n. e. — 330 n. e, pismo greckie od ok. 800 p. n. e.)

Liczba w Starozytnosci jako wielkos¢

Gdy w kregu pitagorejczykéw zaswitala okolo 540 roku mys$l, iz liczba jest istota
wszechrzeczy, nie oznaczalo to ,kroku naprzod w rozwoju matematyki”, lecz narodziny z
glebi starozytnej duchowosci catkiem nowej matematyki jako samowiednej teorii,
przezierajacej juz od dawna spoza metafizycznych dociekan i artystycznych tendencji
formalnych. Byla to nowa matematyka, tak jak zrodzona niegdys w wielkiej godzinie dziejowe;,
a wtedy od dawna wygasta matematyka (nigdy nie spisana) kultury egipskiej oraz
algebraiczno-astronomiczna matematyka (z jej ekliptycznymi ukladami wspotrzednych)
kultury babilonskie;j.

Owa sentencja, podiug ktorej liczba stanowi istotg wszystkich zmystowo uchwytnych rzeczy,
pozostala najcenniejsza teza matematyki starozytnej. Wraz z nia zdefiniowano liczbe jako
miare. Mierzenie w tym sensie oznacza mierzenie czegos bliskiego i cielesnego. Przywolajmy
na mys$l kwintesencje antycznego dzieta sztuki: wolno stojacy posag nagiego czlowieka.
Pitagorejskie pojecie harmonii liczb, cho¢ wywiedzione prawdopodobnie z muzyki, ktéra nie
znala polifonii 1 harmonii, i przez odpowiednie formowanie swych instrumentéw dazyta do
ideatu odrgbnych, migkko zaokraglonych, prawie cielesnych tonow, wydaje si¢ stuzy¢ tej rzezbie
za matrycg. Obrabiany kamien jest tylko o tyle ,,czyms$”, o ile posiada wywazone granice i
odmierzona form¢ — jako to, czym si¢ stal pod dlutem artysty. W oderwaniu od tego jest
chaosem, czyms$ jeszcze nie urzeczywistnionym, a wigc tymczasem niczym. To uczucie, juz w
szerszych kategoriach znaczeniowych, stwarza jako przeciwienstwo do stanu chaosu wyobrazenie
kosmosu, bedacego dla duszy antycznej wyklarowang sytuacja w $§wiecie zewngtrznym,
harmonijnym porzadkiem wszystkich $ci$le odgraniczonych i namacalnie obecnych rzeczy
jednostkowo-konkretnych. Suma tych rzeczy jest juz caltym §wiatem; odst¢p migdzy nimi, nasza
przepojona catym patosem wielkiego symbolu przestrzen kosmiczna, jest niebytem, 6 pn 6v.
Patrzac wstecz z tego punktu widzenia, odszyfrujemy by¢ moze najglebsze pojecie antycznej
metafizyki, dmelpov Anaksymandra, termin nieprzethumaczalny na Zaden jezyk zachodni — dmepov
jest tym, co nie posiada zadnej ,,liczby” w sensie pitagorejskim, zadnej mierzalnej wielkos$ci i
granicy, a zatem zadnego bytu okreslonego; jest to bezmiar, bezksztalt, posag jeszcze nie wykuty
z kamiennego bloku. Jest to dpy1), optyczna bezgranicznos¢ i bezforemnosé, ktora dopiero dzigki
granicom, dzigki zmystowej indywiduacji staje si¢ ,,czym$” — $wiatem. Zasada owa jest tym, co tkwi
u podstaw starozytnego poznania jako forma a priori, cielesno$¢ sama w sobie; w
kantowskim obrazie $wiata pojawia si¢ odpowiednio zamiast niej przestrzen, z ktorej Kant mogt
jakoby sobie ,,odmysli¢ wszystkie rzeczy”. Cala antyczna matematyka jest w ostatniej instancji
stereometrig. Dla Euklidesa, ktory ostatecznie ja usystematyzowat w III wieku p. n. e., trojkat
jest z najglebsza konieczno$cia powierzchnia graniczng jakiegos ciata, nigdy za$ systemem trzech
przecinajacych sig linii prostych lub zgrupowaniem trzech punktow w trojwymiarowej przestrzeni.
Okresla on lini¢ jako ,,dlugos¢ bez szerokoscei” (pmiog dmhotés ). W naszych ustach definicja ta brzmiataby
zalo$nie, w matematyce starozytnej za$ jest znakomita.

Liczby naleza wylacznie do sfery rozciaglosci. Ale istnieje tyle mozliwosci, a wigc i
koniecznosci uporzadkowanej prezentacji tego, co rozciagte, ile mamy kultur. Liczba antyczna
nie jest myslowym wyobrazeniem przestrzennych relacji, lecz uchwytnych dla cielesnego oka
odgraniczonych jednostek. Starozytno$¢ zna przeto — w sposob konieczny — tylko liczby
,haturalne” (dodatnie, catkowite), ktore wsrdd wielu nader abstrakcyjnych rodzajow liczb
matematyki zachodniej, systemow liczb zespolonych, hiperzespolonych, niearchimedesowych etc.,
odgrywaja calkiem nieznaczna rolg.

Dlatego wtasnie wyobrazenie liczb niewymiernych, a wigc w naszym zapisie nieskonczonych
ulamkow dziesig¢tnych, pozostalo nicosiagalne dla greckiego umyshu. Euklides mowi — i
nalezatoby go lepiej rozumie¢ — ze niewspotmierne odcinki ,;maja si¢ do siebie nie tak, jak
liczby”. W zrealizowanym pojeciu liczby niewymiernej kryje si¢ w istocie catkowite oddzielenie
pojecia liczby od pojecia wielkosei, 1 to dlatego, ze liczby takiej, na przyktad n, nigdy nie
mozna odgraniczy¢ ani $cisle przedstawi¢ przez jaki$ odcinek. Wynika stad jednak, iz w
wyobrazeniu cho¢by stosunku boku kwadratu do przekatnej liczba antyczna — bedaca na
wskro$ zmystowa granica, zamknigta wielko$cia — natyka si¢ nagle na catkiem inny rodzaj
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liczby, ktory pozostaje z gruntu obcy i niepokojacy dla antycznego poczucia Swiata, jakby si¢
byto przez to bliskim odkrycia jakiej$ niebezpiecznej tajemnicy wiasnego istnienia'. Jest to
gleboki metafizyczny lek przed erozja tego, co zmystowo uchwytne i obecne, czym byt
antyczny otoczyl si¢ niby szancem — kto pojmuje to uczucie, ten pojal takze ostateczny sens
liczby w Starozytnosci, miary w przeciwienstwie do tego, co niezmierzone, jak roéwniez
wzniosty religijny etos jej ograniczen.

Duchowos¢ starozytna odczuwata zasadg niewymiernoséci, burzaca posagowy szereg liczb
catkowitych [naturalnych], reprezentantow doskonatego w sobie porzadku $wiata, jako
wystepek przeciw samej Boskosci. Uczucie to jest widoczne u Platona, w dialogu Timajos.
Wraz z przemiana nieciagltego szeregu liczbowego [charakterystycznego dla Starozytnej
Grecji] w [zachodnioeuropejska nowoczesng ide¢] kontinuum zakwestionowaniu ulega nie
tylko antyczne pojecie liczby, lecz i samo pojgcie antycznego $§wiata. Rozumie sig teraz, iz w
starozytnej matematyce nie sa nawet mozliwe liczby ujemne, wyobrazalne dla nas bez zadnego
trudu, a tym bardziej zero jako liczba — spekulatywny twor godnej podziwu energii
abstrahowania, ktory dla duszy indyjskiej (ona wiasnie wykoncypowala go jako podstawe
pozycyjnych uktadow numeracyjnych) stanowi wrecz klucz do sensu bytu. Wszystko zrodzone
z rozbudzonej w antyku $wiadomosci zostato wigc podniesione do rangi czego$ rzeczywistego
wylacznie dzigki rzezbiarskiemu poczuciu ograniczonosci. To, czego nie sposob nakresli¢, nie
jest ,,liczba”. Platon, Archytas i Eudoksos méwia o liczbach powierzchniowych (kwadratowych)
i cielesnych (stereometrycznych), majac przy tym na mysli nasze podnoszenie do drugiej i trzeciej
potegi; rozumie si¢ samo przez sig, ze nie istnialo dla nich pojecie wyzszych poteg o
wyktadnikach catkowitych. Potgga czwartego stopnia bylaby w $wietle fundamentalnego
poczucia rzezbiarskiego, ktore podstawia od razu pod to wyrazenie czterowymiarowa, i to
materialng rozciaglto$¢, niedorzecznoscia. Wyrazenie w rodzaju e™, ktére ciagle pojawia si¢ w
naszych formutach, czy nawet uzyte juz w XIV wieku przez Mikotaja Oresme oznaczenie
512, wydawalyby si¢ im zupelnie absurdalne. Euklides okre$la mnozniki jakiego$ iloczynu
mianem bokow (mhevpaif). Rachuje si¢ utamkami — oczywiscie skoniczonymi — analizujac
wyrazany liczbami catkowitymi stosunek dwoch odcinkow. Wiasnie dlatego nie moglo w ogole
powsta¢ wyobrazenie liczby zero jako rysunkowo bezsensowne. Nie twierdzmy na mocy
przyzwyczajen naszego inaczej ukonstytuowanego myslenia, ze jest to wilasnie ,,pierwotny
szczebel” rozwoju ,,matematyki”. Matematyka starozytna jest w obrgbie $wiata, jaki stworzyt
wokot siebie cztowiek tej epoki, czym$ doskonatym. Nie jest wszakze taka dla nas.

O. Spengler, 1917, Zmierzch zachodu, Monachium
(przet. J. Marzecki, Warszawa 2001)
fragmenty rozdziatu O znaczeniu liczb

Najstarsze znane oryginaly greckich tekstéw matematycznych pochodza z okresu rzymskiego, posiadamy
jednak bardzo duzo kopii i odpisow wczesniejszych tekstow o dobrze zgadzajacej si¢ chronologii. Grecka
matematyka powstata pod silnymi wptywami matematyki egipskiej i babilonskiej, jednak praktycznie od
razu nabrala swojego wyjatkowego ksztattu. Charakterystyczne cechy matematyki greckiej to rozumienie
liczby jako wielko$ci geometrycznej, oraz idea formalnego dowodu w oparciu o zasady logiki (rozumiane;j
jako czyste, abstrakcyjne mys$lenie). Grecy intensywnie rozwijali geometri¢ figur ptaskich oraz, w
pozniejszym okresie, stereometrig. Trzema wielkimi zagadnieniami matematyki starozytnej Grecji byty bez
watpienia konstrukcje trysekcji kata (podziatu kata na trzy réwne czgsci), kwadratury kota (czyli kwadratu o
polu réwnym polu zadanego kota), oraz podwojenia szescianu. Tylko ostatni z tych problemow zostat
rozwigzany w starozytno$ci'®. Jednym z glownych dziet greckiej matematyki jest geometria krzywych
stozkowych (okrag, elipsa, parabola, hiperbola), rozwinigta zwlaszcza w okresie hellenistycznym. Grecy
stworzyli roéwniez oryginalng metod¢ wyczerpywania, dzigki ktorej mogli oblicza¢ pola bardziej
skomplikowanych figur geometrycznych. Ich system liczbowy byt oparty na oznaczaniu liczb przy pomocy
liter alfabetu:

a=1 =2, v=3,0=4,e=5,a=6,(=T7,n=8 6=90,
t=10, k=20, A=230, p =40, v =50, £ =60,0="T70,7 = 80, b =90,

p =100, o =200, 7 = 300, v =400, ¢ = 500, x = 600, ¢» =700, w = 800, ¢ = 900.

Liczby od napisé6w odrdézniano przez pisanie nad liczbami poziomej kreski, natomiast cyfre tysiecy pisano

14 Zrobit to Diokles (240-180 p. n. e.), lecz nie przy pomocy cyrkla i linijki, lecz bardziej skomplikowanej metody.
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duza litera, lub poprzedzano kreska u dotu. Przyktadowo, liczba 1234 mogta zosta¢ zapisana na dwa
sposoby:

Ao Ad 1o AD

Liczby wigksze od 9999 zapisywano piszac pod nimi p (od stowa myriad, czyli 10 000). Ten system
umozliwiat zapisanie liczby nie wiekszej niz sto milionow .

Wiasciwa historia matematyki greckiej rozpoczyna si¢ wraz z Talesem i1 Pitagorasem, ktorzy tworczo
zaadaptowali i przeksztalcili wiedzg egipskiej 1 babilonskiej matematyki. Tales (ok. 624 — ok. 546) pochodzit
z Miletu, bedacego w tym czasie waznym o$rodkiem handlowym. Prawdopodobnie podrézowat on w
zwiazku ze sprawami handlowymi do Egiptu, gdzie zapoznal si¢ z geometria egipska, oraz na Bliski
Wschod, gdzie zapoznal si¢ z astronomia babilonska (w tym czasie przezywala ona okres ponownego
rozkwitu). Talesowi przypisywane jest sformutowanie pieciu twierdzen Euklidesa'®, oraz stosowanie ich do
rozwigzywania praktycznych probleméw, takich jak obliczanie wysokos$ci piramid oraz odlegtosci statkow
od brzegu. Tales nie formutowat dowodow swoich twierdzen, lecz pokazywal, ze w wielu przypadkach dane
twierdzenie jest prawdziwe. Zapoczatkowalo to rozwdj greckiej nauki, zaréwno przyrodniczej, jak i
matematycznej, poczatkowo w ramach tzw. szkoly milezyjskiej, do ktérej nalezeli migdzy innymi
Anaksymander i Anaksymenes. Potaczenie ogolnej wiedzy z praktycznym mysleniem byto prawdopodobnie
cecha charakterystyczna Talesa. Jak opisuje Diogenes Laertios, Tales przewidzial obfite zbiory oliwek i w
zwiazku z tym wydzierzawit wszystkie ttocznie oliwy znajdujace si¢ w okolicach Miletu, dzieki czemu mogt
okresla¢ ceny w czasie urodzaju, duzo zarabiajac na swoim monopolu. Najstawniejsze dokonanie Talesa jest
jednak zwiazane z astronomig — otdz przewidzial on poprawnie pelne za¢mienie Stonca w 585 r. p. n. e.
Niestety nie wiemy w jaki sposob udato mu sig to zrobié¢, $wiadczy to jednak z pewnoscia o jego glebokiej
wiedzy matematycznej i astronomiczne;j.

Pitagoras (ok. 582 — ok. 507) rowniez zdobyl swoja wiedz¢ dzigki podréozom. Podrézowat on migdzy innymi
do Egiptu, uczac si¢ matematyki, geometrii i astronomii od egipskich kaptanow. Po powrocie do Grecji
zatozyt on hermetyczng sekte pitagorejczykow, zajmujaca si¢ w takim samym stopniu liczbami co mistyka.
Pitagorejczycy, ktory za swoj symbol przyjeli pentagram, prowadzili zycie w dos¢ rygorystycznej
wspdlnocie. Wierzyli oni ze wszystko w Swiecie pozostaje w bezposrednim zwiazku z matematyka, gdyz
liczby sa faktyczna istota §wiata. Byli przekonani, Zze matematyczny opis przy pomocy cykli, harmonii i
proporcji umozliwia pelne wyrazenie §wiata. To wtasnie od Pitagorasa wywodzi si¢ tak charakterystyczne
dla starozytnej kultury greckiej, rozumienie liczby jako proporcji pomigdzy obiektami geometrycznymi.
Jemu takze przypisywane jest pitagorejskie zdanie: liczba jest istotq wszystkich rzeczy. W odrdznieniu od
Talesa, ktorego dziel nie posiadamy raczej dlatego, ze nie przetrwaly, niz dlatego, Ze nic po sobie nie
pozostawit, Pitagoras po prostu nic nie napisat. Cala wiedza pitagorejczykow byla przekazywana droga
ustna, a jej upowszechnienie nastgpito
dopiero wraz z rozpadem ich wspdlnoty
okoto 450 r. p. n. e. Trudno réwniez okreslic,
ile wiedzy pitagorejskiej bylo dzietem
samego Pitagorasa, a ile bylo dzietem jego
uczniéw, gdyz pitagorejczycy wszystkie
swoje odkrycia przypisywali mistrzowi.
Oprocz autorstwa twierdzenia Pitagorasa a” + Obliczanie pola okregu metoda wyczerpywania

b> = % przypisywano mu roéwniez

rozpoznanie, ze gwiazda wieczorna i gwiazda poranna jest ta sama planeta (Wenus). Co ciekawe,
pitagorejczycy odkryli liczby niewymierne, lecz ze wzgledu na swoj §wiatopoglad nie traktowali ich jako
liczby. Wedlug legendy zaszla nastepujaca historia: Pewnego razu kilkoro pitagorejczykow wyprawito si¢ w
podroz morska. W trakcie podrézy jeden z nich odkryl, ze wynik jego obliczen nie jest liczba wymierna.
Pozostali pitagorejczycy uswiadomili sobie wage tego odkrycia i — nie chcac dopuscié, aby inni ludzie
dowiedzieli si¢ o tym przerazajacym fakcie — zamordowali feralnego odkrywce, wrzucajac go do morza.
Jesli nawet legenda ta nie jest prawdziwa, to Swiadczy o wadze, jaka do liczb przypisywali pitagorejczycy!

15 Por. Ksigga Daniela 7,10 i Apokalipsa $w. Jana 5,11.

16 Sa to nastepujace twierdzenia: 1. Srednica dzieli okrag na potowy; 2. Dwa katy przy podstawie trojkata réGwnoramiennego sa
réwne; 3. Jesli dwie linie przecinaja sig, to dwa katy przeciwlegle sa rowne; 4. Kat wpisany na potokregu jest katem prostym;
5. Trojkat jest okreslony, jezeli dana jest jego podstawa i katy przy podstawie.
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W V w. p.n. e. grecka matematyka zaczgta si¢ bujnie rozwijaé, stajac si¢ jednym z podstawowych zajec
greckich elit intelektualnych. Swiadczy o tym fakt, ze Platon zakladajac Akademig¢ ok. 387 r. p. n.e.
umiescit na jej wejsciu napis ,,Niech nie wchodzi tu nikt, kto nie zna geometrii”. Grecka geometria w
dojrzatej postaci zostata wylozona przez Euklidesa (ok. 365 — ok. 300), jednego z pierwszych nauczycieli
stynnej Szkoly Aleksandryjskiej. Euklides byt autorem wielu prac syntetyzujacych cate dziedziny wiedzy,
migdzy innymi z geometrii, optyki, astronomii oraz muzyki, jednak do historii przeszedt przede wszystkim
jako autor dzieta Stoicheia geometrias (,,Elementy geometrii”), w ktorym podat systematyczny wyktad
catosci Owczesnej wiedzy matematycznej. Jego sposOb przestawienia jest wybitnie aksjomatyczny i
dedukcyjny. Elementy Euklidesa wywarly ogromny wptyw na pozniejsza matematyke europejska. Dzieto to
stanowito kanon nauczania geometrii w Europie przez nastepne 2000 lat. Sposoéb wyktadu Euklidesa opiera
si¢ na metodach logiki Arystotelesa, ktory miat wielki wkltad w rozwdj precyzyjnego (a wigc tez i
matematycznego) myslenia.

Prawdopodobnie najwigkszym greckim matematykiem byt Archimedes (ok. 287 — ok. 212). Szeroko znana
jest anegdota o tym, jak Archimedes rozmys$lal w wannie nad problemem okre$lenia ilosci ztota w koronie
krola Syrakuz. Gdy wreszcie wymyslit sposob (oparty na zasadzie zwanej dzi§ prawem Archimedesa),
wyskoczyt z wanny, 1 rzucit si¢ nago w bieg przez miasto krzyczac ,,Eureka! Eureka!” (,,Znalazlem!”). Z
pewnoscia nie jest to jednak jego najwigksze dokonani.! Archimedes studiowal w Aleksandrii, gdzie
nawiazal kontakty z uczniami Euklidesa, z ktorymi zreszta przez cale zycie prowadzil korespondencjg.
Mistrzowsko opanowal obliczanie pol i objetosci rozmaitych, czgstokro¢ skomplikowanych, figur
geometrycznych, poslugujac si¢ metoda wyczerpywania, ktora zreszta tworczo rozwinat. Metoda
wyczerpywania w zastosowaniu do obliczania pola kota polegata na policzeniu pdél powierzchni dwoch
wielokatow foremnych — jednego wpisanego na kole, a drugiego opisanego na nim (tak jak na obrazku
ponizej). Stosujac te metode w przypadku 96-kata foremnego, Archimedes obliczyt ze 3 + '/, > > 3 + 1%
(zazwyczaj Grecy uzywali mniej doktadnej wartosci 7 rownej V10 lub %/;), a takze wykazat (w stynnej pracy
O kuli i walcu), ze stosunek objetosci kuli do objgtosci opisanego na niej walca wynosi 2:3, co zreszta
uznawat za swoje najwigksze odkrycie (Cyceron pisze ze w 75 r. p. n. e. widzial jeszcze grob Archimedesa
na ktorym znajdowal sie rysunek walca opisanego na kuli)'’. Oprécz geometrii Archimedes zajmowat sie
rowniez wielkimi liczbami. W dziele
Psammites (,,O liczeniu ziaren piasku”)
oblicza ile piasku zmiesci si¢ w calym
| wszech$wiecie. Do tego celu tworzy on
| nowy system liczbowy, ktéry za podstawe
bierze najwigksza liczb¢ nazywalna w
starozytnej grece — myriade. Korzystajac
. po drodze ze stwierdzenia ze 10*10°=10"¢,
- oraz oszacowan opartych na
heliocentrycznym [!] systemie Arystarcha,
Archimedes okres$la liczbe ziaren piasku
ktora wypeti caly $wiat na 8*10%, przy
okazji wspominajac réwniez o ogromnej
Sebe liczbie 10°*°". Wsréd wspdlczesnych
Giulio Parigi — Fresk w Galerii Uffizi (1599-1600) sobie wslawil si¢ on jednak nie tyle takimi

igraszkami umyshu, co konstrukcja wielu
pomystowych mechanizméw (migdzy innymi $ruby Archimedesa), oraz obrona Syrakuz przed Rzymianami.
Plutarch opisuje jak dzigki zaprojektowanym przez niego wysuwanym ramionom (zurawiom) obroncy byli
w stanie zatapia¢ statki na morzu, za$ dzigki katapultom zarzucali wojska ladowe gtazami i otowiem. Procz
tego pono¢ zaprojektowal on uktad luster, ktéry umozliwiat skupianie promieni stonecznych na wrogich
okrgtach, a w konsekwencji wywotywanie pozaru lub o$lepianie. W roku 212 p. n. e., po dwoch latach
oblezenia, Rzymianie zdobyli Syrakuzy. Archimedes byt pono¢ tak pochtonigty rozwazaniem jakiego$
problemu, rysujac w tym czasie kota na piasku, ze nie zauwazyt zdobycia miasta. Kiedy rzymski zotnierz
zblizyt si¢ do niego, Archimedes nieuwaznie nie odpowiedzial na pytanie kim jest, proszac jedynie o to, by
nie niszczy¢ jego rysunku kot (gr. pf pov todg xoxhovg tapartte, tac. noli turbare circulos meos), co tak

17 Stosujac metode wyczerpywania obliczyl on rowniez Ze pierwiastek z 3 zawiera si¢ pomigdzy **/is; (= 1.732) oraz '/
(= 1.73205). Dzisiaj wiemy ze przyblizona warto$¢ pierwiastka z 3 wynosi 1.7320508076, wigc wynik Archimedesa byt bardzo
doktadny!
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rozzto$cito Zolnierza, ze 6w w przyptywie wscieklo$ci zabit wielkiego uczonego'®. Wraz ze $miercia
Archimedesa rozpoczat si¢ okres powolnego upadku greckiej matematyki. Pragmatyczni Rzymianie nie byli
zainteresowani abstrakcyjnymi spekulacjami Grekéw, mimo ze korzystali z ich technicznych osiagniec.

W okresie hellenistycznym i rzymskim na uwage zastuguja astronomowie P
Hipparch (190-120 p.n.e.) i Ptolemeusz (90-168 n. e.). Maja oni na swoim 7~ AN
koncie pokazny dorobek astronomiczny, zarowno jesli chodzi o pomiary, jak i o

teorig. Z perspektywy historii matematyki szczegoélnie wazne jest stworzenie M
przez Hipparcha, i pozniejsze rozwinigcie przez Ptolemeusza, tablicy cigciw T
okregu (na obrazku przyktadowa cigciwa jest odcinkiem XB). Tablice te sa N 7 X
rownowazne tablicy funkcji trygonometrycznej sinus, stad tez Hipparcha i ~ |
Ptolemeusza uznaje si¢ za prekursorow trygonometrii (rozwinigtej jednak przede B

wszystkim w Indiach), podobnie jak Archimedesa uwaza si¢ za prekursora rachunku rézniczkowego i
catkowego. Ptolemeusz otrzymat takze wartos$¢ liczby m = 3.1416, czyli taka sama jak Aryabhata w Indiach
300 lat wezesniej. Ostatnim waznym greckim matematykiem byt zyjacy w III w. n. e. Diofantos. Jego dzieto
Arithmétika stanowilo podsumowanie dokonan matematycznych szkoly neopitagorejskiej, rozwijajacej si¢
od I w. n. e. W odréznieniu od reszty matematyki greckiej, dzieto Diofantosa jest nie geometryczne, lecz
arytmetyczno-algebraiczne. Diofantos traktuje utamki tak samo jak inne liczby, wprowadza liczby ujemne,
rozwiazuje rownania trzeciego stopnia, oraz wprowadza zapis symboliczny (algebraiczny) réwnan. Te
dokonania powoduja ze czesto nazywa si¢ go ,,0jcem algebry”. W tym sensie mozna uznac¢ go nie tyle za
ostatniego wybitnego matematyka Srodziemnomorskiej starozytnos$ci, co za pierwszego wybitnego
matematyka powstajacej dopiero nowej formacji kulturowe;j.

W roku 529 cesarz Justynian I wydat kodeks praw zawierajacy paragraf ,,O zloczyncach, matematykach i
tym podobnych osobnikach”, gloszacy migdzy innymi Ze ,potepienia godna sztuka matematyczna jest
zakazana przede wszystkim”. Tego samego roku zlikwidowano roéwniez platonska Akademig. Do
probleméw studiowanych przez Grekow powrdcono w Europie dopiero w péznym $redniowieczu oraz w
czasach Renesansu. Klasyczne greckie problemy kwadratury kota wraz z metodami wyczerpywania podlegty
dalszym badaniom dopiero w renesansowej Europie, prowadzac mig¢dzy innymi do stworzenia rachunku
rozniczkowego 1 catkowego. Co ciekawe, dopiero w XIX wieku Pierre Wantzel i Ferdinand Lindemann
udowodnili ze nie da si¢ skonstruowac trysekcji kata ani kwadratury kota. Wiele wiekow trwala rowniez
dyskusja nad aksjomatami Elementow Euklidesa. Dopiero w wieku XIX Nikotaj Lobaczewski i Janos Bolyai
wykazali ze V aksjomat jest niezalezny od pozostatych, konstruujac geometrie nie spetniajace tego warunku.

Arabia i Persja
(VIII-XV w.)

Obraz swiata Arystarcha. Diofant i liczba arabska

Liczby sa tworami oderwanego od doznan zmystowych rozumienia, czystego myslenia. Nosza one
swa abstrakcyjna wazno$¢ w sobie samych. Natomiast ich Scista stosowalno$¢ do rzeczywistej tresci
rozumiejacego doznania stanowi osobny problem — taki mianowicie, ktory wielokrotnie byt
stawiany, nigdy jednak nie znalazt zadowalajacego rozwigzania. Zgodno$¢ systemow
matematycznych z faktami codziennego do$wiadczenia nie jest bynajmniej na razie czyms
oczywistym. Mimo laickich przekonan co do tego, ze matematyka znajduje bezposrednie
poswiadczenie w danych naocznych — co znajdujemy u Schopenhauera — geometria
euklidejska, ktora zdradza powierzchowna tozsamos$¢ z popularng geometrig wszystkich czasow,
tylko w bardzo waskich granicach (,,na papierze”) zgadza si¢ w przyblizeniu z ogladem. Prosty
fakt poucza — jak dzieje si¢ to przy duzych odlegtosciach — ze dla naszego oka rownolegle
stykaja si¢ w linii horyzontu. Polega na tym cala perspektywa malarska. Euklides, gwoli
naocznej pewnosci swych aksjomatdw, unikat powotywania si¢ na, dajmy na to, trojkat, ktdrego
punkty sa utworzone przez miejsce obserwatora oraz dwie gwiazdy stale — nie mogh on bowiem
by¢ ani wyrysowany ani tez ,bezposrednio ogladany”. I jako mysliciel epoki Starozytnos$ci
Euklides mial racj¢. Przejawialo si¢ tu to samo uczucie, ktore wzdragato si¢ przed liczbami
niewymiernymi i nie odwazyto si¢ poja¢ nicosci jako zero, jako liczbe — uczucie, ktore
takze w bezposrednim przedstawianiu kosmicznych relacji schodzito z drogi temu, co
bezgraniczne, aby uchroni¢ symbol miary.

18 Warto przy tej okazji przypomnie¢ sobie wiersz Stonimskiego pt. Niemcom.
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Arystarch z Samos w latach 288-277 nalezat do krggu astronomow aleksandryjskich,
powiazanych niewatpliwie z chaldejsko-perskimi szkotami; tam tez naszkicowal oOw
heliocentryczny system $wiata, ktéry po ponownym odkryciu go przez Kopernika poruszyt w
samej glebi metafizyczne namigtnosci Zachodu — przywotajmy na pamig¢é Giordana Bruna —
zostal jednak przez Starozytnos$¢ przyjety z petna obojgtnoscia i wkrotce (chciatoby sig rzec:
rozmyslnie) zapomniany. Arystarchowy system §wiata byt w istocie duchowo nieznaczacy dla tej
kultury. Moglby nawet zagrozi¢ jej poczuciu §wiata. Byl jednak w odrdéznieniu od systemu
Kopernika — a ten decydujacy fakt pozostat niedostrzezony — $cisle dostosowany dzigki
szczegolnej koncepcji do antycznego poczucia Swiata. Arystarch przyjat jako kres kosmosu
cielesnie na wskro§ ograniczona, optycznie opanowywalna pusta kulg, w ktorej $rodku
znajdowat si¢ pomys$lany po kopernikansku system planetarny. Antyczna astronomia uwazata
stale ziemi¢ i ciala niebieskie za dwie rozne rzeczy, bez wzgledu na to, jak si¢ z osobna
ujmowalo ich ruchy. Powzigta juz przez Mikotaja z Kuzy i Leonarda da Vinci mysl, iz ziemia jest
tylko gwiazda pomigdzy gwiazdami, harmonizuje rownie dobrze z systemem ptolemejskim, jak
i kopernikanskim. Ale wraz z przyjgciem kuli niebieskiej ominigto zasadg nieskonczonosci, mogaca
zagrozi¢ zmyslowo-antycznemu pojeciu granic. Nie wylania si¢ zadna idea bezgranicznej
przestrzeni kosmicznej, ktora juz tu nieuchronnie si¢ jawi i ktorej wyobrazenie od dawna
zaswitato myslicielom babilonskim. Wprost przeciwnie. Archimedes dowodzi w swym stynnym
traktacie o liczbie ziaren piasku — traktacie bedacym, jak juz zdradza sam tytul, proba obalenia
wszelkich tendencji infinitezymalnych, cho¢ wielokrotnie uznawanym za pierwszy krok na drodze
ku rachunkowi calkowemu — Ze wypehienie tego ciata stereometrycznego (gdyz Arystarchowy
kosmos nie jest niczym innym) atomami (ziarnkami piasku) prowadzitoby do bardzo wysokich,
lecz nie nieskonczonych rezultatow liczbowych. Réwna sig to jednak zaprzeczeniu wszystkiego, co
oznacza dla nas termin ,analiza”. Eudoksos, Apollonios i Archimedes — bezsprzecznie
najprzenikliwsi i najodwazniejsi matematycy Starozytno$ci — przeprowadzili w kompletnej formie
czysto optyczng [geometryczna| analize tego, co si¢ stato, na podstawie rzezbiarsko-antycznej
wartos$ci granicznej, stosujac przy tym gtownie cyrkiel oraz liniat.

Nalezy do tego przede wszystkim metoda ekshaustii (wyczerpywania), widoczna w niedawno
odkrytym liScie Archimedesa do Eratostenesa, gdzie rozwiazujac, na przyktad, problem kwadratury
odcinka paraboli, Archimedes wychodzi od obliczenia wpisanych prostokatow, nie zas podobnych
wielokatow. Ale wiasnie 6w pomystowy, nieskonczenie zawity sposob dochodzenia do rezultatow
— w oparciu 0 pewne geometryczne idee Platona — kaze nam odczu¢ ogromna sprzeczno$é
migdzy ta intuicja a na pozor podobna intuicja Pascala. Nie ma jaskrawszego do tego kontrastu
— jesli pominiemy riemannowskie pojecie catki — niz (niestety) jeszcze dzisiaj tak zwane
kwadratury”, przy ktorych ,,powierzchnia” ma by¢ ograniczana przez funkcje, z catkowitym
odrzuceniem wszelkiej manipulacji rysunkowej. Nigdzie obaj ci matematycy tak si¢ do siebie
nie zblizaja i nigdzie owa nieprzekraczalna przepas¢ tak wypowiadajacych si¢ obu dusz nie
daje si¢ wyrazniej odczué. (...)

Dopiero Diofant — jak ciagle styszymy — uwolnit arytmetyke starozytna z wigzow
zmystowosci, poszerzyt ja i pchnat na nowe tory; nie stworzyt on wprawdzie algebry jako nauki o
wielkosciach nieokreslonych, ale — z nagla, niewatpliwie w efekcie przetworzenia obecnych juz
idei — dal jej wyraz w obrgbie znanej nam matematyki doby starozytnej. Nie jest te wszakze
wzbogacenie, lecz catkowite przezwycigzenie antycznego poczucia §wiata. W jego dziele
wytania si¢ — okoto 250 roku n. e. — spod powloki euklidejskich infencji myslowych owo nowe
poczucie granic wobec rzeczywistosci, tego, co si¢ stalo — okreslam je mianem magicznego —
ktore okazuje si¢ mimowiednie sprzeczne z zamierzona wizja antyczna. Idea liczby jako
wielkosci nie jest tu poszerzona, ale niepostrzezenie uniewazniona. Zaden Grek nie umiatby niczego
orzec o liczbie nieokreslonej a oraz liczbie oderwanej 3 — nie bedacych ani wielkoScia, ani tez
miarg czy odcinkiem.

U Diofanta liczba nie jest juz miara i istota plastycznych rzeczy. Nie zna on wprawdzie zera i liczb
ujemnych, ale nie zna tez juz plastycznych jednostek liczb pitagorejskich. Z drugiej strony
nieokre$lono$¢ oderwanych liczb arabskich jest przeciez czym$ z gruntu innym niz prawidlowa
wariabilno$¢ poézniejszej liczby zachodniej, funkcji. Magiczna matematyka — nie znamy tu
oczywiscie szczegblow — wykroczyta logicznie na calej linii poza Diofanta (ktory jest juz
kolejnym ogniwem pewnego procesu rozwoju) i osiagneta kulminacj¢ w okresie Abbasydow w IX
wieku, jak wskazuje stan wiedzy matematycznej u Al-Chuwarizmiego i Al-Sidziziego.

O. Spengler, 1917, Zmierzch zachodu, Monachium
(przet. J. Marzecki, Warszawa 2001)
fragmenty rozdziatu O znaczeniu liczb
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Narodziny i rozwoj arabskiej matematyki'® zbiegaja si¢ w czasie ze ,,ztotym wiekiem” islamskiego imperium
pod panowaniem dynastii Abbasydow, ktérzy przejeli wiadze¢ w roku 750, przenoszac jednoczesnie stolice z
Damaszku do Bagdadu. Poczawszy od panowania kalifa Haruna al-Rashida, ktory objat wiadze¢ w roku 786,
rozpoczat si¢ okres mecenatu i bujnego rozwoju islamskiej kultury. Harun al-Rashid i jego syn al-Ma'mun
bardzo wspierali rozw6j kultury, badania muzulmanskich uczonych, a takze thumaczenia obcych tekstow na
jezyk arabski. Szczegdlnie wazna role w arabskiej matematyce odegraty dokonane w tym czasie thumaczenia
Elementéw Euklidesa (geometria), Aryabhatiyi Aryabhaty (trygonometria), oraz Brahmasphutasiddhanty
Brahmagupty (arytmetyka). Nieco podzniej przettumaczono réwniez inne dzieta Euklidesa, a takze
Archimedesa, Ptolemeusza, Diofantosa i innych autoréw grackich, jak rowniez prawdopodobnie niektorych
innych autorow indyjskich. Na bazie tych tlumaczen bardzo szybko rozwingta si¢ oryginalna arabska mysl
matematyczna, korzystajaca wprawdzie z dokonan poprzednikdw, lecz posiadajaca unikalny charakter.

Najstynniejszym matematykiem arabskim jest, uznawany za jednego z najwigkszych matematykow
wszechczasow, Abu Ja'far Muhammad ibn Misa al-Khwarizmi (ok. 780-850), zwany rowniez al-
Chuwarizmim. Byl on matematykiem, astronomem, astrologiem i geografem. Stat si¢ prekursorem kilku
dyscyplin matematycznych, oraz wptynat na wspolczesna mysl matematyczna najmocniej ze wszystkich
sredniowiecznych matematykéw. W swoim najwazniejszym dziele al-Kitab al-Magala fi Hisab al-Jabr wa-
al-Mugabala (,,Kompendium o liczeniu przez uzupehienie i wyrdbwnywanie”) podat systematyczny wyktad
0golnych metod rozwiazywania wszystkich mozliwych rownan kwadratowych. Tekst ten jest bardzo czgsto
uznawany za pierwsze dzieto o algebrze®, najbardziej charakterystycznej dziedziny arabskiej matematyki i
jednej z najwazniejszych dziedzin wspoétczesne] matematyki. Dzieto Al-Chuwarizmiego stato si¢ podstawa
zastosowania arytmetyki do geometrii w oparciu o metody algebraiczne. Al-Chuwarizmi dokonal tworczej
syntezy wiedzy greckiej i indyjskiej, wprowadzajac nowe,
algebraiczne podejscie. Rozwinat on dziatania w indyjskim
systemie dziesigtnym, korzystajac z zera, ulamkow i innych
4t procedur arytmetycznych i zastosowal je do problemow
(] algebraicznych, arytmetycznych i geometrycznych. Stowo al-
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(,,Obraz Ziemi”). Podat on takze szczegélowa tablice funkcji
sinus, geometryczne przedstawienie cig¢ krzywych stozkowych,
Strona tytutowa dzieta al-Kitab al-Magala fi uczestniczyl w pomiarach obwodu Ziemi, a takze prowadzit
Hisab al-Jabr wa-al-Mugabala oryginalne badania zwiazane z =zegarami 1 astrolabium
(przyrzadem do pomiaréw potozenia ciat niebieskich).

Od konca wieku VIII az do czasow poczatkdow dominacji imperium ottomanskiego (poczatek XV wieku)
zylo 1 tworzyto wielu arabskich i perskich matematykow, rozwijajacych idee algebraiczne, arytmetyczne,
geometryczne i trygonometryczne. Spos$rod nich warto wymieni¢ nastgpujacych:

19 Zwyczajowe okreslenie ,,matematyka arabska” jest jedynie wygodnym uproszczeniem jezykowym, gdyz w rzeczywistosci
stosunkowo duzo tworcow arabskiej matematyki bylo Persami. Bardziej precyzyjne bytoby wigc mowienie o arabsko-perskiej
matematyce, lub matematyce islamskiej czy tez muzutmanskie;j.

20 Lub drugie, jesli stusznie uwzgledni¢ Arytmetyke Diofantosa.

21 Ciekawostka jest, ze stowo cyfra pochodzi z arabskiego sifi, ktore oznaczato zero, jak rowniez pustke i proznig.
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Abii ‘AlT al-Hasan ibn al-Hajtam (965-1039), zwany Alhazenem, byl urodzonym w Persji
matematykiem, fizykiem i astronomem. Jest uznawany za ,,0jca optyki”. W matematyce zajmowat si¢
migdzy innymi teorig liczb. Byl on pierwszym, ktéry probowat sklasyfikowaé wszystkie parzyste liczby
doskonate (tzn. takie, ktore sa rowne sumie ich dzielnikow wiasciwych, np. 6=3+2+1, 28=14+7+4
+ 2 + 1) o formie 25'(21), gdzie 21 jest liczba pierwsza (niepodzielna przez inng niz ona sama i
jedynka). Jako pierwszy podat takze twierdzenie, ze jesli p jest liczba pierwsza, to 1+(p—1)! Jest
podzielne przez p. Co ciekawe, w Europie twierdzenie to zostalo odkryte ponownie dopiero 750 lat
p6zniej przez Johna Wilsona.

Wybitny perski matematyk Abu Bakr al-Karadzi (953-1029) w swoim stynnym traktacie al-Fakhri
rozwinat idee algebraiczne, catkowicie uwalniajac algebre od operacji geometrycznych, zastgpujac je
przez znane dzisiaj dziatania algebraiczne. Byl pierwszym ktory wprowadzil wyrazenia x, x?, x°,... oraz
1/x, 1/x%, 1/X%,... podajac rowniez zasady ich mnozenia przez siebie. Odkryl rowniez wzor (zwany dzi$
twierdzeniem o dwumianie):

n__ n l’l/ k
(x+y) —Zkzomx y

Al-Karadzi zapoczatkowal szkote algebraikow ktora dziatata i
tworzyla przez kilka nastgpnych stuleci.
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Stynny Omar Chajjam (1048-1131), ktérego pelne imi¢ brzmiato
Ghiyath al-Din Abu'l-Fath Omar ibn Ibrahim Al-Nisaburi
Khayyami (w arabskim), perski poeta, filozof i astronom, tworca
poetyckich Rub‘ayat (,,Rubajjatow”), byt takze matematykiem.
Napisal on dzieto ,,Rozprawe¢ o zademonstrowaniu zagadnien z
algebry”, stanowiace komentarz do Elementow, w ktorym,
studiujac przecigcia krzywych stozkowych, podaje geometryczne
rozwiagzanie réwnan trzeciego stopnia, co jest jednym z
najbardziej oryginalnych odkry¢é w matematyce islamskiej.
Napisat on takze znaczaca pracg na temat V postulatu Euklidesa
o rownoleglosci prostych, zastgpujac V postulat réznymi innymi
twierdzeniami.

Strona z oryginalnego manuskryptu
autorstwa Omara Chajjama

Perski matematyk Ghiyath al-Kashi (1380-1429), znany réwniez jako Gijasedin Dzamszid ben Mas'ud
ben Mahmud al-Kaszi Kaszani, przyczynit si¢ bardzo do rozwoju utamkow dziesigtnych. Gtéwne dzieto
al-Kasziego Miftahul hisabi (,,Klucz do arytmetyki”) jest jednym z najwazniejszych Sredniowiecznych
tekstow matematycznych. Przedstawia on rozwinigcia dziesigtne liczb algebraicznych (takich jak np. V2)
oraz liczb rzeczywistych, w tym rowniez liczby n. W Traktacie o okregu al-Kaszi policzyl n z
doktadnos$cia do szesnastego miejsca po przecinku, podajac m = 3.1415926535897932. Zardéwno jesli
chodzi o arytmetyke, jak i obliczenia rozwini¢¢ dziesigtnych, al-
Kaszi wyprzedzil rozwo6j matematyki europejskiej o okoto
dwiescie lat. Al-Kaszi rozwinal takze metode obliczania
pierwiastkow n-tego stopnia, podang przez Hornera i Ruffiniego
wiele wiekow pozniej. Podat takze tablice wartosci funkcji sinus,
doktadna do okolo 8 miejsc po przecinku (w systemie
dziesigtnym).

oA A = ) as) -y .
u'vb’ffaédu‘— Lo s

W wieku XV, wraz z dominacja Imperium Ottomanskiego, nastapita
stagnacja 1 upadek arabsko-perskiej matematyki, z przyczyn
podobnych do stagnacji i upadku greckiej 1 hellenistycznej
matematyki pod panowaniem Rzymian. Warto pamigtaé, ze wiele
odkry¢ 1 pomystow europejskich matematykow XVI-XVIII wieku
pojawia si¢ kilka wiekow wczesniej w tekstach matematykow
arabskich. Ze wzgledu na zastosowanie abstrakcyjnych symboli
algebraicznych jako podstawowej metody formulowania problemow,
wspolczesna europejska matematyka ma duzo wigcej wspolnego z
matematyka arabska niz grecka.
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Matematyka europejska

(XT-XXI w.)

Liczba jako funkcja na Zachodzie

Decydujacy wyczyn Kartezjusza, ktorego geometria ukazata si¢ w 1637 roku, polegat nie na
wprowadzeniu nowej metody czy punktu widzenia w dziedzinie tradycyjnej geometrii — jak
wielokrotnie si¢ stwierdza — lecz na stworzeniu ostatecznej koncepcji nowej idei liczb, ktora
wyrazila si¢ w ogdlnosci w oderwaniu geometrii od optycznie uchwytywalnych
konstrukeji, od mierzonych i mierzalnych odcinkéw. Analiza nieskonczonosci stala si¢ eo ipso
faktem. Zamiast zmystowego elementu konkretnego odcinka i powierzchni — specyficznego
wyrazu antycznego poczucia granic — pojawia si¢ abstrakcyjno-przestrzenny, a wigc
nieantyczny element punktu, ktory odtad jest charakteryzowany jako grupa przyporzadkowanych
czystych liczb. Kartezjusz zniszczyt przekazane przez tradycjq arabska i teksty starozytne
pojecie wielkosci, zmystowego wymiaru, zastepujac je zmienna warto$cia relacji migdzy
usytuowaniami w przestrzeni. Nie dostrzega si¢ jednak, ze oznaczato to w ogdlnosci
eliminacj¢ geometrii, ktora odtad w obrebie liczbowego §wiata analizy wiedzie pozorne tylko
— spowite w antyczne reminiscencje — istnienie. Termin ,,geometria” ma niezbywalny, nie
dajacy sig zreinterpretowac sens apollinski. Od czasow Kartezjusza ta rzekomo ,,mtodsza
geometria” jest albo czynnoS$cia syntetyczna, ktora okresla potozenie punktéw w niekoniecznie
juz tréjwymiarowej przestrzeni (,rozmaito$ci punktowej”)? za pomoca liczb, albo tez
analityczna, okreSlajaca liczby przez polozenie punktow. To zastgpowanie odcinkow
polozeniami oznacza jednak czysto przestrzenne, juz nie cielesne pojmowanie
rozciaglosci.

Klasycznym przyktadem tego zniszczenia odziedziczonej optyczno-skonczonej geometrii
wydaje mi si¢ przeobrazenie funkcji katowych (trygonometrycznych) — ktore byly w prawie
nieuchwytnym dla nas sensie ,,liczbami” indyjskiej matematyki — w funkcje cyklometryczne,
i dalej ich rozptynigcie si¢ w szeregach, ktore w nieskonczonej liczbowej sferze
algebraicznej analizy zatracily nawet §lady najlzejszego podobienstwa do tworéw geometrycznych
w stylu Euklidesa. Liczba okregu pi — wylaniajac si¢ wszedzie niczym podstawa naturalnych
logarytmow e w calym tym krolestwie liczb — rodzi relacje, ktore uniewazniaja wszelkie
granice dawnej geometrii, trygonometrii, algebry, i ktore nie maja charakteru arytmetycznego ani
geometrycznego; przy ich rozwazaniu nikt juz nie mys$li o rzeczywiscie nakreslonych
okregach czy tez obliczalnych potggach.

Podczas gdy dusza starozytna w osobie Pitagorasa doszta okoto 540 roku do odkrycia swojej
apollinskiej liczby jako mierzalnej wielkosci, dusza zachodnia wykryta za sprawa
Kartezjusza i jego pokolenia (Pascala, Fermata, Desarguesa) w analogicznym punkcie
czasowym ideg liczby, ktora zrodzita si¢ z namigtnego faustowskiego pedu ku
nieskonczonosci. Liczba jako czysta wielkosé, sprzegnigta z cielesna terazniejszoscia konkretnej
rzeczy, znajduje swoj odpowiednik w liczbie jako czystej relacji®. Jesli $wiat antyczny, kosmos,
mozna przy zalozeniu owej glebokiej potrzeby widzialnej ograniczonosci okreslic jako
policzalna sume rzeczy materialnych, to nasze poczucie $wiata urzeczywistnito si¢ w
obrazie nieskonczonej przestrzeni, w ktorej wszystko widzialne — jako co$
uwarunkowanego wobec tego, co nieuwarunkowane — odczuwane jest nieomal jako
rzeczywisto$¢ drugorzedna. Zachodnim symbolem jest decydujace, nie wzmiankowane w zadne;j
innej kulturze, pojecie funkcji. Funkcja nie jest bynajmniej poszerzeniem jakiego$ istniejacego
juz pojecia liczby — jest ona jej catkowitym przezwycig¢zeniem. Nie tylko euklidejska, a
eo ipso takze ,,0gdlnoludzka”, oparta na codziennym do$wiadczeniu geometria dzieci i laikdw,
ale tez i archimedesowa sfera elementarnych rachunkow przestaje tym samym mieé
jakakolwiek warto§¢ dla naprawdg¢ znaczacej matematyki zachodnioeuropejskiej. Istnieje juz
tylko abstrakcyjna analiza. I wlasnie potgga, bedaca zrazu tylko liczbowym oznaczeniem
okreslonej grupy dzialan mnozenia (dla iloczynéw rownych wielkosci), zostaje catkowicie
oderwana przez nowy symbol wykladnika (logarytmu) i jego zastosowanie w ramach
ztozonych, ujemnych, utamkowych form, od pojgcia wielkosci 1 przetransponowana do
transcendentnego $wiata relacji — $wiata, ktory musial pozosta¢ niedostgpny dla Grekdw,
znajacych wyltacznie dwie dodatnie, wyrazane liczbami calkowitymi potggi jako
reprezentantki powierzchni i ciata. Pomy$§lmy tu cho¢by o wyrazeniach w rodzaju

22 Dzi$ powiedzielibySmy — ,,rozmaitoscia teoriomnogosciowa” (przyp. RPK).
23 Odpowiada to doktadnie relacji migdzy moneta a podwdjna buchalteria w finansowych wyobrazeniach obu kultur. (przyp.

autora)

24



- 1i
e ix,a"".

Kazda z nasyconych gigbokim znaczeniem koncepcji, ktore poczawszy od renesansu
szybko po sobie nastgpowaly — liczby urojone i zespolone, wprowadzone przez
Cardana juz okoto 1550 roku, nieskoficzone szeregi, ktére zostaly ugruntowane
teoretycznie przez wielkie Newtonowskie odkrycie dwumianu w 1666 r., logarytmy
odkryte okoto 1610 roku, geometria rézniczkowa, oznaczona catka Leibniza, zbior
jako nowa jednostka liczbowa, sugerowana juz przez Kartezjusza, nowe procesy, jak
cho¢by nieoznaczone catkowanie, rozwdj funkcji w postaci szeregdw, nawet

nieskonczonych szeregéow innych funkcji — jest triumfem nad obecnym w nas
pospolito-zmystowym poczuciem liczby, ktéore w duchu nowej matematyki —
realizujacej z konieczno$ci nowe poczucie §wiata — musiato by¢ przezwyci¢zone.

Nie istniata dotad druga taka kultura, ktéra by okazywata tak wielka cze$§¢
dokonaniom innej, dawno wygastej kultury i tak bardzo ulegata jej wplywom
naukowym, jak wtasnie kultura zachodnia wobec starozytnej. Mimo to kazdy krok
na tej drodze byt faktycznym oddaleniem od zamierzonego ideatu. Historia
zachodniej wiedzy jest historia postgpujacej emancypacji od antycznego myslenia,
uwolnienia nie tyle chcianego, ile wymuszonego w glegbi nieswiadomosci. Tak wigc
rozw0j nowej matematyki przybrat ksztatt skrytej, dilugiej i ostatecznie zwycigskiej
walki przeciw pojgciu wielkosci.

Obecny matematyczny jezyk znakow zafalszowuje ten stan rzeczy; jemu to nalezy
przede wszystkim przypisaé, iz jeszcze dzisiaj nawet matematycy hotduja
przekonaniu, jakoby liczby byty wielko$ciami — na tej bowiem przestance opiera
si¢ w istocie nasza notacja. Ale to nie poszczegodlne, stuzace do wyrazania funkcji
znaki (X, n, 5), lecz sama funkcja jako jedno$¢, jako element, zmienna, nie dajaca
si¢ juz zawrze¢ w optycznych granicach relacja, jest nowa liczbg. Dla niej wtasnie
byltby potrzebny nowy, nie skazony w swej strukturze antycznymi wplywami, jezyk
formut.

Uprzytomnijmy sobie réznicg pomigdzy dwoma réwnaniami — samo to stowo nie
powinno obejmowacé tak roznorodnych rzeczy — jak na przyktad 3% + 4% = 5% oraz x" +
y" = z" (r6wnanie twierdzenia Fermata). Pierwsze sktada si¢ z kilku ,liczb
antycznych” (wielko$ci), drugie za$ jest jedna liczba innego rodzaju, co
przestonigte zostato przez identyczna notacj¢ rozwinigta pod wptywem wyobrazen
euklidejsko-archimedesowych. W pierwszym wypadku znak réwnosci jest konstatacja
sztywnego powiazania okreslonych, uchwytnych wielko$ci; w drugim —
przedstawia on relacje, istniejaca w obregbie grupy zmiennych tworow — relacj¢ tego
rodzaju, ze pewne zmiany z konieczno$ci pociagaja za soba inne zmiany. Pierwsze
rownanie ma na celu okre$lenie (pomiar) jakiej$S konkretnej wielkosci, ,rezultatu”;
drugie nie ma w ogole zadnego rezultatu, lecz jest tylko obrazem i znakiem pewnej
relacji, ktora dla n > 2 — jest to stynny problem Fermata — wyklucza (co mozna
prawdopodobnie wykazac¢**) catkowite wartosci liczbowe. Grecki matematyk nie bylby
w stanie zrozumie¢, co si¢ wlasciwie kryje za takimi operacjami, ktorych koncowym
celem nie jest ,,wyliczanie”.

Juz bowiem wraz z pojeciem niewymiernych, z gruntu antyhellenskich, liczb
uniewaznione zostalo u samych podstaw pojgcie konkretnej, oznaczonej liczby.
Odtad liczby te nie stanowia juz dajacego si¢ ogarna¢ wzrokiem szeregu
wzrastajacych, nieciagltych, plastycznych wielko$ci, lecz tworza przede
wszystkim jednowymiarowe kontinuum, w ktéorym kazde cigcie (w sensie
Dedekinda) reprezentuje jaka$ liczbg, nie podpadajaca raczej pod stare
oznaczenie. Dla umystu starozytnego pomigdzy istnieje 1 a 3 tylko jedna liczba,
dla zachodniego za§ — nieskonczony zbior. Wraz z wprowadzeniem liczb urojonych

(/-1 = 1) 1 w koncu zespolonych (o formie ogoélnej a + bi), ktére nadaja
linearnemu kontinuum szersza posta¢ wysoce transcendentnej konstrukcji ciala
liczbowego (calo$ci zbioru jednorodnych elementéow), w ktérym kazde cigcie
reprezentuje teraz jaka$ ptaszczyzng liczbowa — nieskoficzony zbiér mniejszej
»mocy”, cho¢by ogoét wszystkich liczb rzeczywistych — destrukcji ulegla wszelka

24 1 faktycznie zostato to wykazane, lecz dopiero w roku 1995 przez Andrew Wilesa, po 357 latach po postawieniu tego problemu przez
Pierre'a de Fermata. (przyp. RPK).
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sladowa pozostatos¢ antyczno-popularnej konkretnej uchwytnosci. Te plaszczyzny
liczbowe, ktéore od czasow Cauchy'ego i Gaussa odgrywaja wazna role w teorii
funkcji, sa czystymi tworami myslowymi. Nawet dodatnia liczbg niewymierna jak \/5
daloby si¢ poniekad wykoncypowaé — przynajmniej negatywnie — z antycznego
mys$lenia liczbowego, wykluczajac ja wlasnie jako liczbe — jako appetog i
aAoyoc; wyrazenia typu x+yi wykraczaja jednak poza wszelkie mozliwosci starozytnego
mys$lenia. Teoria funkcji polega na rozciagnigeiu praw arytmetycznych na catg dziedzing liczb
zespolonych, w obrgbie ktorej prawa te maja stale zastosowanie; reprezentuje ona wreszcie
zachodnia matematyke¢ w jej formie czystej, zawierajac w sobie 1 znoszac wszystkie dziedziny
szczegotowe. Dopiero dzigki temu matematyka ta daje si¢ w pelni stosowa¢ do obrazu
wspolrozwijajacej si¢ dynamicznej fizyki Zachodu, podczas gdy matematyka starozytna
stanowi dokladny odpowiednik owego $wiata plastycznych osobnych rzeczy, ktéry jest
przedmiotem teoretycznych i mechanicznych dociekan fizyki statycznej od Leukippa az do
Archimedesa.

Klasycznym stuleciem tej barokowej matematyki — zachodniego antytypu stylu jonskiego —
jest wiek XVIII, ktory od decydujacych odkry¢ Newtona i Leibniza prowadzi poprzez Eulera,
Lagrange'a, Laplace'a i d'Alemberta az do Gaussa. Swietny rozwdj tego poteznego tworu
duchowego nosit pozory cudownosci. Nie odmielano si¢ wprost wierzy¢ wtasnym oczom. To
stulecie wzniostego upojenia calkowicie abstrakcyjnymi, usunigtymi sprzed cielesnego oka
formami — w jednym bowiem rzedzie z tymi mistrzami analizy stoja Bach, Gluck, Haydn,
Mozart — gdy waski krag wybranych i glebokich umystéw rozkoszowat si¢ Swietnymi
odkryciami i hazardowymi spekulacjami, odpowiada dokladnie w swej tresci najdojrzalszemu
stuleciu stylu jonskiego, wiekowi Eudoksosa i Archytasa (440-350) — trzeba tu nadto dodac:
Fidiasza, Polykleta, Alkamenesa i budowli Akropolu — w ktérym $wiat form antycznej
matematyki i rzezby rozkwitnat cala petnia swych mozliwosci, dobiegajac swego kresu.

O. Spengler, 1917, Zmierzch zachodu, Monachium
(przet. J. Marzecki, Warszawa 2001)
fragmenty rozdziatu O znaczeniu liczb

Wraz ze zmierzchem starozytno$ci wiedza matematyczna Grekow zostata w Europie zatracona. Korzystano
wprawdzie z operacji dodawania, odejmowania, dzielenia i mnozenia (przy pomocy cyfr rzymskich), lecz
zapisywano je slownie. Znano rowniez juz tylko elementarna geometrie. Wiasciwa historia matematyki
europejskiej rozpoczyna si¢ dopiero wraz z obszernymi tacinskimi thumaczeniami dziet arabskich w XII i
X1 wieku, zwlaszcza prac Al-Chuwarizmiego, w Hisab al-jabr w’al-muqgabala (Yac. Liber algebra et
almucubala) oraz Kitab al-Adad al-Hindi (Yac. Algoritmi de numero Indorum). W tym samym czasie
przetozono na facing szereg greckich i hebrajskich rgkopiséw matematycznych. W roku 1202 Leonard z Pizy
(zw. Fibbonaccim) wydat ksigge Liber Abaci. Fibonacci spedzit duza cz¢$¢ mtodos$ci w potnocnej Afryce,
gdzie uczyt si¢ arabskiego i studiowat arabska matematyke. Liber Abaci wprowadza obliczenia wykonywane
na liczbach hinduskich uzywanych podéwczas przez Arabdéw. Tekst ten zawiera migdzy innymi opis
mnozenia w stupku, dziatania na utamkach, chinskie twierdzenie o resztach (chinski problem reszty), oraz
zagadnienia zwiazane z liczbami doskonatymi. Liber Abaci jest uznawane za pierwsze istotne europejskie
dzielo matematyczne. Potrzebne jednak bylo kilka wiekow aby europejska matematyka nabrata wiatru w
skrzydta. Przyktadowo, znaki + oraz — pojawiaja si¢ w matematyce europejskiej dopiero pod koniec XV
wieku, zaczerpnig¢te z notacji stosowanej przez kupcoéw (notabene, w Europie przez bardzo dlugi czas
traktowano liczby ujemne jako fikcyjne, czy tez falszywe), zas systematycznego ustalenia symboliki i notacji
w algebrze dokonano dopiero pod koniec XVI wieku. W XVI wieku zostaty przetozone i wydane dzieta
Archimedesa, ktore spowodowaty silny ferment intelektualny, opozycyjny wobec dotychczasowej dominacji
dziet Arystotelesa i scholastykow. Intelektualny klimat renesansu powodowat wielkie zainteresowanie mysla
starozytnej Grecji. Wskutek tego europejska matematyka zaczgta si¢ rozwija¢ na dwoistej bazie wpltywow
arabskiej arytmetyki i algebry oraz greckiej geometrii®.

Pierwsze istotne dokonania matematyczne nowozytnych europejczykéw, bedace zreszta pod wyraznym
wptywem arabskiej algebry, datuja si¢ na renesansowe Wilochy wieku XV i XVI. Pod koniec wieku XV
Scipione del Ferro znalazt ogdlne rozwiazanie rownania trzeciego stopnia. Swoja tajemnic¢ wyjawit on
dopiero na tozu $mieci swoim uczniom, Hannibalowi della Nave oraz Antonio Mario Fiorowi. Korzystajac z

25 Arabska trygonometria, wywodzaca si¢ w wigkszym stopniu z opartej na funkcji sinus trygonometrii hinduskiej, niz z opartej na
cigciwie trygonometrii hellenistycznej, wywarta wptyw w pierwszej kolejnosci na astronoméw, znajdujac wazne miejsce w
matematyce dopiero w okolicach XVII wieku.
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metody del Ferro, Fior wygrat kilka turniejow matematycznych,
przegrywajac jednak w roku 1535 z Niccolo Fontana, zwanym Tartaglia,
czyli jakala. Tartaglia byl matematycznym samoukiem. Dokonal on
migdzy innymi pierwszych wloskich tlumaczen Euklidesa i
Archimedesa. Turniej pomigdzy Fiorem a Tartaglia trwat 50 dni.
Czterdziestego drugiego dnia turnieju Tartaglia dokonal tego samego
odkrycia co Scipione del Ferro i wygral konkurs. Nieco po6zniej
Gerolamo Cardano wyprosit u Tartaglii sekret jego metody pod
przysigega ze nigdy nie ujawni tej tajemnicy. Gdy jednak w roku 1543
Cardano wraz ze swoim uczniem Lodovico Ferrarim odwiedzit
Hannibala della Nave i dowiedziat si¢ o pierszenstwie Scipione del
Ferry, zdecydowal si¢ opublikowa¢ zaréwno metode del Ferry —
Tartaglii, jak 1 odkryta przez Ferrariego w 1540 roku metode
rozwiazania rownan czwartego stopnia. Wydane w roku 1545 dzieto
Gerolamo Cardana Ars Magna spowodowato wielki zal i zlos¢ u
Tartaglii, ktory oskarzyt Cardano o plagiat. Tartaglia wyzwat Cardana w
1548 roku na turniej, na ktéry ten nie raczyl si¢ pofatygowac,
przysylajac Ferrariego. Tartaglia przegral ten turniej. Ironig historii jest Giacomo Cardano
fakt, Ze metoda ktora niezaleznie odkryli del Ferro i Fontana/Tartaglia

nazywa si¢ dzi$ metoda Cardana.

Prawdziwym poczatkiem nowozytnej matematyki europejskiej jest jednak wiek XVII, w ktorym nagle i
silnie wytania si¢ odrgbny charakter europejskiej matematyki. W tym wieku powstaje geometria analityczna
stworzona przez René Descartesa (1596-1650) oraz Pierre'a de Fermata, rachunek rozniczkowo-catkowy,
stworzony przez Isaaka Newtona i Gottfrieda Wilhema Leibniza oraz rachunek prawdopodobienstwa,
stworzony przez Pierre'a de Fermata oraz Blaise'a Pascala. Prace wszystkich tych autoréw sa naznaczone
$cieraniem si¢ idei geometrycznych starozytnej Grecji z ideami arytmetycznymi i algebraicznymi Arabow.
Jednak pomimo braku ustalonego jezyka (ktory zostat sformutowany dopiero w wieku XVIII), wszystkie te
trzy teorie staly si¢ podstawa wspolczesnej matematyki. Rowniez w tym wieku John Napier wymyslit
logarytmy, ktore zostaly poOzniej rozpropagowane przez Henry'ego Briggsa. Jedne z najwazniejszych
matematycznych dziet tego wieku to z pewnoscia Methodus fluxionum et serierum infinitarum oraz De
quadratura curvarum Newtona, w ktorym wyklada on metode flusji, czyli swoja wersje rachunku
rozniczkowo-catkowego, oraz traktat La géométrie Descartesa, w ktorym przedstawia on swoja geometri¢
analityczna.

Dopiero w nastgpnym wieku, ktory cechuje bujny rozwdj
mechaniki teoretycznej (wywodzacej si¢ z geometrii analitycznej,
rachunku rézniczkowo-catkowego, oraz mechaniki Newtona),
ostatecznie formuje si¢ ksztalt europejskiej matematyki, opartej
przede wszystkim na pojeciu funmkcji. Stynnymi tworcami
mechaniki teoretycznej byli Leonhard Euler (1707-1783), Joseph
Louis Lagrange, oraz Pierre-Simon Laplace. Najwigkszym
matematykiem XVIII wieku 1 jednym =z najwigkszych
matematykoé6w w historii ludzkos$ci byt z pewno$cia Leonhard Euler.
Dokonat on nie tylko wielu odkry¢, lecz rowniez stworzyl nowe
dziaty matematyki, rachunek wariacyjny oraz geometrig
rozniczkowa, a takze wprowadzit charakterystyczne dla matematyki
europejskiej  pojecie  funkcji  oraz  ustandaryzowal  wiele
matematycznych okreslen. To wlasnie Euler wprowadzit
oznaczenie i oznaczajace pierwiastek z liczby —1, oraz oznaczenie e
dla badanej przez Bernoulliego, Leibniza i Napiera liczby 2.7182...,
jak réwniez podat jeden z najstynniejszych wzoréw wszechczasow,
faczacy w sobie wszystkie najwazniejsze state matematyczne: 0, 1,
T, i, oraz e:

Portret Leonharda Eulera pedzla
Emanuela Handmanna

e"+1=0.
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Wiek XIX cechuje duzy wzrost abstrakcyjnosci matematyki, potaczony z jednoczesnym powstawaniem
nowych dziedzin matematycznych. Evariste Galois (zmarly w wieku 21 lat) oraz i Niels Henrik Abel (zmarty
w wieku 26 lat) badali rozwigzania rownan stopnia wyzszego niz czwarty, co doprowadzito do powstania i
rozwoju teorii grup oraz teorii robwnan algebraicznych. Augustin
Louis Cauchy oraz Karl Weierstral stworzyli podstawy teorii
granicy funkcji oraz (wraz z Carlem Friedrichem Gauflem) teorii
funkcji analitycznych, czyli rozniczkowalnych funkcji na
zmiennych zespolonych. W geometrii Nikotaj Lobaczewski i
niezaleznie Janos Bolyai wykazali ze V aksjomat Euklidesa jest
niezalezny od pozostalych i ze istnieja geometrie nie spetniajace
tego warunku. Konsekwencja ich odkry¢é bylo sformutowanie
przez Bernharda Riemanna nowej teorii geometrycznej (zwanej
dzi§ geometria Riemanna), znacznie ogolniejszej od geometrii
Euklidesowej. W ten sposob nowozytna matematyka europejska
przekroczyta swoje korzenie rowniez w geometrii, gdyz geometria
riemannowska oparta byla na teorii funkcji 1 geometrii
rozniczkowej, dziedzinach bardzo odleglych od euklidesowego
studiowania wymiernych proporcji migdzy odcinkami. Geometria
Riemanna stata si¢ pot wieku poézniej podstawa matematyczna
ogodlnej teorii wzglednosci  FEinsteina. Za najwigkszego
matematyka XIX wieku uznaje si¢ powszechnie Carla Friedricha
GauBa (1777-1855), geniusza matematycznego zwanego
»ksigciem matematyki”, ktory dokonat wielkiej liczby odkry¢
migdzy innymi w teorii liczb, analizie, geometrii rézniczkowej, a  po 4ot Carla Friedricha Gaussa pedzla
takze w badaniach magnetyzmu, w geodezji, oraz w optyce. Swoje Christiana Albrechta Jensena
wielkie dzielo Disquisitiones Arithmeticae poswigcone teorii liczb

Gauss napisat majac jedynie 21 lat. Scalit w nim dokonania Fermata, Eulera, Lagrange'a i Legendre'a,
dodajac wiele oryginalnych twierdzen i obserwacji. W tym samym roku udowodnit réwniez podstawowe
twierdzenie algebry (mowiace, ze rOwnanie algebraiczne stopnia 7 ma n rozwigzan zespolonych). Pod koniec
XIX wieku Georg Cantor stworzyt teori¢ mnogosci, badajaca zbiory. Cantor odkryt, ze w jego teorii zbiory
moga posiada¢ nieskonczonosci roznego rodzaju: czym innym jest nieskonczonos¢, ktéra pojawia si¢ u liczb
naturalnych 1, 2, 3, 4, ..., a czym innym jest nieskonczono$¢ liczb rzeczywistych. Badania te doprowadzily
do rozwazania nieskonczonej liczby réznych nieskonczonos$ci, indeksowanych przy pomocy hebrajskiej
litery alef R. Nieskonczono$¢ zwiazana z liczbami naturalnymi oznaczona zostala jako X z indeksem zero —
€O oznacza najmniejsza z nieskonczonosci.

W wieku XX matematyka stata si¢ dziedzina bardzo rozlegla, czestokro¢ nie obejmowana juz przez samych
matematykow. Gtownymi zjawiskami w tym czasie staly si¢ z pewnos$cia rozwdj metod analitycznych z
jednej strony oraz algebraicznych z drugiej. W pierwszej potowie XX wieku silnie zaznaczyla si¢ tendencja
do sprowadzenia podstaw matematyki do logiki i operacji gramatycznych na znakach, nad czym pracowali

- migdzy innymi Bertrand Russell oraz David Hilbert (tzw.
. program Hilberta mial na celu wiasnie formalizacje
' matematyki). Jednak pracom tym ostateczny kres
. polozyly twierdzenia Kurta GoOdla, ktéory wykazat
(moéwiac w skrdcie), ze tego typu dziatalnosc jest skazana
na fiasko. Dziedzing matematyki powstatg w XX wieku,
.| ktora od razu zyskata ogromne znaczenie, jest topologia,
rozwazajaca takie wlasno$ci przestrzeni, ktore nie
i zmieniaja si¢ przy ich wyginaniu i rozciaganiu. W drugiej
polowie wieku XX bardzo silnie rozwingta sig
| abstrakcyjna algebra, taczac si¢ zardwno z badaniem
problemow geometrycznych (jako geometria
i algebraiczna) jak 1 topologicznych  (topologia
algebraiczna). W obydwu tych dziedzinach bardzo istotna
role pelni teoria kategorii, ktéora bada ogolne
| przeksztalcenia migdzy obiektami zachowujace strukturg
tych obiektow.
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Ze wzgledu na réznorodnos¢ oraz specjalistyczno$¢ najnowszej wiedzy trudno ja ujac syntetycznie w skrocie
zrozumiatym dla osoby postronnej. Ogolnie jednak mozna powiedzie¢, ze cecha charakterystyczna wieku
XX byl wybitny wzrost abstrakcyjnosci badanych zagadnien matematycznych, odkrywaniem wielu
powiazan pomigdzy roéznymi dziedzinami wiedzy matematycznej, odrywaniem si¢ nowych dyscyplin i
specjalizacja badan, a takze powstanie dziedzin, ktore badaja ogdlne struktury w ramach ktorych moga
istnie¢ obiekty matematyczne (teoria grup, a zwlaszcza teoria kategorii). Posréd wielkich matematykow
dwudziestego wieku z pewno$cia nalezy wymieni¢ dwie postacie: Srinivas¢ Aiyangara Ramanujana,
genialnego indyjskiego samouka®, oraz Alexandre'a Grothendiecka, ktory w latach sze$¢dziesiatych
zrewolucjonizowatl rozlegle potacie nowozytnej matematyki (migdzy innymi topologi¢ algebraiczna i
geometri¢ algebraiczng).

Zakonczenie

Trudno powiedzie¢, jak dalej potoczy si¢ historia zachodnioeuropejskiej matematyki. Z pewnoscia jednak w
jej przemianach odegra wazna rolg zaréwno czynnik indywidualny, jak i kulturowy. Zamiast zbgdnych
podsumowan oddamy zatem raz jeszcze glos syntetycznemu komentarzowi Spenglera.

Geometria i arytmetyka

Punktem wyjscia wszelkiego formowania w epoce Starozytnosci bylo — jak widzielismy —
porzadkowanie tego, co si¢ stato, o ile jest to obecne, ogarnialne wzrokiem, mierzalne i
policzalne. Zachodnie, gotyckie poczucie formy, wlasciwe niepohamowanej, przepojonej silna
wola, wybiegajacej w dal duszy, wybralo znak czystej, niepostrzegalnej, bezgranicznej
przestrzeni. Nasza nieskonczona przestrzen kosmiczna, ktorej istnienie jest dla nas — jak si¢
zdaje — zrozumiate samo przez sig, nie istnieje dla czlowicka starozytnego. Nie potrafit on
nawet jej sobie wyobrazi¢. Absolutna przestrzen naszej fizyki jest w istocie forma obudowana
bardzo licznymi i nader zawitymi przestankami — forma naturalng i konieczna wylacznie dla
naszej duchowosci. Najprostsze pojecia sa zawsze najtrudniejsze. Poczawszy od Kartezjusza,
cala matematyka stuzy teoretycznej interpretacji tego wielkiego, przesyconego religijng trescia
symbolu. Starozytna matematyka i fizyka nie znaja w ogole tresci tego stowa. Tu tez
miana antyczne, ktore przejeliSmy z literackiej spuscizny Grekdéw, przestaniaja ten stan
rzeczy. Geometria oznacza sztukg mierzenia, arytmetyka — sztuke liczenia. Matematyka
zachodnia nie ma juz nic wspolnego z tymi dwoma rodzajami odgraniczania, nic znalazta
jednak dla siebie zadnych nowych termindéw. Slowo ,analiza” nie moéwi bynajmniej
wszystkiego.

Czlowiek starozytny zaczyna i konczy swe rozwazania na pojedynczych ciatach i ich
powierzchniach granicznych, do ktérych posrednio naleza przecigeia stozkowe 1 wyzsze krzywe.
My znamy w gruncie rzeczy tylko abstrakcyjny przestrzenny element punktu, ktory — bez
naocznego ujgeia, bez mozliwoscei zmierzenia i nazwania — stanowi wylacznie osrodek relacji.
Linia prosta jest dla Greka mierzalng krawedzia, dla nas za$ bezgranicznym kontinuum punktow.
Leibniz podaje jako przyklad swej zasady infinitezymalnej lini¢ prosta, ktora przedstawia
graniczny przypadek okregu o nieskonczenie wielkim promieniu, podczas gdy punkt stanowi inny
przypadek graniczny. Dla Grekéw jednak okrag jest plaszczyzna, i problem polega na tym, by
sprowadzi¢ ja do wspotmiernej postaci. Tak wigc klasycznym problemem granicznym dla
antycznego umyshu stala si¢ kwadratura kota. Dla nas przeobrazilo si¢ to w malo znaczaca
procedure, polegajaca na przedstawianiu liczby n za pomoca §rodkow algebraicznych, przy
czym nie ma juz w ogole mowy o konstrukcjach geometrycznych.

Matematyk starozytny zna tylko to, co widzi i uchwytuje. Tam, gdzie ustaje ograniczona i
ograniczajaca widzialno§¢ — temat jego proceséw myslowych — jego wiedza dobiega
kresu. Matematyk zachodni — skoro tylko, uwolniwszy si¢ od ,,uprzedzen” Starozytnosci,
rozpoznal wlasna tozsamo$§¢ — zapuszcza si¢ w catkowicie abstrakcyjny region nieskonczonej
liczbowej r6znorodnosci o n, juz nie 3 wymiarach, w obrebie ktorej jego tak zwana geometria
moze i przewaznie musi obej$¢ si¢ bez jakiejkolwiek pomocy naocznosci.

Tak wigc Starozytnos¢ stala si¢ stopniowo z wewngtrzng koniecznoscia kultura ,,matego”. Dusza

26 Wtasciwie jednak Ramanujan byt wielkim wspotczesnym matematykiem indyjskim, a nie europejskim — jego dzieta sa znacznie
blizsze matematyce kultury indyjskiej niz europejskie;.
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apollinska usitowata zaczarowaé sens tego, co si¢ stalo, przez zasade¢ ogarnialnej wzrokiem
granicy; jej ,.tabu” zesrodkowywato sig na bezposredniej obecnosci 1 bliskosci tego, co obce. To,
co dalekie, niewidzialne, tym samym nie istniato. Jak greka nie miala terminu na oznaczenie
przestrzeni — bedziemy jeszcze wielokrotnie $ledzi¢ przemozna symbolike takich fenomendéw
jezykowych — tak tez brakuje Grekom naszego poczucia krajobrazu, poczucia horyzontu,
widokow, dali, oblokow, a takze pojecia ojczyzny, ktora si¢ daleko rozposciera i ogarnia wielki
nardd. Antyczna $wiatynia, dajaca si¢ obja¢ jednym rzutem oka, jest najmniejszym z wszystkich
klasycznych typow budowli. Geometria od Archytasa az do Euklidesa zajmuje si¢ — jak czyni to
jeszeze dzisiaj podlegta jej wptywom geometria szkolna — matymi, porgcznymi figurami i ciatami,
nie dostrzegajac tym samym trudnosci, jakie wylaniaja si¢ przy pierwszoplanowym uwzglednianiu
figur o wymiarach astronomicznych, co nie pozwala juz stosowal wszgdzie geometrii
euklidesowej. W przeciwnym razie subtelny duch attycki miatby zapewne juz wtedy jakie$
przeczucie problemu geometrii nieeuklidesowych, gdyz zarzuty przeciw znanemu aksjomatowi
rownoleglych®, ktorego watpliwe, a przeciez nie ulepszalne sformulowanie bardzo wczesénie
wzbudzato zdecydowany sprzeciw, ocieraty sig prawie o to decydujace odkrycie. O ile dla mysli
starozytnej oczywiste bylo wytaczne zajmowanie si¢ ,,bliskim i matym”, o tyle rownie oczywiste
jest dla naszej umystowosci rozwazanie tego, co nieskonczone, co przekracza granice wzroku.
Wszystkie koncepcje matematyczne, odkryte czy zapozyczone przez Zachod, zostaty ewidentnie
podporzadkowane infinitezymalnej mowie form, i to na dlugo przedtem, zanim odkryto
wlasciwy rachunek rozniczkowy. Algebra arabska, indyjska trygonometria, starozytna
mechanika zostaly bezceremonialnie wcielone do analizy. Mozna do pewnego stopnia
traktowac geometri¢ algebraicznie albo tez algebre geometrycznie, to znaczy wyeliminowac
wzrok lub pozwoli¢ mu panowaé. To pierwsze jest naszym dzietem, to drugie uczynili Grecy.
Archimedes, ktory w swych efektownych obliczeniach spirali dotyka pewnych faktow
ogblnych, stanowiacych takze podstawe metody catki oznaczonej u Leibniza,
podporzadkowuje natychmiast swa — z pozoru nader nowoczesng procedur¢ badawcza —
zasadom stereometrii. Matematyk indyjski znalazlby z cala oczywistoscia w podobnym
przypadku jakie$ sformutowanie trygonometryczne?’.

Z fundamentalnego przeciwienstwa liczb antycznych i zachodnich wynika réwnie doglebne
przeciwienstwo stosunku, w jakim stoja do siebie elementy kazdego z tych liczbowych
swiatow. Stosunek wielkosci zwie si¢ proporcjq, stosunek relacji zawiera si¢ w pojeciu funkcji.
Oba terminy maja — wykraczajac poza dziedzing matematyki — ogromne znaczenie dla
techniki dwu pokrewnych z nig sztuk: rzezby oraz muzyki. Jesli abstrahujemy
catkowicie od sensu, jaki posiada termin ,,proporcja” dla rozcztonkowania osobnego posagu,
to wlasnie typowe dla StarozytnoS$ci artystyczne formy posagu, reliefu i fresku pozwalaja na
powigkszanie i pomniejszanie skali — stowa te za§ nie maja zadnego w ogodle sensu dla
muzyki. Natomiast w obrgbie teorii funkcji decydujace znaczenie ma pojecie
transformacji grup, 1 muzyk potwierdzi, Ze analogiczne formacje i stanowig istotng czgS¢
nowozytnych teorii kompozycji. Wspomng i tu tylko o jednej z najbardziej wyszukanych form
instrumentalnych XVIII wieku ,, tema con variazioni”.

Kazda proporcja zaklada stalo$¢, kazda transformacja zaklada zmienno$¢ elementow;
porownajmy tu twierdzenie o przystawaniu trojkatéw w ujeciu Euklidesa, ktdrego dowdd
opiera si¢ faktycznie na naocznym stosunku 1:1, z nowozytnym ich wyprowadzaniem za
pomoca funkcji katowych (trygonometrycznych).

Konstrukcja — ktéra w szerszym znaczeniu obejmuje wszystkie metody elementarnej
arytmetyki —jest alfq i omegq matematyki starozytnej: jest to sporzadzanie osobnej i naocznej
figury. Kazda konstrukcja potwierdza, kazda za$ operacja neguje to, co widoczne —
pierwsza bowiem uwydatnia dane optyczne, druga natomiast je uniewaznia. I tak rysuje si¢
dalsze przeciwienstwo obu tych rodzajéw procedury matematycznej: starozytna matematyka
»malego” rozwaza konkretne pojedyncze przypadki, rozwiazuje liczbowo okreslone zadania,
wykonuje jednorazowa konstrukcje. Matematyka ,,nieskonczonego™ traktuje o catych klasach
mozliwosci formalnych, grupach funkcji, operacjach, réwnaniach, krzywych, i to wcale nie w
odniesieniu do jakiegokolwiek rezultatu, lecz majac na wzgledzie ich przebieg. W ten sposob
powstata w ciagu ostatnich dwu stuleci — z czego dzisiejsi matematycy nie zdaja sobie
przewaznie sprawy — idea ogolnej morfologii operacji matematycznych, ktora mozna okresli¢
jako wlasciwa tre§¢ calej nowozytnej matematyki. Ujawnia si¢ tu szeroko zakrojona tendencja
zachodniej duchowosci, ktéra ze strony na strong bedzie si¢ coraz bardziej uwyrazniaé —

27 Nie sposob juz dzisiaj ustali¢, jaka czg$¢ znanej nam indyjskiej matematyki powstata w dawnej, tj. przedbuddyjskiej epoce.

(przyp. autora)
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Post scriptum

tendencja, bedaca wylaczna wiasnoscia ducha faustowskiego i1 jego kultury, nie znajdujaca
zadnych pokrewienstw w innych kulturach. Przewazajaca wigkszoS¢ kwestii zaprzatajacych
nasza matematyke jako jej specyficzne problemy — odpowiednio do kwadratury kota u
Grekow — jak na przyktad analiza kryteriow konwergencji nieskonczonych szeregow
(Cauchy) lub transformacja eliptycznych i ogolnoalgebraicznych catek w funkcje wielokrotno-
periodyczne (Abel, Gauss), wydataby si¢ ,.starozytnym”, ktorzy poszukiwali zwyktych
okreslonych wielko$ci jako rezultatow, pomystowa, nieco dziwaczna igraszka myS$lowa.
Pokrywatoby si¢ to zreszta dokladnie z dzisiejszymi zapatrywaniami szerszych kregow
spoteczenstwa.

O. Spengler, 1917, Zmierzch zachodu, Monachium
(przet. J. Marzecki, Warszawa 2001)
fragmenty rozdziatu O znaczeniu liczb

Zawarty w niniejszym teks$cie dowod rownosci 2 + 2 = 4 jest nieco uproszczony. Dla 0sob zainteresowanych
bezwzgledna matematyczna precyzja przytaczamy dowod tego ze 1 + 1 = 2, podany przez Bertranda
Russella i Alfreda N. Whiteheada w pracy Principia Mathematica (1913).
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#5442 ::0e2.D:.8Ca.q!8.8%a.=.8ect*a
Dem.
k. %544, dbuma=izviy.D:.

[#24'58:56.#51:161] =:8=tc.v.B=1t'y.v.B8=a )
F.#54'25 . Transp . #52:22. D F:ay.D. 'z v iy iz . 'z v iy + oy :
[#1812] ODt:a=tzviy.a4y.d.a$t'z.atty 2)

Fo(1).(2).dbza=t'zviy.a$y.D:

[%51-235] =:(g2).zea.B=1's:
[%37-6] =:Bela (3)
F.(3).%11°11-35 . %54-101 . JF. Prop
#5443 F:ia,B8c¢l.D:anB=A.=.avBe2
Dem.
F.#5426.DF:.a=t2. 8=1y.D:avBe? zdy.

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 + 1 = 2.

PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITHMETIC [PART 1I

BCa.q!B.=:8=A.v.B8=tz.v.B=i'y.v.B=a:q!8:

BCa.q!B.B+a.=:8=1z.v.B8=1y:

[#51:231]

[#1312)

F.(1).#1111185.D
Fi(ge,y).a=tz.B=1y.D:avBe2.=.anB=A (2)

F.(2).#1154. %621 . D F. Prop

znty=A.
anfB=A (1)
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