
Mechanika klasyczna

Zestaw zada« domowych nr 1 � Rozwi¡zania

12 listopada 2008

1. Cz¡stka o ªadunku q i masie m porusza si¦ w jednorodnym polu magnetycznym ~B.
W czasie t0 = 0 cz¡stka znajduje si¦ w punkcie ~r(t0) = 0 i ma pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡
równ¡ v0. Znale¹¢ tor cz¡stki, pr¦dko±¢ i przyspieszenie.

Wskazówka:
Wygodnie jest wybra¢ ukªad odniesienia w taki sposób, »e o± z jest równolegªa do
kierunku pola magnetycznego i pr¦dko±¢ pocz¡tkowa le»y w pªaszczy¹nie xz.

Rys.1

Rozwi¡zanie:
Równanie Newtona:

m~̈r = ~F = q~v × ~B gdzie ~B = (0, 0, B)

ẍ = ωẏ x(0) = 0 ẋ(0) = v0x (1)

ÿ = −ωẋ y(0) = 0 ẏ(0) = 0 (2)

z̈ = 0 z(0) = 0 ż(0) = v0z (3)
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ω ≡ qB
m

Caªkuj¡c równanie (3) otrzymujemy: z(t) = v0zt.
Mno»¡c równianie (2) przez i oraz dodaj¡c równianie (1) mamy:

z̈ + iÿ = −ωi(ẋ+ iẏ)

Wprowadzamy now¡ zmienn¡: ξ(t) = ẋ+ iẏ

ξ(0) = v0x

ẋ(t) = Reξ(t) ẏ(t) = Imξ(t)

ξ̇ = −ωiξ

ξ(t) = Ce−iωt ⇒ C = v0x ⇒ ξ(t) = v0xe−iωt

ẋ(t) = v0x cos(ωt) ẏ(t) = −v0x sin(ωt)

x(t) =
v0x
ω
sin(ωt) + C1 x(0) = 0⇒ C1 = 0

y(t) =
v0x
ω
cos(ωt) + C2 y(0) = 0⇒ C2 = −

v0x
ω

Zatem:

x(t) =
v0x
ω
sin(ωt)

y(t) =
v0x
ω
(cos(ωt)− 1)

z(t) = v0zt

x2 + (y +
v0x
ω
)2 = (

v0x
ω
)2

Jest to równanie dla okr¦gu o ±rodku w punkcie (0,−v0x
ω
) i promieniu v0x

ω
.
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Rys.2

~v = (v0x cos(ωt),−v0x sin(ωt), v0z)

v =
√
(v20x + v20z) = v0 v̇ = 0

~a = (−ωv0x sin(ωt),−ωv0x cos(ωt), 0)

a = ωv0x ~a⊥~v

2. Biedronka porusza si¦ po krzywej, która we wspóªrz¦dnych kartezja«skich jest opisana
nast¦puj¡co:

x(t) = v0t cos(ωt), y(t) = v0t sin(ωt), z(t) = 0, v0 > 0, ω > 0.

a) Narysowa¢ krzyw¡, po której porusza si¦ biedronka.

b) Obliczy¢ pr¦dko±¢ i przyspieszenie.

c) Znale¹¢ krzywizn¦ i skr¦cenie krzywej.

d) Zakªadaj¡c, »e biedronka porusza si¦ od chwili t = 0 do chwili t = T obliczy¢
dªugo±¢ przebytej w czasie T drogi.

Rozwi¡zanie:

a)

x(t) = v0t cos(ωt) x2 = v20t
2 cos2(ωt)

y(t) = v0t sin(ωt) y2 = v20t
2 sin2(ωt)

3



z(t) = 0

x2 + y2 = v20t
2 ⇒ t =

√
x2 + y2

v0
y

x
= tg

ω

v0

√
x2 + y2

Rys.3

φ = arc tg
y

x
= ωt

r = (x2 + y2)
1
2 = v0t

b)

~v = (v0 cos(ωt)− v0ωt sin(ωt), v0 sin(ωt) + v0ωt cos(ωt), 0)

~a = (−2v0ω sin(ωt)− v0ω2t cos(ωt), 2v0ω cos(ωt)− v0ω2t sin(ωt), 0)

v = v0
√
1 + ω2t2

a = v0ω
√
4 + ω2t2

c) Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru na krzywizn¦ i skr¦cenie, wyprowadzonego w
zadaniu 3:

K =
1
v3

√
v2a2 − (~v~a)2
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~v~a = vxax + vyay = v20ω
2t

K =
ω(2 + ω2t2)

v0(1 + ω2t2)
3
2

Promie« krzywizny zatem wyra»a si¦:

ρ =
1
K
=
v0(1 + ω2t2)

3
2

ω(2 + ω2t2)

Wzór na skr¦cenie mo»emy zapisa¢ jako:

w =
1
K2
1
v6
(~v × ~a)d~a

dt

Wektor ~v × ~a ma form¦: (0, 0, f(t)), natomiast wektor d~a
dt
: (g1(t), g2(t), 0).

Zatem (~v × ~a)d~a
dt
= 0.

Skr¦cenie w ka»dym punkcie krzywej jest równe 0.

d) Skªadowa styczna przyspieszenia:

at =
dv

dt
= v0

ω2t√
1 + ω2t2

Skªadowa normalna przyspieszenia:

an =
v2

ρ
= Kv2 =

v0ω(2 + ω2t2)√
1 + ω2t2

Skªadow¡ an mo»na takze znale¹¢ z wyra»enia:

a2 = a2t + a
2
n

,
wtedy krzywizn¦ mo»na zapisa¢ jako:

K =
an
v2

Droga przebyta od t0 = 0 do T wynosi:

S =
∫ T
0 vdt = v0

∫ T
0

√
1 + ω2t2dt = v0ω

∫ T
0

√
1
ω2
+ t2dt = v0ω[ t2

√
1
ω2
+ t2 +

1
2ω2 arc sin(ωt) ]

T
0 =

v0ω
2 [
√
1
ω2
+ T 2T + 1

ω2 arc sin(ωt) ]

3. Wyznaczy¢ krzywizn¦ i skr¦cenie krzywej danej parametrycznym równaniem
~r = ~r(t) przez ~v = d~r

dt
, ~a = d

2~r
dt2

oraz d
3~r
dt3

, a tak»e dªugo±ci tych wektorów.

Rozwi¡zanie:
Krzywizna:

K :=| d
~T

ds
|=| d

2~r

ds2
|
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K =| d
~T

ds
|=

√√√√d~T
ds

d~T

ds

~T =
~v

v

d~T

ds
=
~T

dt

dt

ds
=
1
v

d~T

dt

d~T

ds
=
1
v

d~T

dt
=
1
v

d

dt
(
~v

v
) =
1
v
((− 1
v2
)
dv

dt
~v +
1
v

d~v

dt
) =
−dv
dt

v3
~v +
1
v2
~a

d~T

ds

d~T

ds
=
(dv
dt
)2

v6
v2 +
a2

v4
−
2dv
dt

v5
~v~a

dv

dt
=
d

dt

√
~v~v =

(~v d~v
dt
+ d~v
dt
~v)

2
√
~v~v

=
~v~a

v

d~T

ds

d~T

ds
=
(~v~a)2

v6
+
a2

v4
− 2(~v~a)

2

v6
=
1
v6
(v2a2 − (~v~a)2)

Ostatecznie krzywizn¦ zapisujemy jako:

K =
1
v3

√
v2a2 − (~v~a)2

Skr¦cenie (torsja) :

w :=
1
K2
(
d~r

ds
× d

2~r

ds2
)
d3~r

ds3

d~r

ds
=
d~r

dt

dt

ds
=
1
v

d~r

dt
=
~r

r

d2~r

ds2
=
d

ds
(
d~r

ds
) =
d

ds
(
~v

v
) =
1
v

d

dt
(
~v

v
) =
1
v2
d~v

dt
− 1
v3
dv

dt
~v =
~a

v2
− 1
v3
dv

dt
~v

d3~r
ds3
= d
ds
( 1
v2
~a− 1

v3
dv
dt
~v) = 1

v
d
dt
( ~a
v2
− 1
v3
dv
dt
~v) = 1

v
d
dt
( 1
v2
)~a+ 1

v3
d~a
dt
− 1
v
d
dt
( 1
v3
dv
dt
)~v− 1

v4
dv
dt
d~v
dt
=

α(t)~v + β(t)~a+ 1
v3
d~a
dt

gdzie:

α(t) := −1
v

d

dt
(
1
v3
dv

dt
)

β(t) :=
1
v

d

dt
(
1
v2
)− 1
v4
dv

dt

d~r

ds
× d

2~r

ds2
=
~v

v
× ( ~a
v2
− 1
v3
dv

dt
~v) =

1
v3
~v~a

(
d~r

ds
× d
2~r

ds2
)
d3~r

ds3
= (
1
v3
~v×~a)(α~v+β~a+ 1

v3
d~a

dt
) =
1
v6
(~v×~a)d~a

dt
+
α

v3
(~v×~a)~v+ β

v3
(~v×~a)~a
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Ostatecznie skr¦cenie zapisujemy jako:

w =
1
K2
(
d~r

ds
× d

2~r

ds2
)
d3~r

ds3
=
1
K2
1
v6
(
d~r

dt
× d

2~r

dt2
)
d3~r

dt3

4. Pokaza¢, »e siªa ~F (~r) = f(r)~r jest zachowawcza i obliczy¢ potencjaª dla f(r) = −ar2
(zaªo»y¢, »e potencjaª w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych jest równy 0). Czy siªa
~F (~r) = h(~r)~r jest zachowawcza?

Rozwi¡zanie:

∇×[f(r)~r] =


∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×
 xf(r)yf(r)
zf(r)

 =

∂[zf(r)]
∂y
− ∂[yf(r)]

∂z
∂[xf(r)]
∂z
− ∂[zf(r)]

∂x
∂[yf(r)]
∂x
− ∂[xf(r)]

∂y

 =

z∂[f(r)]
∂y
− y ∂[f(r)]

∂z
x∂[f(r)]
∂z
− z ∂[f(r)]

∂x
y∂[f(r)]
∂x
− x∂[f(r)]

∂y

 =

= ∂f(r)
∂r


z∂r
∂y
− y ∂r

∂z
x∂r
∂z
− z ∂r

∂x
y∂r
∂x
− x ∂r

∂y

 =
 00
0


Siªa postaci: ~F = f(~r)~r nie jest zachowawcza, gdy»:

∂r

∂y
=
∂
√
x2 + y2 + z2

∂y
=
y

r
,

∂r

∂z
=
z

r

Potencjaª siªy ~F (~r) = f(r)~r:

V (~r) = V (~r) − V (0) =
∫ ~r
0 ∇V (~r′)d~r′ = −

∫ ~r
0 F (~r′)d~r′ =

∫ ~r
0 αr

′2~r′d~r′ =
∫ r
0 αr

′3dr′ = α
4 r
4,

poniewa» ~r′ jest równolegªy do d~r′.
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