Mechanika klasyczna
Zestaw zadan domowych nr 1 — Rozwiazania

12 listopada 2008

1. Czastka o tadunku ¢ i masie m porusza sie w jednorodnym polu magnetycznym B.
W czasie tg = 0 czastka znajduje sie w punkcie 7(¢y) = 0 i ma predkosé¢ poczatkowa
rowng vy. Znalezé tor czastki, predkosé i przyspieszenie.

Wskazowka:

Wygodnie jest wybra¢ uktad odniesienia w taki sposéb, ze o z jest rownoleglta do
kierunku pola magnetycznego i predkos¢ poczatkowa lezy w plaszczyznie xz.

Rys.1
Rozwigzanie:
Roéwnanie Newtona:
mi=F = qi x B gdzie B =(0,0,B)
T =wy z(0)=0  %(0) = vo, (1)
j=-—wz  y0)=0 g0)=0 (2)
=0 2(0)=0  2(0) = vp, (3)
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Calkujac rownanie (3) otrzymujemy: z(t) = vg,t.
Mnozac réwnianie (2) przez i oraz dodajac rownianie (1) mamy:

241 = —wi(T + iy)
Wprowadzamy nowa zmienna: £(t) = & + iy

5(0) = Vogx
i(t) = Reg(t)  y(t) = Img(t)
£ = —wit

ft)y=Ce™™ = C=uvy = Et)=rvoe™

2(t) = vo, cos(wt) §(t) = —vg, sin(wt)

z(t) = vw& sin(wt) + C4 z(0)=0=C,=0

y(t) = % cos(wt) +Cy  y(0)=0=Cy = _Uwﬂ

Zatem:

Jest to rownanie dla okregu o srodku w punkcie (0, —%=) i promieniu =,



Rys.2

U = (vog cos(wt), —vg, sin(wt), vo;)

v=1/(v3, +1v&) =1 v=20

a = (—wug, sin(wt), —wvyg, cos(wt), 0)
a = Wiy alv

2. Biedronka porusza sie po krzywej, ktora we wspotrzednych kartezjanskich jest opisana
nastepujaco:

z(t) = vot cos(wt), y(t) =wvotsin(wt), z(t) =0, v9>0, w>0.

a) Narysowac¢ krzywa, po ktorej porusza sie biedronka.
b
c

d

Obliczy¢ predkosé i przyspieszenie.

Znalez¢ krzywizne i skrecenie krzywej.

)
)
)
) Zakladajac, ze biedronka porusza sie od chwili ¢ = 0 do chwili ¢ = T obliczy¢
dhugosé przebytej w czasie T' drogi.
Rozwiazanie:

a)
x(t) = vot cos(wt) 2% = v3t* cos® (wt)

y(t) = vot sin(wt) y? = vpt? sin®(wt)
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Py =0t = b=

U = (vg cos(wt) — vowt sin(wt), vy sin(wt) + vowt cos(wt), 0)

@ = (—2vgw sin(wt) — vow?t cos(wt), 2ugw cos(wt) — vow?t sin(wt), 0)
v =1V 1+ w?t?
a = vowV4 + wit?

¢) Mozemy skorzystaé¢ ze wzoru na krzywizne i skrecenie, wyprowadzonego w
zadaniu 3:

1 —
K = ﬁ\/zﬂcﬂ — (va)?
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UG = Vyay + Vyay = vngt
w24 W)
vo(1 4 w?t2)2

Promient krzywizny zatem wyraza sie:

1 (14 w??)?

P= K w(2+w?t?)
Wzér na skrecenie mozemy zapisaé jako:

11 da

= Rz XDy

w

Wektor v X d ma forme: (0,0, f(t)), natomiast wektor %: (g,(t), g2(t), 0).
Zatem (' x @)% = 0.
Skrecenie w kazdym punkcie krzywej jest réwne 0.

d) Skltadowa styczna przyspieszenia:

dv w3t
— =
dt 0 V1 4+ w?t?

Sktadowa normalna przyspieszenia:

ay =

0 — v? Kt — vow (2 + w?t?)
P V14 wit?

Sktadowa a,, mozna takze znalez¢ z wyrazenia:

2 _ 2 2
a” =a; +a,

7

wtedy krzywizne mozna zapisaé jako:

Droga przebyta od tg = 0 do T" wynosi:

S = Jfwvdt = v fy VI+ M2t = vow f) mdt _ Uow[éer
et = 22/ + T + k)

3. Wyznaczy¢ krzywizne i skrecenie krzywej danej parametrycznym réwnaniem

7=r(t) przez =%, g = % oraz %, a takze dlugosci tych wektorow.
Rozwiazanie:
Krzywizna:
[ A
=15 Hl g



af _ Tt _1df
ds dtds v dt

dv
dt

dar  1dT 1d, %, 1, 1.dv_ 1d5, -2 .
B odar ea) "o TR ya) T Tl
OLTQ — (%)2 2 aj _ ﬁg@
ds ds vo vd v
_d o @k
dt — dt 20/T0 v
AT AT (0&)* > 2Wd)? 1, ,.,
Bds o T e~y
Ostatecznie krzywizne zapisujemy jako:
1 2.2 S o
K = Fyvia’ - (V@)
Skrecenie (torsja) :
1 (dFX dZF)d?’F
Wi= —(— X —)—
K?2'ds = ds?’ ds3
ar_drde_vdr 7
ds dtds wvdt r
A7 d(df d(ﬁ) 1d(17) ldv 1dv., d 1 dv_,
—_— — —mMM a0 Y-y rY = -1 - Y= - - )Y=- - - — — = — — —
ds? ds ds ds v vdt v v2dt v dt v2 w3 dt
37 — v a v — a v\, 7 v
£ = (i ) = LS - A = LA S L
a(t)T+ B(t)d+ 5%
gdzie
1d . 1dv
t Y
a(t) vdt(v3 dt)
1d . 1 1 dv
i=——(=) - =—
B®) Udt(?}2> v dt
dr &’ 7 (c? 1dvq) 1.
— X —— = - — — ——1) = —vUd
ds ds? w v2 w3 dt V3
dr &7 d*7 1 L . 1lda 1, _dd o, _ 16}
(@X@)@_ (EUXCZ)(@U—FQCL 735):%< XCL)E E(UX(I)U—FE



Ostatecznie skrecenie zapisujemy jako:

1 dr &7 dér 1 1 df &7 &7

w=1a(G X e T e X a2 e

4. Pokazaé, 7e sila F(F) = f(r)7 jest zachowawcza i obliczy¢ potencjat dla f(r) = —ar?
(zalozy¢, ze potencjal w poczatku ukladu wspotrzednych jest rowny 0). Czy sita
F(7) = h(7)r jest zachowawcza?

Rozwiazanie:
Olzf(r)] _ Olyf(r)] 20[f(r)] olf(r)]
% JZf(T’) 5 oy - ayaz 683/ y8 z
x[f(r)f] = @ x| yf(r) | = [Igz(r)] _ [Zgy)] — z [gz(?“)] [f( ) —
Z 2f(r) 8[&(5;(7“)} _ 8[9981‘;1“)} yag;)] 8[f§/ r)]
20r or
_ 9f(r) & _ Z% = o0
or %’ gx
T — gt 0

Oz dy
Sita postaci: F' = f(7)7 nie jest zachowawcza, gdyz:

or oV +y*+2° y ar =z

Yy dy r’ 0z r
Potencjal sity F(7) = f(r)7

()

V(7)) = V(F) = V(0) = [FVV(r )dr = — [TF(r N dr! = T ar! 207yt = [y ar3dr’ =
poniewaz 7 jest rownolegly do dr.
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