
Rozwia̧zania II serii zadań z mechaniki klasycznej

Zadanie 1.

a) Niech walec toczy siȩ po p laszczyźnie xy i niech bȩdzie on równoleg ly do osi y. Każdy punkt walca
może być opisany jako x = u + R cos(ϕ−ϕ0), y = v− v0, z = R(1 + sin(ϕ−ϕ0)), gdzie niezależnymi
wspó lrzȩdnymi sa̧ u, v i ϕ (zak ladamy, że walec jest pusty w środku, różne parametry v0 i ϕ0

odpowiadaja̧ różnym punktom walca).

b) Przyk ladowa̧ parametryzacja̧ jest: x = u cos ωt, y = u sin ωt, niezależna̧ wspó lrzȩdna̧ jest wtedy u.

c) Niech punkt zaczepienia wahad la oscyluje wokó l pocza̧tku uk ladu wspó lrzȩdnych ustawionego tak,
że oś x jest pozioma, zaś oś y skierowana jest w górȩ. Ruch końca wahad la możemy wtedy sparame-
tryzować przez x = a cos ωt + ` sin ϕ, y = −` cos ϕ, gdzie niezależna̧ wspó lrzȩdna̧ jest ϕ. Równanie
wiȩzów można wtedy zapisać jako (x − a cos ωt)2 + y2 − `2 = 0.

d) Przyk ladowa parametryzacja to x = R cos ϕ sin θ, y = R sin ϕ sin θ, z = R cos θ, niezależnymi
wspó lrzȩdnymi sa̧ wtedy θ i ϕ.

e) Przyk ladowa̧ parametryzacja̧ jest x = 1
2at2 + u cos α, y = u sin α, niezależna wspó lrzȩdna to u.

Zadanie 2. Wybierzmy uk lad wspó lrzȩdnych w nastȩpuja̧cy sposób: spód równi pokrywa siȩ z osia̧ x, zaś oś y
skierowana jest pionowo w górȩ i leży na niej wierzcho lek równi, dziela̧c spód równi na odcinki d lugości a
i b spe lniaja̧ce zwia̧zek h = a tgα = b tgβ. Zauważmy, że h jest dowolnym ustalonym parametrem. Niech
(x1, y1) i (x2, y2) oznaczaja̧ odpowiednio po lożenie masy m1 i m2. Równania wiȩzów możemy zapisać
jako:

g1(x1, y1, x2, y2) = y1 cos α − x1 sin α − a sin α = 0 (1)
g2(x1, y1, x2, y2) = y2 cos β + x1 sin β − b sin β = 0 (2)
g3(x1, y1, x2, y2) = x2 cos α − x1 cos β − ` cos α cos β = 0 . (3)

Równania ruchu to:

m1ẍ1 = Z1x (4)
m1ÿ1 = −m1g + Z1y (5)
m2ẍ2 = Z2x (6)
m2ÿ2 = −m2g + Z2y . (7)

Si ly reakcji wyrażaja̧ sie wzorem ZA =
∑3

γ=1 λγ
∂gγ

∂qA
, gdzie A = 1x, 1y, 2x, 2y oraz qA = x1, y1, x2, y2.

Zatem:

Z1x = −λ1 sin α − λ3 cos β (8)
Z1y = λ1 cos α (9)
Z2x = λ2 sin β + λ3 cos α (10)
Z2y = λ2 cos β . (11)
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Równania Lagrange’a pierwszego rodzaju to:

m1ẍ1 = −λ1 sin α − λ3 cos β (12)
m1ÿ1 = λ1 cos α − m1g (13)
m2ẍ2 = λ2 sin β + λ3 cos α (14)
m2ÿ2 = λ2 cos β − m2g . (15)

Różniczkuja̧c dwukrotnie wzglȩdem czasu każde z równań wiȩzów (1)-(3), otrzymujemy:

ÿ1 cos α − ẍ1 sin α = 0 (16)
ÿ2 cos β + ẍ2 sin β = 0 (17)
ẍ2 cos α − ẍ1 cos β = 0 . (18)

Podstawiaja̧c równania (12)-(15) do zwia̧zków (16)-(18), wyznaczamy mnożniki Lagrange’a:

λ1 = m1g

(
cos α +

m2

m1 + m2
(sin α + sin β)tgα

)
(19)

λ2 = m2g

(
cos β +

m1

m1 + m2
(sin α + sin β)tgβ

)
(20)

λ3 = − m1m2g

m1 + m2

sin α + sin β

cos α cos β
. (21)

Podstawiaja̧c wyniki (19)-(21) do (8)-(11) wyznaczamy zwia̧zki miȩdzy sk ladowymi si l reakcji, a pod-
stawiaja̧c je do (12)-(15), otrzymujemy równania ruchu. Zasada d’Alemberta przybiera w opisywanym
przypadku postać:

2∑
i=1

mi [ẍiδxi + (ÿi + g)δyi] = 0 . (22)

Wybieraja̧c x1 jako niezależna̧ wspó lrzȩdna̧ i wyrażaja̧c pozosta le przy pomocy wiȩzów (1)-(3), otrzymu-
jemy:[

m1ẍ1 + m1

(cos α

sin α
ẍ1 + g

) cos α

sin α
+ m2

cosβ

cos2 α
+ m2

(
cos2 β

cos α sin β
− g

)
cos2 β

cos α sin β

]
δx1 = 0 . (23)

Przyrównuja̧c do zera wspó lczynnik przy δx1, otrzymujemy równanie ruchu dla niezależnej wspó lrzȩdnej
x1. Równania ruchu dla pozosta lych wspó lrzȩdnych uzyskujemy, podstawiaja̧c wynik na ẍ1 do zróżniczkowanych
dwukrotnie wzglȩdem czasu równań wiȩzów, które wypisalísmy uprzednio jako równania (16)-(18).

Zadanie 3. Oznaczmy wspó lrzȩdne pierwszego i drugiego końca wahad la odpowiednio przez (x1, y1) i (x2, y2).
Równania ruchu to:

m1ẍ1 = Z1x (24)
m1ÿ1 = −m1g + Z1y (25)
m2ẍ2 = Z2x (26)
m2ÿ2 = −m2g + Z2y . (27)

Wiȩzy na lożone na uk lad uwzglȩdniamy, wyrażaja̧c wspó lrzȩdne końców wahad la przy pomocy niezależnych
wspó lrzȩdnych x i ϕ, opisuja̧cych odpowiednio po lożenie końca wahad la ślizgaja̧cego siȩ po osi x oraz od-
chylenie wahad la od pionu, w nastȩpuja̧cy sposób: x1 = x, y1 = 0, x2 = x + ` sin ϕ, y2 = −` cos ϕ.

2



Równania ruchu (24)-(27) możemy wtedy przepisać jako:

m1ẍ = Z1x (28)
m1g = Z1y (29)

m2(ẍ + `ϕ̈ cos ϕ − `ϕ̇2 sin ϕ) = Z2x (30)
m2(`ϕ̈ sin ϕ + `ϕ̇2 cos ϕ + g) = Z2y . (31)

Ponieważ w kierunku x nie dzia laja̧ żadne si ly zewnȩtrzne, mamy

Z1x + Z2x = 0 . (32)

Jedyne si ly reakcji dzia laja̧ce na masȩ m2 sa̧ przekazywane przez prȩt wahad la, toteż:

Z2x cos ϕ + Z2y sin ϕ = 0 . (33)

Równania (29), (32) i (33) podaja̧ zwia̧zki miȩdzy sk ladowymi si l reakcji. Dodaja̧c równanie (30) pomnożone
przez cos ϕ oraz równanie (31) pomnożone przez sin ϕ i wykorzystuja̧c zwia̧zek (33), otrzymujemy:

ẍ cos ϕ + `ϕ̈ + g sin ϕ = 0 . (34)

Doadaja̧c równania (28) oraz (30) i wykorzystuja̧c zwia̧zek (32), otrzymujemy:

(m1 + m2)ẍ + m2`(ϕ̈ cos ϕ − ϕ̇2 sin ϕ) = 0 . (35)

Równania (34) i (35) sa̧ równaniami ruchu dla niezależnych wspó lrzȩdnych x i ϕ.

Zadanie 4. Równania wiȩzów możemy zapisać jako:

x1 + x2 = const (36)
x3 + x4 − 2x2 = const . (37)

Zasadȩ d’Alemberta możemy tu zapisać jako:

4∑
i=1

mi(ẍi − g) · δxi = 0 . (38)

Możemy wybrać x1 i x3 jako niezależne wspó lrzȩdne i przepisać (38), wykorzystuja̧c (36) i (37):

[m1(ẍ1 − g) + m2(ẍ2 + g) + 2m4(2ẍ1 + ẍ3 + g)] δx1 + [m3(ẍ3 − g) + m4(2ẍ1 + ẍ3 + g)] δx3 = 0 . (39)

Ponieważ wspó lczynniki przy δx1 i δx3 musza̧ być oba równe zeru, otrzymujemy sta̧d dwa równania ruchu
na niezależne wspó lrzȩdne x1 i x3. Sta̧d:

ẍ1 =
m1 − (m3 + µ34)
m1 + (m3 + µ34)

g , gdzie µ34 =
m3m4

m3 + m4
(40)

ẍ3 =
(m3 − m4)(m1 + m2) − 2m4(m1 − m2) + 4m3m4

(m3 + m4)(m1 + m3) + 4m3m4
g . (41)

Wyrażenia na ẍ2 i ẍ4 otrzymujemy, podstawiaja̧c (40) i (41) do zróżniczkowanych dwa razy wzglȩdem
czasu zwia̧zków (36) i (37).
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