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1. Na rysunku 1 przedstawiono ukªad trzech punktów materialnych poruszaj¡cych si¦ bez tarcia po
dwóch równolegªych pr¦tach oddalonych od siebie o odlegªo±¢ d. Punkty zwi¡zane s¡ ze sob¡ spr¦»y-
nami o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k. Spr¦»yna pomi¦dzy punktami (1) i (2) jest swobodna (nie
napr¦»ona), gdy jej dªugo±¢ wynosi l0. Spr¦»yny pomi¦dzy punktami (1) i (3) oraz (2) i (3) s¡
swobodne, gdy ich dªugo±¢ wynosi zero. Masa punktów (1) i (2) jest równa m, a masa punktu (3)
jest równa 2m.

a) Wybierz zgodne z wi¦zami wspóªrz¦dne uogólnione i podaj funkcj¦ Lagrange'a dla tego ukªadu.

b) Poka», »e energia potencjalna zale»y tylko od dwóch odlegªo±ci pomi¦dzy punktami (np. x2−x1

i x3 − x1), za± trzecia wspóªrz¦dna uogólniona jest wspóªrz¦dn¡ cykliczn¡ (np. x1).

c) Jakiej wielko±ci �zycznej odpowiada p¦d uogólniony zwi¡zany z t¡ wspóªrz¦dn¡ cykliczn¡?

d) Znajd¹ poªo»enia równowagi ukªadu.

e) Wyznacz cz¦sto±ci maªych drga« ukªadu.

2. Dla ukªadu przedstawionego na rysunku 2 wybierz zgodne z wi¦zami wspóªrz¦dne uogólnione i
podaj funkcj¦ Lagrange'a.

3. Przedstawiony na rysunku 3 ukªad trzech punktów materialnych (o masach M , m, m) znajduje
si¦ w jednorodnym polu grawitacyjnym o nat¦»eniu g0. Ruch ukªadu odbywa si¦ w pªaszczy¹nie
y = 0. Masa M porusza si¦ bez tarcia po prostej (zadanej równaniami y = 0, z = 0) i jest zwi¡zana
z dwoma nieruchomymi ±cianami poprzez dwie spr¦»yny o identycznych staªych spr¦»ysto±ci K.
Gdy masa M znajduje si¦ w równej odlegªo±ci od obu ±cian (na rysunku w punkcie x = 0), obie
spr¦»yny nie s¡ napr¦»one. �rodkowa masa m zwi¡zana jest z mas¡ M i drug¡ mas¡ m nierozci¡gliw¡
i niewa»k¡ nici¡ o dªugo±ci l.

a) Podaj równania wi¦zów dla danego ukªadu. Ile stopni swobody ma ukªad?

b) Wybierz zgodne z wi¦zami wspóªrz¦dne uogólnione i podaj funkcj¦ Lagrange'a dla tego ukªadu.

c) Podaj równania ruchu dla tego ukªadu.

d) Okre±l poªo»enie równowagi trwaªej.

4. a) Poka», »e przeksztaªcenie x→ x′ = x+α cos ωt, ω =
√

k
m , jest przeksztaªceniem symetrycznym

dla oscylatora harmonicznego i policz odpowiadaj¡c¡ mu staª¡ ruchu.

b) Punkt materialny porusza si¦ po niesko«czonej linii ±rubowej (zadanej przez r = const, z = aφ)
w jednorodnym polu grawitacyjnym. Poka», »e energia potencjalna i funkcja Lagrange'a s¡
niezmiennicze przy przeksztaªceniu  z → z′ = z + αa,

φ→ φ′ = φ + α,
r → r′ = r.
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