
Rozwi¡zania 3 serii zada« z mechaniki klasycznej

1. a) Wi¦zy: Dªugo±¢ spr¦»yn: (1) − (2): l21 = (x1 − x2)2 + d2, (1) − (3): l22 = (x3 − x1)2 + d2.
T = m

2 (2ẋ2
1 + ẋ2

2 + ẋ2
3), V = k

2 (x3 − x2 − l0)2 + k
2 l21 + k

2 l22 = k
2 ((x3 − x2 − l0)2 + (x1 − x2)2 +

(x3 − x1)2 + 2d2).

b)+c) Niech x12 = x1 − x2, x31 = x3 − x1. Wtedy V = k
2 ((x12 + x31 − l0)2 + x2

12 + x2
31 + 2d2),

oraz ∂L/∂x1 = 0, zatem x1 jest wspóªrz¦dn¡ cykliczn¡. Odpowiadaj¡cy p¦d uogólniony jest
caªkowitym (mechanicznym) p¦dem ukªadu.

d) 0 = ∂V/∂x12 = k
2 )2(x12 + x31 − l0) + 2x12), 0 = ∂V/∂x31 = k

2 (2(x12 + x31 − l0) + 2x31). Z

tego wynika x12 = l0
3 , x31 = l0

3 . x2 = x1 − l0
3 , x3 = x1 + l0

3 .

e) Z równa« Eulera�Lagrange'a otrzymujemy ω1 =
√

3k/m, ω2 =
√

2k/m.

2. L = m
2 (a2θ̇2 + l2φ̇2 + 2alθ̇φ̇(cos θ cos φ + sin θ sinφ)) + mg(a cos θ + l cos φ).

3. a) Wi¦zy: z1 = 0, (x2 − x1)2 + (z2 − z1)2 − l2 = 0, (x3 − x2)2 + (z3 − z2)2 − l2 = 0. Ukªad ma
6− 3 = 3 stopnie swobody.

b) Wspóªrz¦dne uogólnione: x1, φ, θ. Podstawienie: x2 = x1 + l sinφ, z2 = −l cos φ, x3 =
x2 + l sin θ = x1 + l(sinφ + sin θ), z3 = z2 − l cos θ = −l(cos φ + cos θ). Z tego wynika:
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l2θ̇2 + 2mẋ1lφ̇ cos φ + mẋ1lθ̇ cos θ + ml2φ̇θ̇ cos(φ− θ),

L = mẋ2
1 +

M

2
ẋ2

1 + ml2φ̇2 +
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l2θ̇2 + 2mẋ1lφ̇ cos φ + mẋ1lθ̇ cos θ + ml2φ̇θ̇ cos(φ− θ)+

+2mgl cos φ + mgl cos θ − kx2
1

c) Równania ruchu:

2lφ̈ + 2ẍ1 sinφ + 2g sinφ + lθ̈ cos(φ− θ) + lθ̇2 sin(φ− θ) = 0,

lθ̈ + ẍ1 cos θ + lφ̈ cos(φ− θ)− lφ̇2 sin(φ− θ) + g sin θ = 0,

2mẍ1 + Mẍ1 + 2mlφ̈ cos φ− 2mlφ̇2 sinφ + mlθ̈ cos θ −mlθ̇ sin θ + 2kx1 = 0.

d) Z równa« ∂V/∂x1 = 2kx1 = 0, ∂V/∂φ = 2mgl sinφ = 0, ∂V/∂θ = mgl sin θ = 0 wynika
x1 = 0, sinφ = 0, sin θ = 0, z czego wynika jedyny punkt równowagi (trwaªej) równy x1 =
0, φ = 0, θ = 0.

4. a) L(x) = (mẋ2 − kx2)/2. L′(x′) = m
2 ẋ′2 − 1

2kx′2 + d
dt (x

′αmω sinωt − 1
4mα2 sin 2ωt). Staªa

ruchu: J = −mẋ cos ωt−mx sinωt.

b) V ′(z′) = −mgz′ + d
dt (mgαt), T = 1

2mż2 + 1
2mr2φ̇2. T ′(φ̇′, ż′, r′) = T . St¡d L = T − V jest

niezmienniczny, z dokªadno±ci¡ do cechowania (staªa warto±¢ potencjaªu).


