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1 Wstep

Moim glownym dlugoterminowym zainteresowaniem badawczym jest zastosowanie teorii informacji
do konstrukeji matematycznych i pojeciowych podstaw dla takiego uogélnienia mechaniki kwantowej,
ktore umozliwialoby zaréwno rekonstrukcje geometrii czasoprzestrzeni, jako wlasnosci emergentnej (w
opozycji do idei kwantowania grawitacji), jak i dostarczenie podstaw matematycznych dla efektywnych
kwantowych teorii pola. Problem ten znajduje si¢ na przecieciu kilku dziedzin: badan uogé6lnionych
teorii probabilistycznych uogoélniajacych mechanike kwantowa (takich jak logiki kwantowe, zbiory wy-
pukte, algebry operatoréw, oraz domkniete symetryczne monoidalne kategorie), fizyki matematycznej
kwantowych teorii pola, a takze réznych podejsé do emergencji czasoprzestrzeni opartych o zwigzki
kwantowe] informacji z geometria czasoprzestrzenna (takich jak: termodynamika horyzontow czaso-
przestrzennych, zwiazek splatania z geometrycznymi wtasnosciami czarnych dziur, a takze zwiazek
ztozonosci obliczeniowej z geometria czasoprzestrzeni w modelach AdS/CFT).

2 Projekt “Quantum information geometric foundations”

W ramach tych badan przez ostatnie kilka lat skupilem si¢ na rozwoju nowego modelu, umozliwia-
jacego testowanie wybranych pojeé i struktur matematycznych dla sformutowanego powyzej ogdlnego
kierunku badan. Model ten jest oparty o kwantowa (lokalna oraz nielokalna) geometrie informacji
na zbiorach stanéw na W*-algebrach, i jako taki stanowi jednoczesne uogoélnienie mechaniki kwan-
towej w sformutowaniu algebraicznym (rozwijanego m. in. przez von Neumanna, Segala, Haaga,
Araki) oraz podejscia do postaw teorii wnioskowania statystycznego, a takze mechaniki statystycznej
oraz termodynamiki, opartego o geometrie informacji (rozwijanego m. in. przez Chentsova, Jaynesa,
Amari, Ingardena). Model ten umozliwia zaré6wno zmierzenie sie z generycznymi problemami, ktore
musi podja¢ kazde uogoélnienie mechaniki liniowej poza $cisle liniowa strukture (a wiec zmiane teorii
pomiaru, okreslenie zakresu kontekstualnosci obserwabli, wykazanie zgodnosci struktur dynamicznych
z kinematycznymi, itp.), jak i konstrukcje czasoprzestrzeni wytaniajacych sie z okreslonych wtasnosci
geometrii informacji stanéw kwantowych. Ponadto w modelu tym daja sie explicite zdefiniowaé pro-
cedury renormalizacyjne dla teorii z nieskonczong liczba stopni swobody. Kluczowa wtasnoscia tego
modelu jest interpretacja wlasnosci geometrycznych przestrzeni stanéw jako opisujacych ograniczenia
w komunikacji pomiedzy réznymi uzytkownikami (agentami). W tym sensie standardowa mechanika
kwantowa rozumiana jest jako teoria jednego uzytkownika, lub dowolnej liczby jego identycznych kopii
wyposazonych w trywialng (idealng) teorie komunikacji pomiedzy nimi (mechanika kwantowa pelni
tutaj role analogiczna, zar6wno matematycznie jak i koncepcyjnie, do szczegolnej teorii wzglednosci).
Uogdlnienie poza mechanike kwantowa, dostarczone przez kwantows geometrie informacji, umozliwia
opisanie tego, do jakiego stopnia kwantowa komunikacja miedzy uzytkownikami nie posiada powyzszego
idealnego charakteru. Emergentne wspotrzedne czasoprzestrzenne (ktorym mozna nadaé interpretacje
podobng do wspohrzednych na rozmaitosciach termodynamicznych) sa w tej interpretacji zmiennymi
wspoldzielonymi przez réznych uzytkownikow (agentow) jako kontekstualne klasyczne parametry kon-
trolne.

Wyniki czesciowe pracy nad tym modelem, oraz rozmaite rezultaty techniczne otrzymane przy
okazji tych badar, opublikowalem w serii artykuléw i preprintow, a takze przedstawilem je w serii
wystapienn na miedzynarodowych konferencjach i seminariach. Obecnie koiicze spisywacé glowny tekst,
podsumowujacy wyniki badan nad matematycznym sformutowaniem tej teorii. Bedzie on stanowil
punkt wyjscia do wspotpracy nad mozliwymi konkretnymi zastosowaniami tego modelu do problemoéw
kwantowe] kryptografii oraz kwantowej kontekstualnosci. Ze wzgledu sformutowanie na poziomie anal-
izy funkcjonalnej W*-algebr, przy zachowaniu maksymalnej mozliwej kompatybilnosci z algebraicznym



podejsciem do relatywistycznej kwantowej teorii pola, problemy wplywu ograniczen relatywistycznych
na kwantowa komunikacje sa bezposrednio wyrazalne w tym modelu. Przy czym jestem w rownym
stopniu zainteresowany zrozumieniem ograniczen tego modelu, a wiec badaniem takich wtasnosci kwan-
towej kryptografii i kontekstualnosci, ktore z okreslonych przyczyn sa w nim niewyrazalne. Jest to
zreszta bezposrednio zwigzane z moimi dalszymi planami badawczymi.

3 Post-kwantowa informacja na n-grupoidach

W moich dalszych planach naukowych znajduje sie¢ przede wszystkim praca nad polaczeniem doswiad-
czeni zgromadzonych w latach 2009-2017 podczas badan powyzszego modelu z doswiadczeniami zgro-
madzonymi w latach 2004-2008 podczas badan nad mozliwoscig zastosowania geometrycznych i log-
icznych (teorio-typowych) wlasnosci teorii toposoéw i wyzszych n-kategoryjnych struktur (n-grupoidy,
n-stacki) do modelowania przestrzeni oraz obserwabli w teorii wzglednosci oraz teorii kwantowe;j.
Plany te wykraczaja poza zakres zadari badawczych realizowanych ramach projektu badawczego w
ktorym chee wziaé obecnie udzial, lecz stanowia szerszy kontekst motywacyjny okreslonego podejscia
badawczego, ktore reprezentuje, i mysle, ze warto o nich tutaj wspomnieé¢. Ponadto pierwszy krok
realizacji tych planow wydaje mi sie by¢ adekwatny do zadan tego projektu badawczego (co wyjasnie
ponizej).

Punktem wyjscia tego kierunku badan sa obserwacje: 1) struktury skoriczenie wymiarowej mechaniki
kwantowe]j daja sie wyrazi¢ nie tylko jako okreslona kategoria, ale takze jako jezyk programowania
odpowiadajacy specyficznej teorii typow, 2) wewnetrzna struktura przestrzeni kwantowych uogoélnieni
pochodnych Radona-Nikodyma (tzw. wzglednych operator6w modularnych, bedacych podstawowa
wielkoscig mierzona w kwantowej teorii informacji) jest grupoidem, umozliwiajacym charakteryzacje
przynajmniej czesci z wasnosci W*-algebr (kazdy zbior stanéw kwantowych moze by¢ rozwazany jako
zbior wzglednych operatoréw modularnych, struktura grupoidowa stanéw wiernych jest zas dodatkowsa,
wlasnoscia), 3) szczegdlna (oraz czesciowo ogdlna) teoria wzglednosci daje sie przeformutowaé w termi-
nach teorii kategorii, w oparciu o grupoid wzglednych predkosci. Z drugiej strony, w podstawach teorii
kwantowej mamy do czynienia z dwoma otwartymi problemami: 1) w kinematycznych rozszerzeniach
mechaniki kwantowej (takich jak uogélnione teorie probabilistyczne, czy tez pojawiajace sie w konteks-
cie doswiadezen typu Bella teorie kwantowych korelacji) nie sa uwzgledniane nietrywialne struktury
geometryczne przestrzeni stanéw, ktére z jednej strony moga by¢ odpowiedzialne za ograniczenia w
komunikacji pomiedzy poszczegdlnymi uzytkownikami (agentami), a z drugiej strony stanowié Zrodto
emergentnych czasoprzestrzeni; 2) bardzo waznym nierozwiazanym problemem podstaw kwantowej
teorii pola jest relacja miedzy lagranzowskim a hamiltonowskim sformutowaniem dynamiki: pierwsze
nie posiada matematycznie Scistego sformutowania poza podejsciem perturbacyjnym, zas drugie (imple-
mentowane np. przez snopy W*-algebr nad rozmaito$ciami o sygnaturze lorentzowskiej) jest ogranic-
zone do ustalonej z gory globalnie hiperbolicznej struktury czasoprzestrzenne;.

Z perspektywy kategoryjnej logiki przestrzen i typ sa tym samym i sa implementowane przez obiekty,
natomiast dowod i program sa implementowane przez morfizmy miedzy obiektami. W szczegolnosci
grupoidy oraz n-grupoidy odpowiadaja z jednej strony okreslonym intuicjonistycznym teoriom typow
(w oparciu o te obserwacje zostal sformutowany nowy projekt podejscia do podstaw matematyki, tzw.
univalent foundations, w ktéorym dow6d matematyczny jest jawnie postulowany jako wtérny wobec im-
plementujacego go kodu komputerowego, sformutowanego w okreslonej intuicjonistycznej teorii typow
zaleznych), za$ z drugiej strony odpowiadaja wyzszym klasom homotopii na przestrzeniach topolog-
icznych. Punktem wyjscia proponowanego podejécia jest uogélnienie podstawowej struktury kine-
matycznej z kategorii zbioréw standéw kwantowych nad W*-algebrami wyposazonych we wzgledna en-
tropie do kategorii odpowiednio ,kwantowych” n-grupoidéw wyposazonych w kategoryjne uogélnienie
wzglednej kwantowej entropii (skonstruowane w oparciu o uogolnienie prac Lawvere’a nt. przestrzeni
metrycznych, oraz Baeza—Fritza na temat funktorialnej charakteryzacji wzglednej entropii). Przejscie
od rozmaitosci do grupoidéw, a z nich do n-grupoidéw jako elementarnych kinematycznych przestrzeni
w podstawach teorii kwantowej i teorii wzglednosci umozliwia uwzglednienie wyzszych homotopicznych
niezmiennikéw jako podstawowego typu, opisujacego kinematyke przestrzeni teorii efektywnej — z juz
zrenormalizowanymi obserwablami, zaleznymi od okreslonego typu parametréow kontrolnych. Obciecie
do poziomu n odpowiada, z perspektywy topologicznych kwantowych teorii pola, rozwazaniu dia-
gram6éw Feynmana tylko do n-tego rzedu perturbacji. Z drugiej strony, wyposazenie tych przestrzeni
w strukture wzglednej entropii umozliwitby opis lokalnych i nielokalnych wlasnosci geometrycznych
bardziej szczegdétowych od homotopicznych niezmiennikéw, przede wszystkim wlasnosci tzw. oper-
ator product expansions (idea geometryzacji snopow przestrzeni stanéw nad W*-algebrami w celu



opisu teorii efektywnych byta zaproponowana przez Haaga i Ojime, i rozwinieta pozniej przez Bostel-
manna w kierunku operator product expansions; proponowanym przeze mnie novum jest przejscie do
n-grupoidéw oraz rezygnacja z bazowej czasoprzestrzeni na rzecz przestrzeni parametréw kontrolu-
jacych teorie efektywna). Struktura m-stacku, opisujaca fibracje n-grupoidow nad kategoria bazows
odpowiadataby fibracji przestrzeni teorii efektywnych nad okreslona kategoria opisujaca eksperymen-
talne parametry kontrolne. W tym sensie konflikt miedzy podejsciami lagranzowskim i hamiltonowskim
zostalby rozwiazany, biorac jako punkt wyjscia teorie efektywne rzedu n.

Zaleta oparcia si¢ na podejsciu kategoryjnym jest mozliwosé bezposredniego powiazania takich za-
gadnien jak ztozono$¢ obliczeniowa, kontekstualnosé, oraz wpltyw wielo-agentowej komunikacji (a wiec
bezpieczeristwa kryptograficznego) z jednej strony z narzedziami geometrycznymi, a z drugiej strony
z konkretnym wykonywalnym kodem (oraz koncepcjami $cisle programistycznymi), zapisywalnym w
takich jezykach programowania jak Coq czy Nuprl. W tym sensie badanie uogolnienn mechaniki kwan-
towej oparte o geometrie informacji i kategoryjna teorie typéw moze dostarczy¢ nowych wynikow i
narzedzi zaré6wno dla kwantowej teorii pola jak i dla informatyki kwantowej.

4 Przestrzenie operatorowe i 2-grupoidy

Kluczowym otwartym problemem, z ktorym powyzej sformutowana idea badawcza musi sie skonfron-
towaé, jest skonstruowanie odpowiednio ,kwantowej” struktury opartej na bazie n-grupoidu, umozli-
wiajacej jednoczesnie lokalizacje funktorialnej wzglednej entropii do odpowiednich struktur geometrii
rozniczkowej. Wymaga to konstrukcji odpowiedniego kategoryjnego uogoélnienia teorii calkowania i
rozniczkowania na takie struktury. Aby uzyskaé¢ bardziej konkretne rozumienie jaki kierunek powinny
obra¢ te uogo6lnienia, chcialbym w pierwszej kolejnosci zbadaé¢ mozliwo$é implementacji powyzszych
idei na przestrzeniach operatorowych. Z perspektywy kategoryjnej, przestrzenie operatorowe wydaja
sie by¢ o jeden poziom kategoryjny wyzej niz algebry operatoréow, wiec powinna si¢ w nich dac
odnalezé naturalna struktura 2-grupoidowa. Z drugiej strony, z perspektywy badan informatyki
kwantowej, przestrzenie operatorowe umozliwiaja matematyczna implementacje tzw. nieréwnosci
Grothendiecka, zwigzanych z rozmaitymi operatorowymi normami, a nieréwnosci te przektadaja sie
na konkretne mierzalne efekty tamania kwantowych protokotéw komunikacji. W tym sensie, proba
realizacji powyzszego programu w konkretnych ramach teorii przestrzeni operatorowych moze miec¢
bezposrednie rezultaty zaréwno dla badania kwantowe]j nielokalnosci i kontekstualnosci. Tego rodzaju
sformulowanie datoby tez konkretny model do zbadania hipotezy roboczej dotyczacej mozliwosci uogdl-
nienia procesu ,emergencji czasoprzestrzeni” poza przestrzenie stanéw nad W*-algebrami, opartego na
analogii miedzy grupoidami wzglednych gestosci stanéw kwantowych a grupoidami wzglednych pred-
kosci. Czysto heurystyczna, ale bardzo sugestywna, hipoteza jest, ze przy takim sformulowaniu datoby
sie¢ wyrazi¢ bardziej ogélny zwiazek miedzy kwantowa zlozonoscia obliczeniows a grawitacyjnym dzi-
ataniem, poza granicami modelu AdS/CFT.
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