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(Summary)

In this papi'r more precise variant of the Subhankulov Tauberian teorem is proved.
Futher. as an example of application, a uniform asymptotical estimate of a spectral function of

elliptic differential operator in R" with constant principal part is established.
This estimate is precise in the following sense: the О in the right hand side can not be

replaced by o. ft means, that our Tauberian theorem is effective.
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УДК 517.98.

Ш. A. АЮПОВ, P. 3. АБДУЛЛАЕВ

АЛГЕБРЫ АРЕНСА НА ЙОРДАНОВЫХ
ОПЕРАТОРНЫХ АЛГЕБРАХ И 11А ОБЕРТЫВАЮЩИХ

АЛГЕБРАХ ФОН НЕЙМАНА

Ма1^олада -Л1/^алгебра;гардагп Аренс алгебраларпп ва уралма фон
Нейман алгебралардагп Аренс алгебраларпп хоссаларп
урганплган.

Пусть А — обратимая «/Жалгебра, U — ее обертывающая алгебра
(|)ОН Неймана. Известно (подробнее см. [1]), что  Л совпадает с эрмитовой
частью Bs вещественной обертывающей алгебры фон Неймана В=ЩА),

U^B-ViB.причем
рассмотрим на А точный нормальный полуконечный след т.

Известно [2], что т всегда можно продолжить до точного нормального
полурюнечного следа to на U.

Цель настоящей работы - изучить связь между свойствами алгебр
Аренса В"(Ал), построенными на «/Жалгебре А со следом т  [3] и
алгебрами Аренса на алгебре фон Неймана U со следом to [4].
Если А совпадает с эрмитовой частью U, т.е. A=Us, то очевидно 1^{А,'\.)=
=Е'\ Поэтому в дальнейшем всегда будем считать, что А является
чисто вещественной, т.е. B{A)r\iB(A)={0); иными словами B~Bi,A) —
вещественная алгебра фон Неймана. В этом случае известно [5], что
продолжение следа t с Л на U[A) единственно тогда  и только тогда,
когда А не содержит прямых слагаемых, изоморфных эрмитовой части
(комплексной) алгебры фон Неймана, или, что эквивалентно В=В,А),
не содержит прямых слагаемых вещественно изоморфных комплексной
алгебре фон Неймана. Этот результат мы уточним ниже, где будет
описан общий вид продолжения следа t с Л на ЩА).

I
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Через Т|) мы будем обозначать каноническое продолжение х на Ц.А),
т.е. для x=j3+/dG л'>0, имеем Хо(х)=х(а), n,beR, aeRg, b^R^,

косоэрмитова
где

часть R. Другими словами, каноническое
продолжение т с Л на 1Л.Л) — это продолжение х с A=Rg до
нулем на косоэрмитовы элементы Rk и далее по комплексной
линейности на все U=R+iR [2].

Rk

Если Тг — произвольное продолжение т с Л до точного но'рмального
полукоиечного следа на ЩЛ),
Т](л')=Гг)(//л:), х^и, где Л=г1Х|/Дхо

то по теореме Радона-Никодима [6]
производная Радона-Никодима

является полоясительным оператором, присоединенным к центру Zy,
алгебры и. В частности, т.к. Zu коммутативна, то h лежит в алгебре
S (60-Х()-измеримых операторов относительно U, которая совпадает с
пополнением алгебры фон Неймана U в равномерности, пороясденной
топологией t сходимости по мере х [7].

Теорема 1. Пусть Л е/И’^алгебра с точным нормальным
— каноническое продолжение х наполукоиечным следом х, и То

U-- Ц[А). Тогда произвольное продолжение х до нормального следа на U
имеет вид Xi(Ar)=Xo((l+//t)A'),
центральный косоэрмитовый
центрального

продолясающий т.
Преясде

А'(= и, где 1 — единица в Л, ^ —
элемент в R. Обратно, для любого

такого, что 1+/Аг>0, функционал
нормальный полуконечный след на

'  косоэрмитова /те R
А'(= и, задает и,

чем доказывать приведем ряд
вспомогательных результатов,

алгебра фон Неймана с
полукоиечным следом х. Топология t сходимости
окрестностями нуля

утверждение

Пусть и
то

,

чным нормальным
по мере X задается

Ог.й={Ае и-3р&Ри.х{1-р)<Ъ, К хр ||<s}.
где решетке проекторов U.

Пусть а. — автоморфизм или антиавтоморфизм U.
Предлоясепие 1. В топо.югии ^ на U,a является непрерывным,

что если \р с Р... иилДоказательство. Сначала заметим,

х\р О, то X а. р'  л/ л—»со I V —> 0. Переходя к подпоследовательности,л/ /л —><●»

т(,р„)<2 ".
последовательность q„ убывает и

можно считать, что Полояшм Тогда^п='^к=пРк'

< Z2 ^ = 2
к=л

-л+1

при л-^оо. Следовательно, q„iO. В силу того, что  а — автоморфизм Р, то
а (q„) -I о, и следовательно х (ct(<7«)) —>0. Так как р^д

оX q\ л/ к=л

тоJIf

поэтому X (а(дц)) —>0.
Итак, пусть е,б>0. Выберем 5i так, что при х(^)<5, выполняется

До'.(/>))<5. Рассмотрим окрестность . а О ^ . Пусть х е

x(l-/>)<5i, II хр \\<г. Тогда для д=а(р) имеем

,  тогда£.5

су1цествует реР такой, что
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хр ii<e, т.е. а(А') £ <9,.6- Итак,qaix) II = II аКрх)т(1 -(7)=т{(У.(

с^9..л. т.е. а является tct О непрерывным.
I  )

Пусть S алгебра всех т
и [7]. Тогда S (77) совпадает с
Ih КЛ iR, W

R' {л'£ U\aix)—x*^) , где а-ипв(»лютивный антиавтоморфизм, порожденный
^-непрерывности а, его можно с U продолжить до

антиавтомор«)5Изма а на 6'(77). Положим,

- измеримых операторов относительно
пополнением U в топологии t. Если

вещественная алгебра фон Неймана, тоR

R. В силу
ИНВОЛН)ТИВНОГО

iS'(7?)={я(а-) £ 5'(С/) : а(А')=А''},
измеримых операторов относительно R.S {В) алгеброй tи назовем

0ч(!ВИДНО,
3{ЩЫ8{1Т)={^\ и S{U)=S{R)yiS{R)
инволютивный антиавтоморфизм S (77)). Так как(так как ГУ

инволк»ция t
замыкание R в топологии t.

Предложетгие 2. Оператор a&S (77) измерим относительно R, т.е.
е S (R) тогда и только, когда в его полярном разложениии а = и

модуль 1 а \ измерим относительно А, т.е. | л | £ /S' (А), а частичная
из11метрия и лежит в R.

Доказательство. Если | а | £ /S' {А)с: S {R) и ueR, то,
очевидно а=и\ а |e/S'(iv).

Обратно, пусть а£б'(Т?) и л=1/| а \ его полярное разложение. Так как
S (А) совпадает с замыканием t/W — алгебры A=Rg в топологии t, то

непрерывна, то отсюда следует, что

^ \,

S (/l)-.S' (Я),.. иИмеем aa‘eS {R)^ = £ S(A).

Осталось показать, что и<= R. Применим а к равенству а=г;|а| и

у^гитывая, что а(а)=а , гу(|а|)=|а[, получим:
я"=гх(д)=а{|л1)а( н)=|а1а( и).

S (А) и, следовательно, а

^^:=r^( г/) 1а|- В силу единственности полярного разложения (так как
а(//)* также есть частичная изометрия) полу^хим о.(иУ=и, т.е. а(п)=н.

Т.Г‘.

т.е.
п£{а*£ 77: a(x)=A“'}=i?.

Предложение 3. Пусть z=^a+jb€S (U), a,b€S (R), а>0. Тогда элемент
.V огрвничен в том и только том слу^гае, когда ограничен элемент а.

Доказательство. Так как а>0, то существует u+IveS (77)
(и,v^/S' (R)) такой, что x=^iu+Jv)(u+iv)*=(uu''+vv*)+j (vu^-uv"). Отсюда,
Taf: как S (R)r\iS (R)={0}, то

*, »= Ш/ +KK fr=VH*—НК*а

Следовательно, элемент а ограничен тогда
ограничены элементы u,v. В частности, если а
x=(u+jv){u+iv) — ограничен. Обратно,

и только тогда когда
ограничен, то
ограничен, то

существует Х>0, такой что А.1-а'>0. Отображение у  : /S' (77) —> /S' (i2),
определенное как \\f(a+j'b)=a{aybeS (i?)), положительно, так как у сов-

+ а) на S (77)ч. Следовательно, из А,1-а>0 следует

если X

падает с
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\\f (/Л - А‘)=л.1-я>0, т.е. 0<д<А.1. Это означает, что элемент а — ограничен.

Следствие. Положительный элемент х=аЛ-1Ь^8 {U)-, а, b&S (К),
Ь ограничены в S{R).ог11аничен тогда и только то1'да, когда а и

Произвольный нормальный полуконечный след т на алгебре фон
и или на JW а.чгебре А можно продолжить до нормального

S (Л)), положив для
Неймана

следа на тветственно на
(соответственно А' (Л))

S (U) (соо

L{Uyi) (соответственно L^{AyX))

^  J^(A,%)).

х(х), если лг е
г(л-) ^

.к‘£ L.^{CCx) (соответственно4-00 ^ (к:ли

Из лемйЕЫ Фату легко следует, что если xeS(U) (соответственно
хеЛ''(Л)) и сеть центральных элементов Д,. возрастает к  то для

(соответственно хе-5'(Л)) имеем т (-y) = sup^^ t .
В

хе S ( [/)

дальнейшем ш; будс'М раз.чичать следы т и Т .
Предложение 4. Если a+fbeS' iU) центральный,

● JW — алгебры А на алгебру фон

,Ь(=6' (Л)^ '^(1 ~а

капоничесл:,ое продолжение следа т с
Неймана то

Тп(лЧ-/^)=Т(я).
Как отмечено в доказательстве

. a&S*- (Л).
Доказательство,

прсд.тожения 3, элемент :i(iS{R) также положителен, т.е

Т1 сеть
Пусть а - J лг/ (\/

тогда е^сп(!КТральное разложение,

, П1)гшем 0<л^<Х1, Т.е. ае^^^А (ограничены). В
ех( л+//>)=C}a+ie-^b G)^b тожеи

.о

центральных проекторов
силу пред.чожения 3 элементы
ог)1аничеыы. Поэтому

т {а + ib) = sup т (ао [е. а] = (п) .+ ib)) = sup XОл
Доказательство теоремы 1. Пусть Т] — произвольное

продолжение следа Т с Л до нормального следа на С^ЩА). Как
отмечено выше

А'£ и,Xi(x)=Xo{bx),

центральный положительный элемент в алгебре ‘5'( всех Ху
— операторов, присоединенных к Z7. Так как (

+Js{r), то Л=«+й. где .,besm- Так как 5'(Я)гт й'(i?)-{0}, то из л-
следует, что а =а, —Ь — А, т.е. a&S (i^M bG.S {K)i;.

Покажем, что условие X

РДС> }]

измеримых =А*

= X влечет, что а—\.‘Ь X о АI А

Итак Хп((л+/*)л-)=х„(л-)=х(л'), для любого х^А^, т.е. Xo{nx+ibx) Хо(х)
любо’го л-еЛ' . Так как лл', bxeS {К), то в силу предложения 4для

Хо(лА+У/?Аг)=Хп(ллг), т.е.
Va:6 Л"'”X()(^A')=to(x),

a£S"{R)=S\A) и а
элемент. Пусть р„ —

по.-,ледовательность проекторов из Л, возрастающих к 1 и х (р„)<- для
любого л. Тогда Хо(аЛА')=х„(ал')<«^- т.е. X {p^kax^x)) xipj^a-^x) О для
тюбого л=1,2,...,агеЛ'^. Пусть x=s£A такая симметрия, что (a-l)s=la-l|.

Тогда х(р,\а-М)=0 для любого л=1,2,.... В силу точности х следует,

— центральныйпричем

что
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pj.7-lh0 для любого т.е. |я-1|=0 или л=1. Итак, h-l+ib&S'
3 элементы h и beS (-Я) ограничены, т.е. beRk-В силу прс?дложения

Таким образом, т,(л-)= и)((l+i6).v), -ve U, где beRi,, b  центральный в R.
ке ЛУ l+ik>0, то легко проверить, чтОбратно, о

задает на V — нормальный полукоиечный след, причем

иесли

т. Теорема доказана.тX о А

РХзвестно [5], что для обратимой УРИалгебры А следующие условия

1 А

эквива.чеитпы:

(i) антиавтоморфизм а, порождающий R[A), центральный,
действует тождественно на центре U\

(ii) А не содержит прямых слагаемых изоморфных эрмитовой
алгебры фон Неймана;

(iii) Zu=^A^i^A'
Р1з (iii) видно, что в этом случае Z^c^Za и поэтому Zi^Ri^{^\, т.е.

след Х() является единственным продолясением х с  Л на XJ[A).
неассоциативных алгебр Аренса

т.е.

части

Для изучения некомму'штивных и
приведем некоторые сведения из [8] и [3].

Пусть и — алгебра фон Неймана (соответственно «/РР^алгебра) х
точный нормальный полукоиечный след на U. Рассмотрим множество

L^{U,x),Z,"’(f/,T) = n L”{ U,x) банаховы пространствагде

норм iN|/,=(x|AfV^^'(см. [7], [9]).относительно
Множество L'\UyX) явл^сется полной локально выпуклой алгеброй

([4], [3]).
L (£/,х).

относительно топологии, заданной системой норм { || ●

Обозначим через Д Дх) линейную оболочку множества П

!1г 1{к\

1<9<«

[8] для алгебры фон Неймана Дав

q

Следующая теорема доказана в
[3] для ь^РР^-алгебр.

Теорема 2. Пусть р и v точные нормальные полуконечные следы на
и  (соответственно УРР^алгебре U.) Тогда'еб{>е фон Неймана

сл(!дующие условия эквива.пентны
(i) Г’( Дм)сД’( ^,V),

ал1

dv
6(ii)

d[i
получить следующую связь между

некоммутативными алгебрами Аренса.
— точные нормальные полуконечные следы

их канонические

можно

ебре А

Из этой теоремы
неассоциативными и

Теорема 3. Пусть р и
на чисто вещественной

продолжения на обертывающую

V

t/PP^-алг , ро и Vo
РК "*-алгебру и. Тогда Д“(.<4,р)сД(А,у) в

П\ Дро)сХ“’( Д Vo).
dтом и только в том слу^ше, когда  Vdv j  о_

[6], [10]). Из

иПусть h =в о.с т t/pт е л ьД о а 3 а

соответствующие производные
определения Vo и ро получаем следующие равенства

0,„(o+ib))=Ma+ib)=vi.a)=\i(ha)=Mha+ihb), ^ ^ ^
ГДР a+ibG If яеД, и Ь=Вк- Отсюда следует, что Ао-А. Условие АбДЛ.Ц)

влечет ЛоЕд’г/.Мо); так как h = СГ.цо). Верно и обратное, т.е.

Радона-Никодима ( см.

Ро
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условие Д, eIXU,\\o) влеч-гт 11^ЦА,]х), так как Д)=Ле6' (Л,ц) и
‘аЛ,\1)=Ци,уи,)глв {А,\х).

Итак, мы получили, что ЛеДЛ,|1) тогда и только тогда, когда
Л(1 к Д В силу теоремы 2 отсюда получаем L'\A,\x)<z.L%A,v) тогда и
только тогда, когда Д’( i/,|j())cZ,‘'’{ f/,Vo).

Следствие.
Д‘( U,^{u)=L'\ C4vo).

Для доказательства следующей теоремы нам понадобится
вспомогательная лемма.

П"{А,\х)=Г[АМ тогда и только тогда, когда

.Яемма I. Пусть т — точный нормальный полуконечыый след на
алгебре; фон Неймана U. Если центральный положительный элемент h
принадлежит Д Дт), то Аее Д(Г/,х) для любого центрального проектора е
с т(е)<со.

Доказательство. Пусть ЛеДДт) и е центральный
проектор, д.чя которого т(е)<со. Тогда h представим в виде h=hf-¥hf

что т(Л/)^<<» и т{Л/ для некоторых 1 < г < ^ где /

i

та):,
центральный проектор из U. Из этих неравенств следует т(ЛеУ)^<«> и
т(У)е/ Отсюда, у^штывая что т(е)<<», полу^хаем T{hef <

<i(hef'^y<<=». Следовательно,
х{Ьё) < x{beY=i[hef-k-hef ̂ Y=T{hef)‘‘+x{hef ̂ У<с>о

т.е. /?е?е=Д(Дт).
Теорема 4. Пусть А — чисто вещественная «/Жалгебра, t — точный

нормальны!! полуконечный с.тед на А, То — каноническое продолжение
сле^да с А на обертывающую W — алгебру U. Тогда

(i) Z.'’( Дто)сД’( Дт'), где х' произвольное продолжение следа т» с А
до точного нормального полуконечного следа на U.

(ii) Существует точный нормальный полуконечный след х' на Д
яв.)яющийс’.я продолжением т, для которого 1Т{ ДТ())?^Д’( Дт')-

Доказательство. Утверждение (i) следует из предложения
3 и теорелты 2. Для доьсазательства утверждения (ii) надо подобрать
производную Радона-Никод;има 1-Ык из теоремы 1 так, чтобы
(1- ik) VZ( Дт')- Для этого рассмотрим следующий пример.

Пусть F — фактор типа II] с KaHOHH'iecKHM следом ф. На L [!,+<>=)
рассмотрим интеграл Лебега

(/)= /е iT
1

П1

следом ^ф®п7.Пусть N=F ® £»“■[!,+«5) алгебра фон Неймана со
Рассмотрим вещественную алгебру фон Неймана

,а £ Ny £ N.
*

R = а, а О  ’ОО

2ir~Zf^Zj\r,Д= Д7<1)=Л®Л^), прщтем гдеизоморфную N. Тогда
След на JW-aave6pe имеет вид

т {(л, Ло))=^(й)> osNs.

При этом, если л£^дл=-^Г[1,“Ь»), то очевидно

= t{a) = т{а) =
1

Т а,а0V' )

Каноническое продолжение т па ДHi^ieer вид
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= ~xUi + b), а,Ь& .

Прои;ш()лы[ое продолжение т с Л на U имеет вид

т’((л ,*)) = t|j(a - /)а ),(1 + /) А) = ft ((1 -  л ^ + (1 + /)*).
1  1 f < 1, feZ^. Элементу к из теоремы 1 соответствует элемент

{if. -/Oc/lV Пусть ^е[1, т.е. /£^'^[1,+ Рассмотрим
прпект1)р е ={l,0)sZa^ Тогда

гд«-

cix
=  (е) = ((1,0)) = i-t (1) = |-4)(l)7lt/§

t'(<0 = т^((1- /),0) = |t(l - Л = |ч>(1)11

О
^  dx■re

l>

= -foo

- /j

< 4oo.

Отсюдл «следует, что
dx

О
L^iU.x) X {e)<oo.re(= иdx

d X
0

(2 L{l/yx'), T.e. в силу теоремы 2То1’Да из леммы 1 получаем, что ~d7
вк.чючение U‘Xt/,x')c:L"iU;Xo) не выполняется.
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(Summary)

In this paper we study the connection between properties of Arens algebras on JW-
algebras and Arens algebras on Involvping von Neumann algebras.
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