
УДК 517.98

Ш. Л. ЛЮПСЗ. Б. Р. ТЛДЖИБАСВ

ЛИЕВЫ И ЙОРДЛНОВЫ СТРУКТУРЫ в КОНЕЧНЫХ ФАКТОРАХ

Фагиз isii.iaii.iinv У/—lV'--a:ircGi)a, а—yiaarti иииолютип '-ап-

Т11;штомор(|шам па J‘ P { h 1) = [o':-. (J4 (■') 1 —^чипг спс-

ктрал цисм фалала, и булспп. У .\илда 41'‘ { + О  ~ Моглап
—  ica ;iii алгсбгасшш .\ос!м кплади. Уш-алгебрасп,

UV ма!^олада '-;екли 4/ (1)акгорлап1 сует ёппк Иордан па Ли
алгеоралари ораенла iOip[)n;uini к_7р[шишга гим булган алгеб-
рала;) аж;;ат!1Л1-аи.

^’●-аптпаитоморфпзм
j.'Jy удовлетворяю-

С'-'-алгеб!)с1,
ко.милсксно-лппсипое

СПусть Я ( — ППИОЛЮ'ППШЫИ

;  преобразование44, т. е.

щсс условиям:

(/:) а (д-у) — а (у) а(л-) для всех л", у^4'1;

{U) о.{л-"'') = а.{хУ'' лля всех

{iii) а-= / — тож; ествениое ппеобра'ование.
И пусть

(J: I) = = ± а)

Я“(+1)—спектральные подпространства а. Тогда легко видеть
является самосонрижеиноп нордановой алгеброй отно

что

сительно
метрнзогзаиного пронзведе!1ия

енм-

а-Ь ~ 1/2 {аЬ -Ь Ьа),

самосопряженной алгеброй Ли лиеваотносительноа Я“(-1)
произведения

[а. Ь] =аЬ—Ьа.

Классификация пар Гюрдапошах и лисвы.ч алгебр, иозиикающих таким
способом б1>1ла начата Робинсоном и Штермером [Ij. Они рассмот-

’  когда — ^'^’гсбра всех ограниченных линейных
/■/, т. с. когда

рели случаи
комплексном гильбертовом пространствеоператоров в

44 —\^7=^-фактор типа 1.
В настоящей статье мы исследуем случаи, когда 44~~'^'^ -фактор

типа Иь или более общий конечный lT'^-фактор, и среди
алгебр 44

Основные ре;зультаты.

лиевых под-

опишем тс, которые имеют вид
Пусть Я“^^^''’'-алгебра ормаль*

Не ограничивая общности будем
едппичиый оператор. В алгебре у/ можно

с точным н
счит ать, что

ввести
ным конечным следом т.
т (1) = 1, где 1
с гая яркое про:;зво,Ы'п::с

{а, Ь)=т[аЬ'^)=т{Ь'^''а),

'.едгп.тьбсртопо пространство. Пополпсиис 41 ог-

соппадаст с пространством ●-●)(с7, п)‘ -,
iipncOv'.'unii.

., что '//—\'У '-фПКТ(Щ с точным И',п-
лх к квадратом операторов. ● L ●

дсм считат!

превращающее ее в iij
иосителчпо !;о[К'.:ы 1
всех 1штсгри[)уем1Лл
В далыюйтем гачоду б
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т(а(1))^ I. В силу ехинствениостп следа наконечным
чторе отсю; а слетуст, что

еле; ом и

(1)-ГсЯ — Т,

Если G — линейное подпространстпо о то через G'^ обозначим
множество э.чсментои из J' -J, ортогональных всем элементам нз G, т. е.

0^ = =0 v^-eGj.

Тогда пара 1), 1) имеет следующие
минах гильбср-10!юй структуры на J' 4-

Предложение !. Пусть О “ J' -f (— 1)- Тог. а = J-f (+ 1)»

свойства в тер*

причем

(2)а GCZG-,

G'\ G^] са (3)

Пусть x'^G--, тог. а -(л'5‘ -')=0 для всех
g^G. В силу cBOiicToa (1) отсю. а получаем

Д о к а 3 а т е л i> с т в о.

{у. (xg-)) = - (а а (.v)) =-'.т {g^^u (.v)) =-t{'x (х) = 0.

Следовательно,

(4)^((А--а(л'))Г)-0

Тог, а

I) = G. Поэтому из (4) ири 5" = еле лет
s„=.>r-a(,v).Полож:;м ггдля всех g<^-G. очеаи,.ио,

(■’^■)) gl ]■Z ((л- — а (л-)) (X - (л'))*) = ((.V —
= 0.а

А-6Я“(-И)-в силу точности т это значит, что x=a(.v), т. с.

Обратно, если -хбЯ“(4- ~ ”
имеем для всех g & G —

используя (1)?снова

т. е. ^ =ж о

Проверим свойства (2) и (З).Если g
~gi

л: G G^.или

(й’г) ~~g2, то
g^eG = 44^{~ 1), т. е. а(^,) =1 1

= 1/2 (а (й-,,) а (о-,) -1- - 1/2(^2,§^1 +й'1Й-2)  - gi

а

{g2g^)) =а

о (Г
Ь 2 »

й2вО^- , т. е. a(aj = a,, а{а-.) =
а (Дг) « (^|) — (й,) 2 (Д.о) —

т. е. g, = й-2бЯ“{ I- ])=G
= Дг, ТО о.{\а
— Д,Д2 = — |Д
зано.

и
I)

1 . Если а
а^]) = 1 (а,й2 — м,) =
Д2|. Следовательно, [Д1, Д2|еО, Предложение дока-

I  >

Основной нашей целью является доказательство того, что свойства
алгебры Ли 0=5''/“ (—1), упомянутые в пре;иожен1ш 1, являются ха-
рактеризационпыми. Более точно, имеет место следующая

Теорема 1. Пусть G — слабозамкнутая самосопряженная алгебра
Ли в Я. Тогда G Я“ (—1) ;1ля некоторого инволютивно-

-антнавтоморфпзма а в том п только том случае, когда G
лястся иордаповой алгеброй и выполнены условия (2) н  (3).

Прежде чем

имеет вид
1!i:го яв-

переходить к доказательству теоремы, приведем не
сколько вспомогательных утверждений.
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Предложение 2. Пусть ( л',_, ]
ного шара \1?'*-алгсбры !И- Тогда || Ц-^ = х
том случае, когда сильно, т.
мального состояния р на (И,- Другими
норма 11 II2 индуцирует сильную топологию.

Доказательство.
^-^0- Обратно, пусть Ц .■’cj ^

ПС стремится к О для некоторого нормального сое-

сеть элементов из едннич-
->0 в том и только

е. >0 для любого нор-
словами на единичном шаре

Ьелп л:,,->0 сильно, то, в частности,
vO и предпо-

■ Y.

Х\Х X

р{\\)ложнм, что
тояния р на Переходя при необходимости к подсети, можно считать,

что р 1А\ J для некоторого числа > 0 ^
менты А\ положительны]. В силу слабой компактности единичного

(теорема Банаха — Алаоглу) существует слабая предельная точ-

/
заметим, что все эле-

шара
ка а для сети

считать, что x^x^-i-a слабо,

(И:-М(Л' такI
-{■-

Можно сразукак А' Л‘ А,
/  Ч.

j~5“9(a) для любого Hop-т. е. 9^А\А
мального состояния ср на В частности, при <^> = 1 имеем i^a., а^ ]
->-i:(a) = 0, т. е. G = о, так как и след -г точен. Но при ? = р

получим р ^А^ j->-р (а) = р (0) = о и р а,^ j >●  . Противоречие

показывает, что р^а' j-^0 для любого р, т. е. а^->-0 сильно. Пред
ложение доказано.

Следствие. Пусть G — слабо замкнутое линейное подпространство
в 1Р'-алгебрс G—его замыкание по норме в гильбертовом про
странстве Тогда мполсестБо ограниченных операторов из
G совпадает с G.

Доказательство. Единичный шар в G слабо замкнут в едп-
полонничном шаре (И и. следовательно, он сильно замкнут, т. е.

в равномерности, порожденной сильной топологией.  В силу предложе
ния I единичный шар в G полон и относительно нормы \\ Ц2. Поэтому
едпи![чпыс шаргл в G и G совпадают, j. с. G — это  в точности множе
ство всех ограниченных операторов из G.

Предложение 3. Пусть О —линейное подпространство в
такое, что G^ является йордаповой алгеброй. Тогда  = (а g G^ :

= х} является /11^-алгеброй, т. с. слабо замкнутой йордаповой ал
геброй ограниченных самосопрялсенных операторов. Если при этом
подпространство G слабо замкнуто, то Я = G@G^ .

Доказательство. Покал^ем сначала, что G
Пусть (АДса*- н сильно. Тогда

X

i
сильно замк-

очевидиэ А^ —нуто. »
->0 и, следовательно, из (а.^ , =0 для всех v слА ,

, т. е. agG'*’. в силу— о для любого g^G
едует, что

■‘^-операцни отсюда следует, что множество G_^^ности
замкнуто в !И- выпуклых подмножеств

сильной непр

же сильно

ерып-
так-

в Я
сильная и слабая замкнутость означают одно п то л<е [2,

2.6], то G^^ слабо замкнуто. Так как G
X

— йорлан
гл.

ова ал-теорема
гебра, то, очевидно
довательно, О

X — У5

XG также является йордаповой алгеброй. Сле-SAt

1^-алгебра..4
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в силу теоремы I из 13] существует положительная проекция
с единичной нормой (условное ожидание) из УИ^'-алгебры

/lv^-подалгебру 0^^, которая является сужением ортогонального про
ектирования из вещественного гильбертова пространства L, (^4

на его подпространство . т). В частности, проекция

паSA

S4 »

любого элемента из принадлежит . Поэтому проекция опе

ратора из 4't при ортогоиалыпм npoexTiipoBaniin из ~)
является ограипчеппым оператором. Так как G" слабо замкнуто, то
в силу следствия продложеи:!я 2 эта проекщщ лежит  в G^. Из об
щей теории гильбертовых пространств известно, что всякий элемент
-V из Я ^ ̂ 2 {J'L '^) единстпепиым образом представляется в виде

х = х^-^Хо, где .ViCG, Xnf^.G' . В силу сказанного выше Х2^0^ и,
следовательно, л\=х — лм—также ограниченный оператор, так как

Есл![ пространств.) G слабо замкнуто, то из следствия пред

ложения 2 следует, что a',gG, т. е. Предложение до¬
казано.

Я.

Предложение 4. Пусть G
44- Тогда

самосопряженная алгебра Лн в

, G] С G^ . (5)

Если при этом G является Пордановой алгеброй, то

(G^r-G (6)

G^ кроме того, G слабо замкнуто, тосамосопрялсспо. Если
G- GCG.

т. е.

(П
ае G".gosG, Покажем,Доказательство. Пусть

[а, g'ojeG". Для любого g’sG ил!еем
1, g)=- ((а^-,) - goa) g-) = - {а{\а а

1 & О

что

} “ ̂ igoO-g'^) ='У^ ‘Ул ОЬ

● \ / *
-i[ag

г
= 0.g(7 а, гг= ' ё

так'как gg CG и
место (5).

Пусть G^ является йордановой алгеброй, aeG^. Покажем, что
a'- eG^, т. е. G^ является самосопряженной йордановой алгеброй.
Пусть g^G—произвольный элемент. Гак как g"^G, то  т (ag") =
= '^-{^{ёУ'')= 0. Поэтому

(а-, g) ^ т ia^g-) = т: iigay) -= ^{a~g) = 0.

В силу произвольности g отсюда следует, что т. е. имеет
место (6).

Наконец, докажем (7) при условии, что G слабо замкнуто. Пусть
aeG'^ , g 6 G. Для любого ai^G^ имеем

2 ((д - g), ai ) = W (ag + gd) ^1') = ^ ( ^ё^1 -Ь-

ьо to > О

g* 6 G. Следовательно, ] s G , T. e. имеетa rrn-
* t>0 Jto »

'■i’ \

I
:!= \

= T(g(fl^ Д-Рaaj'j]X gaa 1I

) = 2((йро), /) = 0,= 2.(( -a]ga I

так как e ,
2-14

Д6 , g'"6 G.a 1
17



1
в силу произвольности ^7, е G
Так как G слабо замкнуто

—G, Следовательно,
ложепис полностью доказано.

Доказательство

то п с
т. е.

теор

И = 0(ва^,
т. С. доказано (7). Пред-

1. Нсоб.ходимость. Если G —
антиавтоморфизма а,
силу предложения 1

соотношения

а оотсюда следует, что
илу предложения 3

а = ^gG,

емы
то в силу слабой испрсрывпости

G является слабо замкнутой алгеброй Ли. В
=  (-1),

G^ = ЗГ ( + 1)
(2) и (3).

ость йордаиопа алгебра и выполнены

Достаточность. Пусть G — самосопряженная
алгебра Ли в
условия (2) и (3). Через Go обозначим множество

LGпричем
слабо

— йордаиова алгебра
замкнутая

II выполнены

Оо = г -g:г

косоэр.мптовы.х злс.мснгпв из G. Так как G —
ра Ли и всякий элемент ^' gG

самосопряженная алгеб-
можно прсдстиыггь в виде

- R ■g = -1' Iо ●>/ : у

J
где 1,2(5-—;^-), \2i{g-, о

й )  «Ло , ТО)

G — Go + t'Go. (8)

При этом легко увидеть, что G

Далее через как6'Л ’

лиева подалгебра G п Go П —10).о —

и рапсе, обозначим множество сомосо-
пряженных элементов из G'~,
ся /и^-алгеброй. При этом всякий элемент из

которое в силу предложения 3 являет-
прсдставляется в
- eGt

I ;-LU

а и ●а в силу,  где SA»
  и а - а — а-'tвиде а

■ > 2i '●> ●

свойства (6) из предложения 4. Слсдовате.

G-^ = G
т

1

5 л

ыю,

(9)
причем в

Я
1

Gsa П ^G = |0}.SA

является вещественнойПокалгем, что пространство R — G^^ + Gq
^-подалгеброй в Очевидно R — вещественное линейное подпрост
ранство в J4* Докажем замкнутость R относительно йордаиова пронз-

6 ^ведения. Для л* x,eRt ~ a I

gl ’ -^2 = ^2 + gz > a SA ’11  ' 1 ’

gi ^ g2^ Gq имеем

Л',.; = ^2 = (f7, (^2 Ч- g2) = Cl ° O2 Ч- « ^2

Так как G^^ — йордаиова алгебра, ю ® g G
(2) теоремы f

(g'l ° )

●i
II, так___как

Sz = (-
cr<y
to 1— to 1

Л_
gi°g2-

.  В силу условия

g^ ° а-2 II

i
SA

g, ° g,.

. Далее в силу предложения 4 (свойство (7)) a^°g.'
J.

то g-j о е G
gl° (12^0. При этом

SA I 9

°( 62 ) = -^rgz*

т. е. Oi^g-^eGo- Аналогично gi°a2eGo. Следовательно»

-h G, + G,

crо д. = аа 1621

i

+ Gq -RG^,= G
X

-v:„ G GЛ' 5Л1 SA -
18



Докажем замкнутость R относительно
дгз — а.,-f g-2 6 имеем

[a'i , д':.] = IcTj , а->\ -г [а

сг
* I *

1 > g-2

лиева произведения. Для
ДГ1 =

^2] + 1^1, g2l
Из ус.'Юпия (3) TCopeMisi и того, что Gf,—лиева алгебра, легко следу
ет, что ]о, , а^], 1.^, , е Go. Из свойства (о) в предложении 4 имеем

ёзЬ [ёь an\GG^ . Гак как [а^, = [о,, gn\, [g-,, а.,],
S’2 ]● [5'i > Таким o6pa30Ni,

cr
to I 11

TO a 1 »

1
^0„ = Gi,-hO„=^.

Теперь 113 замкнутости R огиосптсльно йордаиова
и лиева произпсдспия [лй,
социатиБиого произпсдеиия

д:, , л-„ - G л- Gо 5Л SA

произведения
л'2] следует замкнутость относительно

д: , ° дгз
ас-

л-,д, = 1 2(2лй 'лл-!- [д, , х.,\),

]' [. Кроме того, для
of" 4- g"'-'- а — g- G /?, т. с. R ■

j4- Далее в С1!лу предложения 3 и равенств (8), (9)

4- /G^ = G

= /? 4" i-Ry

1. Q. R — подалгебра в
O'6 Go, очевидно.

x = a

л = 0 - G^ = G„+/G„-!- Gi

H-/(G„+Gi

0

A-gsR, аеО^д,
подалгебра в

atSA
\

i I

причем У? n = (0).
Зададим на fj преобразопанпс

где a, bpR. Легко проверить, что а является
автоморфизмом. В самом деле (см. [4, гл.
вещественная лиищ'пгос'п.
ностп а сводится
beR. Имеем

{i {а 4- Lb)) ~а{— b ia) = — b''^' -г ш* = г(а^- 4- ib"')
Далее

a{{a-\-ib)-)
и, кроме того,

а, положив а {а 4

(а'’-' — ib'’) ~ а — ib = {а =
(а

- i-b) = 4- ib"^,
анти-

I, предложение 3.5], [5]):
а очевидна, поэтому доказательство лппей-

к  проверке равенства a.{v{a-\-ib)) = ^{а ib)^ а,

иыволютивиым

ia. (а 4- ib).s=

 а(а-\- ib)

((а -г ib) {с 4- id)) — а {{ас — bd) 4- i {ad 4- be)) = {ас — bd)-^ 4-

4- i {ad 4- bey^ = {c^^cr — d'- ^) 4- i -p = {c^^  + id'^) x

X {a^ - ib'^1 Ш) a{a-i- ib),

a

a-j-ibe;^i, c-\-id^'J4, a, b, c, dsR >

-антиавтоморфизмом причем a (a (д-l
-анти-а — имволютивпыи

т. с. а является
~ а{а*-j-1Ь-) а ib, т. е. а“ =/. Итак
автоморфизм и''*-фактора Покажем, что G = ^“ {—■ \).

Если и =: а-'г ib {—I), а, beR, то а
= а"--р/6Х

{а + = — (а
ввиду RC\iR~{0].л* — — а,т. е.

 4- ib) =
Так как

У е Q
1а~ X -У у, где хеО а = ~.к~у. Поэтому

следует, что л' - —-v, так как О^^ПОу"{0]. Итак,
х = 0, а = уеОо. Аналогично из Ь* = — Ь следует, что ЬеО<^. Зна
чит, и

то а-- = У.SA * и ’
ИЗ а — а

= а-\- ibeGo -г i^o =
Обратно, если u = a~ribeG, то а, ЬеО^, и поэтому

— а — — (а 4- ib)а (а 4- ib) -■= ci^ 4- ib'^ -

е. {—\), Следовательно,т.
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G=.[geM:r{g) =

Аналогично доказывается, что

= (а 6^/ ; а (а) = а) (-!- 1).

Теорема полностью доказана.
Замена н и с. Следует отмстить, что

ремы 1 не вытекают одно из другого. Ыапрпмер
J  е. =Я. Тогда abinonneiio условие (2), т.

усло вия (2) и (3) тео-
пололчим G = (0),

G^GcG". Ио

G^ , О'^] CG означает, что
Если положить

le выполняется (2),

е.
так как

условие (3) ПС выполняется

—[0), т. е. lF*-a.ircGpa ^'/-коммутативна.
Ь = я, то G-={0} и выполнено условие (3), но i

14^Яф{0). Отметим также, что в этих npiniepax все ос-
теорсмы 1 выполнены, так как G в обоих случаях

лгеброи, G^ —

так как
тальные условия

слабо замкнутой самосоиряжеиио1'1 лиевои 2
является
йордапова алгебра.

Известно, что 44 имеет либо тип In (п<со),

либо тип 1Ь. В первом случае все алгебры Ли вида  Я (—1) были
потно^тью описань! в [1] . Поэтому здесь мы подробнее Рассмотрим
случаи, когда ^-^^-фактор типа II,. Как известно (см. [4, гл П,

yVi^-алгсбра G

конечный фактор

[6—8])1 SA, в этом случае.2 и 3.1] или
является Л

теоремы
не изоморфным эрми-

естсственио
Р'-фактором типа И,,

ТОБОЙ части IP'''^-алгебры. Поэтому алгебры Ли Я (—1)
товои Ли типа II,. При этом тeope^l^a 1 выделяет
класс алгебр Ли типа II, среди слабо замкнутых алгебр Л11 в
факторе 44- Следующая теорема является аналогом известной теоре-

(с точностью до изоморфизма) им ЬСГчТПВНОГО
единственности инъективного

части IP''^-алгсбры

=Я“(-И) SA

назвать ал

мы о едшгстветюсти
■W*M])aKTopa типа II, [9] н теоремы
Л1'/ -фактора типа II,, не изоморфного эрмитовой
(см 14, гл. II, теорема 5.1 (1)], [8]).

Теорема 2. В инъективном IF^^-факторе Я существует единствен
ная с точностью до изоморфизма алгебра ^njnna П,.  ^ ^

Доказательство. Пусть G^ -^Я (
две алгебры Ли типа IK в 4'1- доказано в [10, И] (см. [4, гл, II,
§ 4|), любые два шшолютивпых -^^аитиавтоморфизма а, п  инъек
тивного 1’7^-'-фактора типа Uj сопряжены, jr.
физм 0 ^'^=^-алгсбры Я такогг, что «2 = ® , ч rw  ч ъ
L  о,, Т. е. ..(g) = - g. ™ (0g4 = = О (- g) = - eg. Т. е.
0P-SG,. Следовательно, О (G.) с 0= Апалогптю С iG,)c: a, т. е.
е(СЛ=0.. . кроме того, очевидно, 0 ([Яг » ^:^1) “ 1
О гохоаняст ассоциативное произведение. Следовательно, 0|Gi явля
ется лиевым изоморфизмом между G, и Gn, т. е. любые алгебры Ли
типа Hi в 44 изоморфны. Теорема доказана.

Гледствие. В инъективном 1\^*'фагчТоре типа 11, существует
гтврпиая с точностью до изоморфизма слабо замгшутая самосопряжеп-
ствепиая е _ алгебра, G = G С

о

е. существует автомор-
0, т. с. 07 0. Еслиа 1 ,

так как

един-

подалгебра G, такая, что
- п G^ С/ С G.
Как известно см. [4, гл. II. Следствие теоремы 3.1] или [8, След-

ствие 3.4]), ^/^^'Ф^’^торы (-г 1)б-л ” (-f изоморфны тогда
и только тогда, когда инволютг’.вные '-аитнавтсморфнзмы aj иТо
сопряжены. В теореме 2 мы пока:-злн, что если р,  п сопряжены,
то алгебры ” Я"‘^{~\) изоморфны. В связи с этим очень

1

интересной является следующая проблема.

пая лиева
CG X
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Я‘'»(Верно ли, что изоморфиость лиопых алгебр —1) и
антиавтоморфизмов а\ и аг?влечет сопряжсиность ииволютиы.ч
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LIE AND JORDAN STRUCTURE IN FINITE FACTORS

Sii. A. Ayupov, B. R. Tadjibaev

(S u Ш m a г у)

Let H'f be a lF*-algcbra, a an involutivc ‘-anti-automorphism, and

Jf“(±l)={a G У'/: u{a)=±fl} the spectral subspaces of a. It follows that

t//“(-Fl) is a Jordan algebra and is a Lie algebra. In this paper
characterize weakly dosed Jordan and Lie algebras which occur in this

manner when J' 4 is a finite factor.
wc

УДК 517.954
T. Д. ДЖУРЛЕВ, C. ЛБДИНАЗЛРОВ

К ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА С КРАТНЫЛШ
характеристиками

Мат^олада характеристпкаси каррали булган то}^ даражалп
фу1гдаментал ечпмлари курплган ва туртбурчак

со.\ада бнрннчн чегаравий маса.тапинг бирдан-бир ечимга эга-
ЛИП! ургаиилган.

тспгламапниг

Изучение уравнений с кратными характеристиками началось с
Г. Блока (см., например, [1]), кото-работ итальянского математика

рый впервые рассматривает уравнение
а'И.'dPji

дх^
const.■ ^0, Р> q, CLа

Это урависиис и его некоторые обобщения (уравнения с
членами, ислиисйиые случаи) при v = 2n. q=\ достаточно хорошо изу-
чеыы. Поэтому мы не приводим здесь подробного обзора работ, посвя
щенных исследовапшо 2я-парабол11ческпх уравнении.

В настоящей работе рассматривается уравнение нечетного порядка
а* II

младшими

2п

-  ̂{-V, у), (1)ia.v
;=t)
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