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В В Е Д Е Н И Е 

В 1953 году в работе Сигала [38] были заложены основы не-
кош^утативного интегрирования* Он рассмотрел алгебру неограни
ченных операторов, присоединенных к алгебре фон Неймана, явля
ющуюся некоммутативным аналогом пространства измеримых функ
ций на пространстве с мерой. В дальнейшем алгебры измеримых 
операторов были рассмотрены в работах Стайнспринга [_41] ,Сан-
карана \̂ 3б1 ,[37] , Падманабхана [35] , Нельсона [ЗЗ] , Йедо-
на [53] и других* 

Нельсон [_33] доказал, что алгебра тотально измеримых опе
раторов [54] является пополнением алгебры фон Неймана в топо
логии сходимости по мере (топология построенная при помощи 
полуконечного следа), 

Развитие теории алгебр фон Неймана и некоммутативного 
интегрирования дало толчок исследованиям, по теории вероятно
стей на алгебрах фон Неймана. 

Условные математические ожидания (у.м.о.) на алгебрах 
фон Неймана рассматривались в работах Умегаки [50 - 52] , 
Томийямы [46],[47], Арвесона [23], Такесаки [45], Накамура -
-Турумару [32] , Моя [34] и других* В этих работах у.м.о. 
определяется аксиоматически* Основьшаясь на результатах Томий
ямы [46] , у.м.о. можно рассматривать как проекционное (т.е. 
Р =: Р ^ Р =: Р ) отображение с единичной нормой,Б своих 

работах Накамура - Турумару [32], Мой [34] и Умегаки [51]дали 
характеризационные свойства у.м.о. Мартингалы на алгебрах фон 
Неймана изучались в работах Кукулеску [25],[2б], Умегаки [5l], 
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Ленса [31*], Данг-Нгока [27], Барнета [24] и других. В этих рабо
тах получены теоремы о сходимости мартингалов на алгебрах Фон 
Неймана (конечных или полуконечных)• 

В середине 60-х годов в работах Топпинга [48] и Штёрмера 
^43] впервые были рассмотрены неассоциативные вещественные ана
логи алгебр фон Неймана - - алгебры, т.е. слабо замкну
тые йордановы алгебры самосопряженных ограниченных операторов 
в гильбертовом пространстве. После появления работы Альфсена, 
Шульца, Штёрмера [l9] и Шульца [39] (были введены J f e - n J S W -
-алгебры) бурно начала развиваться теория йордановых банахо
вых алгебр. 

Недавно Ш.А.Аюповым было введено понятие упорядоченной 
йорданоБой алгебры ( - алгебры) ill , [з1 . Были изучены 
йордановы банаховы алгебры с конечным следом. Б частности изу
чены условия существования у.м.о. и различные сходимости мар
тингалов [6*^ ,[2ll . 

Более широкий и естественный класс - алгебр со
ставляют J S \ N - алгебры с точным нормальным полуконечныь'! 
следом (он совпадает с классом всех локально модулярных J R W 
- алгебр [48"! ) . Поэтому возникает задача о рассмотрении выше
упомянутых вопросов в о6\Д| - алгебрах с полуконечным следом. 

Данная диссертация посвящена решению следующих проблем: 
Б йордановой банаховой алгебре с полуконечным следом 
- построить теорию интегрирования по следу; 
- описать алгебру неограниченных элементов; 
- изучить существование условных математических ожида
ний относительно данной подалгебры и их свойства; 

- получить теоремы о сходимости в среднем и почти всюду 
мартингалов. 
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При решении этих задач нельзя прголенять технику, хорошо 

развитую для алгебр фон Неймана. Это обусловлено тем, что су
ществуют неоператорные (исключительные) йордановы банаховы ал
гебры (йорданова алгебра эрмитовых 3 x 3 матриц над числами 
Кэли, обозначаемая JVl- ), а также тем, что в йордановых 
алгебрах произведение элементов неассоциативно и нет операции 
инволюции. Кроме того, неприменимость техники бикоглмутанта и 
бедный запас унитарных элементов значительно усложняют изуче
ние йордановых банаховых алгебр по сравнению с алгебрами фон 
Неймана, 

При построении теории интегрирования и доказательстве 
вероятностных теорем важную роль играет порядок, и поэтому на
ши исследования основаны на модификации алгебраического под
хода к классической и неко^шутативной теории вероятностей на 
основе понятий полуполя и U - алгебры, предложенного Т.А, 
Сарымсаковым ]^14^ JL^S} ,[17]. 

Кратко ИЗЛ0ЖИ1Л основные результаты диссертации, 
Работа состоит из введения и двух глав. 

Первая глава посвящена построению теории интегрирования 
на йордановых банаховых алгебрах с полуконечным следом, 

В первом параграфе приведены необходимые сведения из 
теории йордановых банаховых алгебр ( - алгебр), 
теории упорядоченных йордановых алгебр ( VjJ - алгебр) и теории 
следов. 

В § 1.2 рассматривается - алгебра Л с точным 
нормальным полуконечным следом Т . 

Пусть . . \ 
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ж =[хеАк(1х1)^+-=). 

Доказано, что К и Tt^rf- являются йордановыми идеалами 
алгебры А , причем 

Определим U, - норму на , полагая 
для 'Х.^ ?(fL^ , и Li - норму на К. » полагая ll0c|L'=^ J , т "Z. ^ 
=-\'t:(^X'^) для X e l f v . Пополнение ?(ГС^ (соотв.Iv ) 
по L, - норме (соотв* по 1л -норме) обозначим через иДТГ) 
(соотв. через U,j_(^^) ). 

Для Х . € Tnft,-̂  функционал LD , определенный как 
^^(JX^ —^ ( C L X ) для C L E A , является нормальным, и 

имеет место равенство 

Доказан следующий результат, в котором содержится неассо-
одативный аналог теоремы Радона-Никодима. 

Т е о р е м а 2.8. Пусть - алгебра,Т -точ
ный нормальный полуконечный след на А • К - предсопряяен-
ное банахово пространство к А . Тогда банаховы пространства 
Ь Л ^ ) и К изометрически изоморфны. 

С л е д с т в и е 2.4. Отображение X — ^ ^ » где 

4:̂ Lcx -̂t(,ax^ a,eA,aLeU^(,t) (соотв. Cte L^^), 
Х Е А ) является изометрическим и порядковым изоморфизмом 

между \^Х^) и К (соотв. между А и L '̂ i'̂ '̂ ) 1 )• 
Эти результаты необходимы в главе 2 для доказательства 

существования условных математических ожиданий на йордановых 
алгебрах. 
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В § 1.3 при помощи точного нормального полуконечного сле

да П: на JBW - алгебре А строится топология t. сходимо
сти по мере. 

О п р е д е л е н и е З Л . Топологией сходимости по мере 
на А назовем топологию, в которой базис окрестностей нуля 
образует множества вида где 

А 
Пусть^ А - пополнение А в топологии "t • Тогда 

алгебра (̂ А <>Т.) является отделимой топологической йордано-
Бой алгеброй. 

Основным результатом этого па|)аграфа является 
Т е о р е м а 3.2. Алгебра А является О J - алгеб

рой, совокупность ограниченных элементов которой совпадает 
о к . 

в дальнейшем алгебру Д назовем 0 3 - алгеброй тоталь
но измеримых элементов относительно J ^ W - алгебры А . 

Б § 1.4 доказано, что пространства и Л Т ^ и U ^ ( T ) 
инъективно вкладываются в 03 - алгебру А (теорема 4,1). 

Если А Q - максимальная сильно ассоциативная подалгеб
ра J D V V - алгебры А , и сужение hi следа ^ на Д ^ по
луконечно, то А о изометрически изоморфна пространству 
U оо(р,У^)измеримых существенно ограниченных действительных 
функций-на пространстве (̂ o,VVl)c полу конечной мерой. 

При этом пространства \? , Цл г А » построенные по 
А о изоморфны соответственно пространствам u.(,b,VVl) , 
U С,Ь, VVV^ ' bol^P,VYl.) , где Ujj(^b,VYl) - пространство 

всех измеримых функций на о • л 
С л е д с т в и е 4.2 и р = ^ Ь р ( \ Л ^ , р = ^ ^ Д -
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Далее, имеет место j^^o 

х^^Х^^х^^ Т е о р е м а 4.2. Элемент ^ ^ j A / U c . j ^ t / i при-

надлежит 1л, 1^^ тогда и только тогда, когда ^_ 

при этом Т(^Х^^ 
Элемент Х ^ А принадлежит Ь . (^Т) тогда и только тогда, 
когда 'Х^ е L^l,^) • 

Из этой теоремы видно, что пространства Ь Л ^ ) и L^^l,^^ 
в точности совпадают с пространствами интегрируемых и интегри-

А 
руемых с квадратом элементов из А . В случае, когда 
- алгебра А есть эрмитова часть W - алгебры {Д/ , прост
ранства Ц (,̂ ) и u^lft') изоморфны соответственно простран
ствам самосопряженных интегрируемых и интегрируемых с квадра
том операторов, измеримых относительно ч/L • 

Вторая глава посвящена изучению условных математических 
ожиданий и мартингалов на йордановых банаховых алгебрах с по
луконечным следом, 

Впервые условные математические ожидания на алгебрах 
фон Неймана были рассмотрены в работах Умегаки t.50l-^52] , 
где, в частности, он получил характеризационные теоремы для 
у.м.о. в конечных и в полуконечных алгебрах Фон Неймана, и 
доказал некоммутативные аналоги теорем о сходимости в среднем 
для у.м.о. В работах Кукулеску \,2б}, Данг-Нгока ̂ 27], Ленса 
t3l1, Барнета ^241 , СГольдштейна 1^28], М.Ш.Гольдштейна 112") 
и других были получены различные варианты теорем о сходшлости 
мартингалов в среднем и почти всюду. 

Мы вводим понятие у.м.о. на - алгебре -п. с точ-
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ным нормальным полуконечннм следом ^ следующим образом: 
Пусть A^^JSW - подалгебра, содержащая единицу i . 

О п р е д е л е н и е 1 Д , Линейное отображение 
^ назовем у.м.о. относительно Л и » если 

I) Cp(.fi) = u-, 
положительно); 

з)Фсх\̂ >)̂ ФС'Х>)\̂  для осеА, МеА^. 
Если выполняется равенство 
4) тгСФсх )̂=1:(х) для ^ е Ш^, 

то у.м.о. ^ назовем ^ - инвариантным. 
Т е о р е м а I.I. Пусть ф:А—А . Т - инвариант

ное у.м.о. Тогда 

ФСФ(,х^^-Ф^х^\(хеА,А-[о^еА1Фсх)^х^', 

если х^ f X , то ^ (х^ ) f Фсх); 

ЦФсхМ\^11х\\ V хеА; 
1\ФСХ^\\^^\\Х\\^М Х е ^ ^ ; 
НФСХ^\^ 11X11̂  V Х е ] ^ . 

5 

6 

7 

8 

9 
10 

II 
12 

По условиям II), 12) ^ - инвариантное у.м.о. можно 
продолжить до линейного отображения из UJv^ft^ в LJ_(T"^ 
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Ij^. "^^/д ^ (^p=i,1^ » которое также будем называть 

у.м.о, ^ 
Следующая теорема показывает, что не для всякой данной 

З В Д - подалгебры А С А существует у.м.о. 
1 

Т е о р е м а 1.5. Пусть - подалгебра 
Д , содержащая ^ . Для того, чтобы существовало Т -

инвариантное у.м.о. Ч ^ ' А — ^ А ^ необходимо и достаточно, 
чтобы Т . - сужение следа ^ на А ̂  был полуконечным. 

Т е о р е м а 1.6. Пусть Т . является полуконечным 
следом на А ^ . Тогда Т - инвариантное у.м.о. относитель
но А единственно. 

В дальнейшем ^ - инвариантное у.м.о. относительно 
- подалгебры Д ^ и его продолжения на Lp(T) Ср-1,1) 

будем обозначать через _Ц̂ ( • jДЛ • 
В § 2.2 доказаны характеризационные теоремы для у.м.о. 

на йордановых алгебрах. 
Пусть - алгебра, -подалгебра 

содержащая \ . 
Т е о р е м а 2.1. Если Р « А — * * А ^ линейное 

идемпотентное (т.е. ) отображение 
с единичной нормой и , тогда 

I) P(,OL):^O для й.е А , т.е. Г - положительно; 
2) PCCXX^^QPCCC) ДЛЯ а е А ^ , х е А . 

В случае, когда А является эрмитовой частью L - ал
гебры, из этой теоремы вытекает теорема I работы 14б1 . 

Пусть A""'^'^vNl - алгебра с точным нормальным полуко
нечным следом ^ 
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Т е о р е м а 2.2, Пусть Р ! А — ^ А линейное положи

тельное идемпотентное ^ - инвариантное отображение с 
P C ^ ^ ^ ' D .Тогда А ^ ^ Р ( А ^ - область значений Р ~ 

является 3̂ 'V\f - подалгеброй и 

Пусть '̂ Х.е Li^i^t^ и "Х^^^ ^ ^ ^ - г - спектраль-

ное разложение элемента X • Очевидно {^;\1сА • "̂ ерез 
обозначим - подалгебру Л порожденную 

|&^1 , Если ^ С Ь^.^*^^ некоторое подмножество, то че
рез "\/\f(S) обозначим J^Vf - подалгебру А » порожден
ную множеством • Иногда будем обозна
чать U ^ l ^ ) ^бР^з U^(<A) • 

Т е о р е м а 2.3. Пусть L|-L^(,^'^ и Р'. Ls— ^ [ 4 
линейное положительное идемпотентное отображение. Тогда сле
дующие условия эквивалентны: 

(L) отображение г совпадает с у.м.о. }1[у | А Л относи
тельно некоторой j^yvl - подалгебры А ^ J 

(U) ?kU = U^VJl&^U>^V 
Б параграфах 2.3 и 2,4 получены теоремы о сходимости в 

среднем и почти всюду для мартингалов на иордановых алгебрах. 
Пусть А*- 3\?5VI - алгебра с точным нормальным полуко-

нечным следом Т . Пусть |Ауг \ ~ возрастающая последова
тельность 3 b W - подалгебр А с Al , причем U Ау^ 
слабо плотно в А • Предположим, что след ^у^—Т |AVL ~ °^' 
жение следа Т на Ау^ , также полуконечно , К - 1 , 1 , . . . -

О п р е д е л е н и е 3.1. Последовательность элемен-
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тов I Хуу\ в L (̂ )̂ назовем мартингалом (возрастающим) 
если для всех Vv — 1,1, - • • : 

(lb KC3t^^jA0 = Xv^ • 
Мартингал 1 "^C^^^ называется U . - ограниченным,если 

О п р е д е л е н и е 3,3, ^-^л- ограниченный мартингал 
называется равномерно интегрируемым, если 

б) для любого L"?^0 существует идемпотент 0.6Щ^^ такой, 
что 

t (ilJ^^^OMV ^ ^ ' VL-i Д,-,̂ еА,11>^11Н . 

^ -VCO 
1 

Т е о р е м а 3,2. Для того, чтобы мартингал 
I^OCIAVCUA iv^) был равномерно интегрируемым, необходимо и 

достаточно, чтобы множество iXyx; ^^ло относительно слабо 
компактным, 

Используя эту теорему, мы получаем следующий результат, 
Т е о р е м а 3.3, Пусть [Xy^l мартингал в Ь^^^^^ 

Следующие условия эквивалентны: 
(L) ( X w l - равномерно интегрируемый мартингал; 
(LI) существует ̂ e L 1Л^ ̂  такой, что НОС^^^ Х 1\^U, 

V L — > ^ ^ ; 
(III) существует 'Хе U^(^^^ такой, что Xw^-l^C^'-^v^^ ̂  
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Т е о р е м а 3,4, Пусть [ Х ц \ мартингал в Li^(X) • 
Следующие условия эквивалентны: 

б) существует X e L , IT') такой, что Н X и ^ ' ^ И "-^0. 

в) существует X€:L4^(jt:> такой, что Х ц ^ М ( Х | А ^ ^ , 

Пусть теперь |Ay^V - убывающая последовательность 
3SW-" подалгебр А » содержащих м • Положим 

схз 

О п р е д е л е н и е 3,4, Убывающим мартингалом назы
вается последовательность | Х у . \ с Ь Д Т ^ такая, что 

I) ^v,£b^^v,^ ; 

2) MC^„ |Av, ,^^-^H.f 

Имеет место следуоций результат. 
Т е о р е м а 3.5, Пусть 1 Ху^\ убывающий мартингал 

в U^L^") ( S ̂ Л ^ ^ ^ К )• Тогда существует 
•XeU. (̂^̂  (соотв. Хеи^<<Т^ П А ) ̂ зкой, что Xv^ 

сходится к ';v по и« - норме (соотв. сильно), 
В конце параграфа изучено отображение OCL"=^X =̂  

— vJg^X'VVj X для осе А (здесь ^ - идемпотент 
в А )» которое совпадает с у.м.о. относительно - под
алгебры д Л^ А=А* =UsCA)+VĴ ^ l̂A^ 



- 14 -
д О п р е д е л е н и е 4.2, Последовательность {Xvi_l в 
А назовем сходящейся к элементу О С ^ А почти всюду 

(п.в.) (соотв. 5 почти всюду), если для любого i.yO сущест
вует идемпотент Q ^ ^ V такой, что T(^'fl~^^<L и 

Соответственно 

13^С^ц ̂ f£A,Vv=lA,.-,lMc^(X-:)t)VO при И-^°° 

/V З а м е ч а н и я . 4. Если алгебра А ассоциативна, то 
А изоморфна алгебре U ̂  С & , У^) всех измеримых функций на 

пространстве (̂ 5>, Vw^ с полуконечной мерой, Б этом случае 
понятия сходимости почти всюду и $ - почти всюду совпадают 
и означают обычную сходимость функций почти всюду. 

5. Если - алгебра Л специальна и является 
эрмитовой частью алгебры фон Неймана, то условие ||\JQ(XJ^X) Ц 

> О означает, что 1\(1-l̂ C-'X'̂ '̂ -Q (\—^0 , т.е. 
при V L — > °^ • Следовательно, в этом 

случае сходимость ^ - почти всюду совпадает со сходимостью 
операторов почти равномерно в смысле , в то время 
как сходимость п.в. означает, что \\oi • (^Ly-^XyO^H—?-0 
t26l . 

Т е о р е м а 4.1. Пусть |Х\^\ ~~ и ^ - ограниченный 
мартингал. Тогда существует элемент О С ^ и ̂ Т^ такой, что 

Т е о р е м а 4.2. Пусть [Х^\\^ Ь^, - ограниченный 
мартингал. Тогда |̂ 'Xv\\ S - п.в. сходится к некоторому 
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элементу 'X_eLi^(,^)H К ( Х | А И ^ = Х^^для всех У1^1Д,,,. • 

О п р е д е л е н и е 4.3, Последовательность { X^^} 
в А назовем сходящейся к " Х ^ А почти равномерно, если 
для любого нормального состоянияТна А ж L> ^ , существу
ет идемпотент 0 ^ ^ ^ такой, что p(^ll^Q^'^l и 

1 \ и . 1 ^ ц - ' Х ' ) \ \ - > 0 при Ц - * ° о . 
^ I 

Т е о р е м а 4.3, Для любого Х с Д J 4 ( ^ l А ,̂ ^— О̂С 
почти равномерно при V L — ^ < = ^ • 

Пользуясь случаем, выражаю искреннюю благодарность 
своим научным руководителям академику АН УзССР Т.А.Сарым-
сакову, доктору физико-математических наук Ш.А.Аюпову за, 
постоянное внимание и поддержку при написании этой работы, 
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Г Л А В А I 

ПРОСТРАНСТВА La^ И L ^ ДЛЯ ЙОРД/ШОВЫХ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР 

С ПОЛУКОНЕЧНШ СЛЕДОМ 

§ 1,1, Необходимые сведения 

а), Йордановы алгебры 
Всюду в работе будем рассматривать йордановы алгебры 

над полем действительных чисел 1х • 
О п р е д е л е н и е 1,1, Пусть Д - векторное прост

ранство над Б^ и в А введена операция умножения XU , 
которая, вообще говоря, неассоодативна. Д на

зывается й о р д а н о в о й а л г е б р о й , если 

I . X U ^ M X ' , 
2, C X ^ U ^ X ^ x X - b X ^ I ; 

3 . dLCXV^^r.(^oLX^U; 

4. CX^U>)X^X^(,UOq 

для любых X , VJ Д в A , С^ е К. . 

Пусть у ^ - ассоциативная (не обязательно коммутативная) 
алгебра над J^ с умножением X U , Х , М € : vL . Опреде
лим на Д ^ новую операцию умножения X О U ̂  связанную с ис
ходной следующим образом 

которая называется симметризованным или иордановым произведе
нием. При этом получается новая алгебра , которая, 
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как легко проверить, является йордановои алгеброй. Всякое век
торное подпространство , замкнутое относительно операоди 
X С) Ц , также является йордановои алгеброй. Такие йордановы 
алгебры называют с п е ц и а л ь н ы м и . Неспециальные. 
йордановы алгебры называют и с к л ю ч и т е л ь н ы м и , 

П р и м е р 1,1. Пусть i4. ~ гильбертово пространство 
над R, со скалярным произведением ( ? ) ^ ) » f , H ^ K » 
Рассмотрим множество А пар | о 1 , М »о^.б:1^ ^ ^ Н 
с покоординатными линейными операциями и с умножением: 

Непосредственно проверяется, что Д с этими операциями явля
ется йордановои алгеброй. Такие йордановы алгебры называются 
а б с т р а к т н ы м и с п и н - ф а к т о р а м и \̂ 48],\49*|. 
Они являются частным случаем алгебры симметричной билинейной , 
формы ̂ 13"] и, в частности, специальны ( ^13"], стр. 74 упр.1 .). 

П р и м е р 1.2, Пусть V::!̂  - алгебра чисел Кэли (окта
вы), V\y^ - алгебра Vl X VL матриц с элементами из VX , -Х- -
инволюция на У-у. , которая заключается в транспонировании мат
рицы и применении операции сопряжения к каждому ее элементу. 
Множество К 1м. ^ "̂ î "ЗС^м. ̂v ' ̂  - Х > эрмитовых матриц 
замкнуто в 0_у, относительно операции O C o U =^'Q'i,*^Ч'^Ч^)• 
Oкaзывaeтcя, только при VL ~5) множество У^ с операци
ей X ^ U является йордановои алгеброй, причем при V L ^ I она 
специальна. Йорданова алгебра Н.1^^з^ является исключительной 
^13}. Эту алгебру будем также обозначать }]l^ . . 

Пусть А - произвольная йорданова алгебра. Для элемента 
O L ^ A определим линейный оператор R - А — ^ А следующим 
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Образом: К ^ Х ^ О О С , Х ^ А • Этот оператор называется 
оператором умножения на (X . Основное йорданово тождество 4. 
в определении 1 Д можно переписать в виде [ л . ^ , R n^ll ~ 0 ; 
где L , J означает коммутатор. В йордановой алгебре А вве
дем т р о й н о е й о р д а н о в о п р о и з в е д е н и е : 

Если йорданова алгебра А специальна и вложена в алгебру 
WJ- ^ для некоторой ассоциативной алгебры U- у то нетрудно 

проверить, что 

в частности, тройное йорданово произведение J QyCLVB \\} ' 
равно a^Cl • 

Для любых элементов O L , D ^ А определим отображение 
^с>,^* ^ \ \ X O C V D "̂  ИЗ А В А , и положим 
U p p Ujj г., т.е. Uf.X^\QOCQ"( «Очевидно \J л , 
\J - это линейные операторы, т.к. 

Важным инструментом в теории иордановых алгебр является 
пирсовское разложение. Пусть А - йорданова алгебра с едини
цей л , ̂  - идемпотент в А ,т.е. 2 ==^ .Из очевид
ных равенств вытекает, что 

где L - тождественный оператор на А • Введем обозначения 

file:////XOCvd
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тогда Х - О С Л ^ Л , ^ 0 ^ 0 , A - J i U ) ^ 3 , | W - v З Д г ) . 

Это разложение A в сумму подпространств называется пирсов-
ским разложением, J. 1^\ называется пирсовскими компонен
тами А по идемпотенту ̂  , L ^ i , y i O , Имеет место 
следующий результат t^S^. 

Т е о р е м а I.I ( Альберт), Пусть А - йорданова 
алгебра с единицей, ^ - идемпотент в А • Тогда j \ рас
кладывается в прямую сумму пирсовских компонент 

причем 

Таблица умножения для пирсовских компонент такова: 

Одним из основных результатов теории йордановых ал
гебр является следущая 

Т е о р е м а 1.2 113] (Ширшов), Всякая йорданова ал
гебра от двух порождающих специальна, 

Отметим следующее тождество, которое используется в даль
нейшем 

для лё)бых X U в А 
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О п р е д е л е н и е 1.2. Элементы ^ - ) Ч йордановой ал
гебры AL называются one р а т о р н о к о м м у т и р у ю 
щ и м и , если коммутируют операторы К ^ и К п . т . е . 
\J CPCU,^~X('^CL^ для всех , ИЛИ учитывая коглмутатив-
н о с т ь А , C X O L W ^ X ( C L U ) ДЛЯ всех й ^ А . 

О п р е д е л е н и е 1.3. Подалгебра (йорданова) 
А ^ ^ А называется с и л ь н о а с с о ц и а т и в н о й , 
если любые два ее элемента операторно коммутируют в А • 

О п р е д е л е н и е 1,4. Семейство элементов МсА 
назовем с о в м е с т н ы м , если подалгебра j ( ,M^ , порож
денная этим семейством, сильно ассоциативна. Если два элемен-. 
та совместны, то это будем записывать как d-̂ -̂J*о• 

Центром йордановой алгебры А называется множество эле
ментов, совместных со всеми элементами А » т .е . пересечение 
всех максимальных сильно ассоциативных подалгебр в А . • 

О п р е д е л е н и е 1.5. Подьшожество М йордановой 
алгебры А называется и д е а л о м (йордановым), если оно 
является подпространством А и XU б М для OCsM^ljeA , 

б) Йордановы банаховы алгебры 
О п р е д е л е н и е 1.6. \l9'\ . Йорданова алгебра А 

с единицей называется йордановой банаховой алгеброй или 
ЗЬ - а л г е б р о й , если в ней задана норма, относительно 

которой А является банаховым пространством, и удовлетворяю
щая условиям 

( L ) l lClMhllCLf ; ( U ) 11 U.M1 ^ Н СХ.Ч ЬМ1 , 

для всех С1, Ь ^ Д • 

Через Л обозначим множество положительных элементов 
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алгебры 

О п р е д е л е н и е 1,7 .[.391 Jfe - алгебра А на
зывается JB>W - а л г еб р о й, если она обладает предсоп-
ряженным пространством, т.е. существует банахово пространство 
JM такое, что А изометрически изоморфна пространству 
JNT , топологически сопряженному к X , 

Приглером ЗЬ"\А[ - алгебры является Jvy - алгебра [48] 
- слабо замкнутая йорданова алгебра самосопряженных ограничен
ных операторов в гильбертовом пространстве. 

Для того, чтобы сформулировать один из основных результа
тов работы 139*1 , дающий другое эквивалентное определение 

алгебры, нам понадобятся несколько понятий. Положитель
ный линейный функционал О на - алгебре Д называ
ется с о с т о я н и е м , если p(fl) =̂  i . Линейный функ
ционал О называется н о р м а л ь н ы м , если для любой. 
сети 1 х ^ \ с А » монотонно убывающей к нулю, ^^С'^ы)—^^» 
Говорят, что J В -алгебра А обладает р а з д е л я ю щ и м 
семейством нормальных состояний, если для любого 
существует нормальное состояние D на А такое, чтор(О)>0. 

- алгебра А называется м о н о т о н н о п о л 
н о й , если для любой возрастающей и ограниченной сверху сети 
| Х |\ в А существует точная верхняя грань ОС^^ЗШ^СС^^^, 

Т е о р е м а 1.3 J B -алгебра Д обладает пред-
сопряженньм пространством (т.е. является - алгеброй) 
тогда и только тогда, когда она монотонно полна и имеет разде
ляющее семейство нормальных состояний. Если эти условия выпол
нены, то предсопряженное пространство к А единственно и мо
жет быть отождествленно с пространством JNT всех нормальных 
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линейных функционалов на А (в естественной двойственности 
между А и J^ С А ). 

Т е о р е м а 1.4 \39\ . Всякая J B W - алгебра А 
допускает единственное разложение С центр
альным идемпотентом 0.€: А , такое, что алгебра 6 А 
специальна и изоморфна J\/\( - алгебре, а алгебра (ll-^)A 
исключительна и изоморфна алгебре С.(Х,М ) ^ ° ^ ^ непрерыв
ных отображений некоторого гиперстоуновского компакта X в 
Р Ц . Обратно, для любого гиперстоуновского компакта 

g 
алгебра является - алгеброй, 

Напомним, что компактное хаусдорфово пространство называ
ется г и п е р с т о у н о в с к и м , если алгебра L ^л.) 
всех непрерывных функций на тС обладает предсопряженнытл 
пространством. 

Наряду с топологией нормы на 3 & W -алгебрах можно рас
сматривать и другие топологии. С л а б о й топологией на 
J B W - алгебре А назовем топологию - пото

чечной сходимости на элементах предсопряженного пространст
ва Л . 
С и л ь н о й топологией на А называется локально выпук
лая топология на А , порозкденная семейством преднорм 
О iS'^)'^ , р елКх , где Ул. - множество всех нормаль

ных состояний на А • Имеет место следующий результат Ll9i 
Т е о р е м а 1.5. Для монотонных сетей в J B W - ал

гебре А понятия порядковой, сильной и слабой сходимости 
совпадают. Умножение в А слабо непрерывно по каждой пере
менной раздельно и сильно непрерывно по совокупности перемен
ных на ограниченных по норме подмножествах из А . • 
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О п р е д е л е н и е 1,7, - алгебра Д называется 

о б р а т и м о й , если C I ^ ' C L ^ " C X ^ ^ v i " ^ г ^ 1 ^ " ^ 

для всех СХ^ о OL<2_'"* ' Cl^e А , где ,, • ассоциативное 
умножение на £) ( К ) - алгебре всех ограниченных операторов в 
гильбертовом пространстве К »на котором действует А • 

Примером необратимой J\/\f -алгебры является спин фактор 
размерности > Ь (см. пример I.I), 

Пусть А - произвольная J W -алгебра. Через Re А) 
будем обозначать слабо замкнутую вещественную X - алгебру 
в $)СН) » порожденную А .И.пусть слабо замкнутая 
комплексная ^ - алгебра (т.е. алгебра фон Неймана) в 
порожденная А . Очевидно, tL^A^ можно отождествить с би-
коммутантом А" 3Vf- алгебры А в $)(Н^ • 

Имеет место следующий результат (см, \_42} -^^44] )• 
П р е д л о ж е н и е I.I. Если А - обратимая ЛдГ -

алгебра, то 
S A означает множество всех самосопряженных элементов )f -ал
гебры, 

в) Упорядоченные йордановы алгебры 
О п р е д е л е н и е 1,8, 116Д . Порядок ,,> на йор-

дановой алгебре Е назовем согласованным с алгебраическими 
операциями, если выполняются следующие условия: 
1) если ^ ^ Ч , то X-V^ :^и 4-5: для любого Х ^ Е ; 
2) если ^^/Ч , то XOC'^XU для любого 
3) если Х^/О ,г|^/0 , СС^-^^, то X U ̂ 0 ; 

4) х ^ /̂ О для любого ое е Е . 
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О п р е д е л е н и е 1,9. ̂ I^^. Йорданову алгебру Е 
с единицей назовем 0J - а л г еб р о й, если на ней задан 
порядок, согласованный с алгебраическими операциями, и выпол
нены следующие два условия: 

(1).если (^QI\ - возрастающая, ограниченная сверху сеть 
положительных элементов из Е , то существует X - S l L p X ^ 
причем 'X ̂ ^~^У » 6СЛИ ОС^^^—> U для всех ^ ; 

(П) всякая максимальная сильно ассоциативная подалгебра 
в Н является решеткой относительно индуцированного порядка, 

Т е о р е м а 1,6,\̂ 5̂  . Для любого элемента O L ^ Е 
оператор VJQ_ положителен (т,е, 
нормален (т.е, если ОС^ У̂  X , то U ^ ^ X ^ ' ̂ о )• 

Элемент CL €-Е называется о г р а н и ч е н н ы м , 
если ̂  Я ^ и " ^ ^ ~ Л л 1 при некотором Я-^ R » X ̂  О • 
Все элементы Jfê /vJ - алгебры ограничены. Элемент S ^ t 
называется с и м м е т р и е й , если S ~ ll • 

г) Следы 
О п р е д е л е н и е 1,10, С л е д о м на 

- алгебре Д назовем функцию ^ '. , удов
летворяющую условиям: 

i^^) "^^X^^^XXiSl) ^о^еА^ , Я. -неотрицатель

ное число (считается, что О С*̂  ^̂ )̂ ^ С) ); 

(ILL) ^ C \ J 3 ^ ' ) ^ t ( , C L ' ) OLeA\ S- симметрия в А • 

След ^ называется к о н е ч н ы м , если Т(и!^^+оОз 
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п о л у к о н е ч н ы м , если для любого Cl С А существу
ет fe С А^ , Ь Ф О такой, ЧТО fc ^ C L И Т С ? ) К - ^ ^ ; 
т о ч н ы м , если ТГ(̂ Сс^ > О для всех ненулевых Q e A ; 

н о р м а л ь н ы м , если для любой монотонно возрастающей и 
ограниченной сверху сети [ОС^ I в А имеет место равен
ство T Q s u ^ x ^ ^ ^ siLp o r c x ^ ) • 

Совокупность V всех идемпотентов JBvv - алгебры, 
наделенная индуцированным частичным порядком и ортодополнени
ем, определенным по формуле 0̂  "sŝ  ̂ 1*"2. , является логикой 
и полной решеткой \̂  Гб 1 . 

Л е м м а 1 Д . Пусть Т след на Ĵ '\/\f - алгебре А 
Для любых идемпотентов ^ , JL €! V имеет место равенство 

В частности ^ (̂ .̂ V <^) ^ Т (̂6.") " ^ ^ ^ Ь . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 3.4 из \_20"1 идем-
потенты ^\/(t^^ и л. — 2.Л(Г эквивалентны через симмет
рию, т.е. существует симметрия ^ €. А , такая, что 
^5,v>^'\-^'^l^ir — ̂  Л X . Поэтому, в силу определения 
следа имеем 

Далее, a:c^v^^-vT(^^Д'^^^т:(,Q--vev^-^-)ч-

•V а:(,1^С-Л^^-^Т(,0.Л^^^Т^Се.^^Т:ф.Лемма доказана. 
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§ 1.2. Пространства Ь , и U ^ 

Пусть A-JBW - алгебра с точным нормальным полуконеч
ным следом Т • Наша основная цель - построить пространства 
U ^ C ^ ^ и U^(,^^ для А по следу Т и доказать,что 

пространство L.^ft) является предсопряженным для Д , как 
в классическом и некомвлутативном случаях. 

Для (Х,'Ов.А рассмотрим подалгебру J ( C L , D ) порож
денную этими элементами. По теореме Ширшова она специальна. 
Если J L O L , ^ ^ слабое замыкание подалгебры , то 
она также специальна \̂ 29"] , т.е. является Jvv - подалгеброй 
(лемма 2.3 в \̂ 29'] ). 

Приведем одну известную теорему. 
Т е о р е м а 2.1. [̂ 22] . Всякий нормальный след Т на 

J W - алгебре Д . можно продоллсить до нормального следа 
^ на vLl^AV °^^Р^^^^^^^ алгебры фон Неймана. Если след 
^ точен (соотв. конечен, полуконечен), то след <^, также *" 1 

точен (соотв. конечен, полуконечен). 
З а м е ч а н и е I. Из этой теореглы и сказанного выше 

вытекает, что, если в вычислениях под следом участвуют два эле
мента J B \ A / — алгебры, то вычисления можно проводить, выйдя 
в обертывающую алгебру фон Неймана и тем самым пнреходя к ассо
циативному умножению. 

Т е о р е м а 2.2. Для 0 1 , \ о в Л верно равенство 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть - под
алгебра А от двух порождающих C L . O E А . И пусть vL(^-J) 

л 
ее обертывающая алгебра фон Неймана, а <ХГ - продолжение 
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^ на v L C J ) по теореме 2 . 1 , Так как Т - след и 

• CL (где „ • - ассоциативное произведе

ние в vL ^^) )» з?о 

Значит, Т I ио^о ] =^^ yUp CL ] . Теорема доказана, 

Рассмотршл множества 

Т е о р е м а 2,3 , Множество jfv является йордановым 
идеалом алгебры Д • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 'Х , U £ К , то 

То есть Следовательно, 

Это означает, что X A - V j e K . 

Пусть O L ^ A И Х е Х , покажем C l X ^ К. . 

Ясно, что 0_ , тогда 

U/^llculfx' и и^и^а'^11а\Ш,х\ 
По тождеству VJQ^U^CL ^ ^ ^ U Q ^ ' X ) И ПО теореме 2.2 иглеем 

•̂ -̂  < ^ оо . 
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Значит, " U Q X e К .Так как 01Х^|(^и^^^ОС--ЦрС.--С)С.\ 
то C X X G K • Теорема доказана, 

Пусть Нетрудно видеть, 

Действительно, пусть * Х в Ш. . Отсюда О С ^ в К 
и, значит, X ^ C X ^ f е (̂iv ) ^ 

Обратно, если '^С IV и "Х ̂  О , причем '^^(XiU , 
X Ц€. К , то " ^ ^ ^ Х Ц ^ Х -V U , Поэтому 

Следовательно, '^EOoL • Отсюда TP^L~(^iv ) • 
Образуем множество 

Легко показать, что о!)С̂ р является йордановым идеалом 
J B W - алгебры А . 

В самом деле, для Ct ПО теореме <i.<j 
получим 

,г ^ 
Значит. U Х е Ж для Х е WL OLe. А • в силу 

А 

тождества а Х ^ -• ( ^ U ^ ^ ^ i ^ ^ ^ ^ " ^ ) ^^^^ ^ ^ ^ U i ^ 

для хеА , х е Ж г * 

пг^Ъе.х^-гШг^^^-^^^Ч ^С^><^-" 
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.1 

вытекает из Нетрудно видеть, что '̂ Qft. — К . Это 
следующего, Есж ' ^ с К . , т.е. -J^OCM , Х , Ч € . К . , то 

След ^ продолжим на TRflrt» полагая, для 

c^i^X-U е Ж ^ , как ^ : ^ t ( X ) - t ( l j ) . 

Проверим корректность такого продолжения. Пусть 

Х ^ х ' - и Ч тжвХМеШ !гакие,что Х ' ^ Х . и Ч Ч * 

Тогда X - M - ' X ! ^ U ' .Отсюда Х-»-Vĵ  ~ ОсЧ U . Поэтому 

T(,X+\j')^t(^x'A-U^,T.e.^(X)4-t()J|*)-^t(XyTilJ)-

Следовательно, ^ ( ^ Х ^ ^ С Ч \ ̂ ^ С ^ * ^ ~~^ СЧ ) • Очевидно, 
Т является следом. В дальнейшем продолжение следа С на 
Tflfl также будем обозначать через Т • 

З а м е ч а н и е 2. Так как 1Р^^ идеал в Д , то 
элемент Х в А принадлежит 'Yjf^^ тогда и только тогда,когда 
модуль \ х \ элемента X принадлежит 'Jĵ t̂ ^ . 

В дальнейшем идеалом определения следа ̂  назовем 

идеал W - ^ - [ x e A [ Т О ^ ^ И ^ " ^ ! • 
Т е о р е м а 2.4. Для любых еют 

место соотношения 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ̂  | 0Х1 — UX — î ^^ l̂ 

то I x i O X ^ l ^ ^ U ^Х\') . Пусть 3 ^ 3 W -подалгебра 
от двух порождающих Cl и X (можно доказать, что след ^ i 
- являющийся сужением следа Т на J также полуконечен, 
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если C L лежит в Ifti^^ •В общем случае след^] j мо
жет не быть полуконечнш). 

Пусть - обертывающая алгебра фон Неймана для 
J , 't' - продолжение ̂ j j на VL(J) • Тогда 

4(UX')l=y'tCa>3C)+^(X-CL)| = l'r(Q'X)li||Ql|t(|X|). 

Далее, пусть такая симметрия, что 
Тогда t c 4^(,JV » n't И =̂  1 и по равенству 
•t(,aX) = ~C't'CL^X-vt'X'a'VCL'X^-t«^ X ' C L 4 ) ^ 

получим 
' Ч 

^ 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 2 .1 . Для X S oTLr^ имеет место 

равенство 

^Ux\Ws\jon 1а:(,схх̂ \ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2.4 |^(^OiX)l^ 

£tQ\X\^ , когда UOLW — i- .Пусть S -такая симметрия, что 
\ X \ ^ S X , тогда C t O x \ ^ ^ ^ C ^ X ) и llSl\=^l . 
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Следствие доказано, 
Отображение СС—^TClXl) определяет норму на идеале 

"Ut^ . Обозначим 1|х11^~а^С1э;:1) и назовем ЦхН^ Ь^-
нормой элемента ' ^ Е . ' ^ П ^ . Пополнение по LI -норме 

Т е о р е м а 2.5, Для любых ОС U e К имеют место 

неравенства 

Д о к а з а т е л ь с т в о, в силу замечания I вытека
ет из аналогичных фактов для алгебры фон Неймана как в те
ореме 2.4, 

Определим на J\. \ ^ ^ норму, полагая Ц xW^—N^C*^^). 

Используя теорему 2.5, можно показать,что это действительно 
норма. Пополнение К по норме 1\ * 1\ обозначим через L Qt") • 

Т е о р е м а 2.6. Для X c ' f f t ^ функционал LP опре
деленный как ^ ta^xTCaoc) дляаеА ,является нормаль-

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть сначала ,тогда 

в силу замечания I ' i 1 

Отсюда,^^- нормальный (т.к. след ̂  и оператор vj, ,-
нормальны), 
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Пусть Ос €1 W-f^ произвольный. Тогда 00.=^^+^ 0С_ , 

X^pC5nt^zl^^U)=tCQa:)=t(QX+')-TCQ0C_)=tP^Q)-lf^CO). 
Поэтому LP - нормальный функвдонал t39] « Теорема доказана. 

Л е м м а 2 . 1 . Функционал SPciC^)^^C^^) Для О в А , 
la - непрерывен на Пц-^« 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть QC г~>ОС по Ц^ -

норме в OU>f>-, т .е . | | ^ ^ ' [ ^ И — > 0 • Тогда по теореме 
2.4 

1^^С^-х^1Цт:(асх^-х))1£11с1НС1х^-х|)-^о. 
Лемма доказана. 

Пусть ОС—Ос,-VОс/II" '̂̂ о пирсовское разложение элемен-
та ОС по идемпотенту ^€,J\ • 

Л е м м а 2.2. Для Х е : ^Wt^ ^ C ^ C i l ) = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению следа ^ 

для симметрии S ^ А . Так как <ХГ 
можно рассмотреть как линейный функодонал на Тн-^» то 

Если положим S's^lS.^'u , то и - * ^ ^ "^^i^'^iL "̂  ̂ 0 • 
Поэтому о^т(рс-Ц'х)^а:(^гх^Лг^1а:(х%) . 

г 
То есть 't:(OCi|N~0» Лемма доказана. 

С л е д с т в и е 2.2. Если (Le'ffi.f̂  , т о ^ ( а л )=:0 УОвД. 

Т е о р е м а 2.7. ДляО-,Ь бА и Х ^ о П ^ верно ра

венство т (̂ (,а ^ ) X) =^ t (̂ OL {jo х.)). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала о ~ 2. -идем-
потент в А и a-CL^-va^-\-ClQ,X~X4_-\-0Cij -bOd^- пир-
совские разложения элементов CL и X соответственно. 
Тогда по лемме 2,2 имеем 

^ Сх ii^Ca^i-а,))-т: ( а ii^(Xi+X о)) - о. 
Так как 

Caê x̂ aiX,̂ âi|̂ x,,̂ + ~ ai,̂ U,+x,)+u,a:.|̂ , 

a(ix)-a,x,4a,|,Xi|,+ ^(a,+Q,)x.,+u,,,x„ 
то 

L 

Следовательно, имеем t(^CCX^)X)~t(OL(,l)X^') VOieA,Xe?lTt^ 

и для простых 43 в А (т.е . Ь есть конечная линейная ком
бинация идемпотентов в А )• 

Пусть \о - произвольный элемент А и 11^ , I - сеть 
простых элементов А . сходящаяся к о по норме. Тогда 
Ь ,—^^ VD слабо. По следствию 3.4 в 1,19'JCXb .~^Clto слабо. 

Так как ^ слабо непрерывно на А , то ^л(.tCXЪ-,^ сходится 

Далее, т.к.'i? .—^и по норме, т о о . Х — ^ о Х по 1л. -норме. 
Действительно, по теореме 2.4 

L 

( 
•а 

Поэтому, ^ {L х^ ^S2 ^^'^) "° ^^^^ ^•^' ^'^' 
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Наконец, в равенстве «t^ft^O^^^OC^—^ (OL (^\Ooj^Xn перехо

дим к гределу IOQI—^о по норме и получшл TU№^*X)—T(QCV)X)J 

для любого • Теорема доказана, 

С л е д с т в и е 2 .3 . Для а , Ь е А и Х ^ ^ ^ С ^ ) 

верно равенство 

Теперь рассмотрим связь пространства Ь ^ ( ^ ) с пред-
сопряженным пространством J^Vvf - алгебры, 

Т е о р е м а2.8. Пусть А ^ 3 B W - алгебра, ^ -

точный нормальный полуконечный след на А » J^ - предсоп-
ряженное банахово пространство к А • Тогда банаховы прост
ранства изометрически изоморфны, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2.6 функционал 
^ ^ определенный как ̂ ACc^-t(^O0C) для Х ^ 5ТСгт^,явля
ется нормальным на А , т.е. ̂ ^ в J^ . Значит, отображе
ние X — ^ 1 ^ есть линейное отображение'JTlft̂  в ]\Г ,причем 

где lli^^H норма функционала [^ • Следовательно, X — ^ ^ х 
есть изометрическое вложение 'JYLrr- в JN , 

Так как Ь ̂^ С ^ ̂  - пополнение о Г С ^ по IJ. -норме и 
JN - полно, то теорема будет доказана, если мы покажем, 

что множество ^=.\ {D , Х ^ (ПгС^ч плотно в JN . 
Допустим противное, т.е. пусть J5 не плотно BJN ,т.е. 

^ ф JNT . Тогда существует непрерывный линейный функционал 

^^•^^ ~-**"> CL=j= О такой, 4T0<'OjQ> — О для всех\э^<-В, 
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где < O , C L > - значение функционала О в точке о В̂ част
ности <l's^^,CL>^t(,aX)^.0 для любого X е Ж . ^ . 
Теорема будет доказана, если мы покажем, что ( Х ~ 0 . 

Пусть сначала CL Е^ А • Тогда существует сеть положи
тельных элементов | Q ^ ^ В TfLr^ , такая, что 
Очевидно, ^(^С\ОС^-О , Х е Ж " ^ влечет q : m Q ) = 0 
(см. теорему 2,6), В силу нормальности следа ^ и операто
ра \j , имеем 

0-tC^x^=:T^U^a)-sap^(y^aJ ^хеШ\. 

Отсюда fC(^Ur^O^^')==0 Vol, X e ) T t ^ . Полагая Х ^ а ^ 
получим 'Trrci^Nr^O \f oL .Так как Т" -точный, 
то 0_ t=^0 Vol . Следовательно, C L ~ S ^ C L , ~ 0 ' 

Пусть теперь O L G A произвольный, и CL^xlCll sro 
полярное разложение. Тогда по теореме 2.7 имеем 

(Т.к, \_Х С РгСг^ ). в силу предыдущих рассуждений имеем, 
что [(Х\~0 . т.е. СХ-О . Теорема доказана. 

Так как Щ^^^ плотно в Ь.С^) по U^ -норме/ и 
1ТСХ^\^\\Х\\^ для Х_б: ̂ ^ , то L^ - непрерывный 
функционал Т (след) на Щ.^^ можно продолжить до непрерывно-
ГО линейного функционала ^ на Ui(^T) • 

Продолжение следа ^ на b.ift^ также будем обозначать 
через «^ • 
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С л е д с т в и е 2.4. Отображение X — > ^ х . * ̂ ^^ 

i^^i,OL^^tcax>,CLeA,xeL^(.t) (соотв. а е Ь (̂Т) ,̂ 
OC-£lA^ является изометрическим и порядковым изоморфизмом 
между U 4<t^ и К (соотв. между А и t Ь^ С*̂  М )• 

Доказательство вытекает из предыдущей теоремы и следую
щей лешлы. 

Л е м м а 2.3. Пусть ^ -точный нормальный полуконечный 
след на - алгебре А . Элемент C L ^ А положителен. 
тогда и только тогда, когда Т ( ^ О Х ^ > 0 для всех *11£ L^(ft) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если (Х^О , то, учитывая, 
что Т - след (см. замечание I ) , имеем для х е -̂̂ iC'T) : 

*T^(^QX^^^^^vJp^J "^ ̂  , в силу положительности опера
тора \J 

Обратно, если Т(^ООС^ > 0 Для всех ОС £ L (Т)» то 
(^(^CLVJp'X^>0 , где ^=SlO'J) -носитель отрицательной 
части 0^ . Тогда О.^'^О и ^ ( О ^ ' Х ' ^ ^ О • С другой сторо
ны 1 

=-1а:Са_ос')+т:Ссх_х)=-гСО-ОС). 

Здесь мы воспользовались следствием 2.3. 
Следовательно, ^ (СХ^Х^^О для Х ^ U у (f^), которое пока
зывает, что <^(^С\_Х^~0» Отсюда как в теореме 2.8 получигл, 
чтоСХ^О , Значит CL^CI^^. ^ О • Лемма доказана. 

Пространство U Ift") является, очевидно, гильбертовым 
пространством, относительно скалярного произведения 
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(^X,U)~^(^XiJ) ̂  3C U e L (T^ . По теореме Рисса всякий не
прерывный линейный функционал на U^ift) имеет вид U) (Х)г: 

"=^(Х CL>"=-t (^ОХУ Поэтому имеет место следующий результат. 
Т е о р е м а 2.9. Для отображение 

C L — ^ ^ Q . » где ^о^(Х^'=Л (̂ QX.̂  является изометрическим 

изоморфизмом между м^(Дг^ и и^-<л^'^М • 

§ 1.3. Топология сходимости по мере 

Пусть алгебра с точным нормальным полуко
нечным следом Т • 

О п р е д е л е н и е 3.1. Топологией сходимости по мере 
на - алгебре А назовем топологию, в которой базис 
окрестностей нуля образуют множества вида 

Рассмотрим свойства множеств 
Т е о р е м а 3.1. Множества JVT (̂^ , О ) обладают сле

дующими свойствами: 

(II) lNit ,5)eKCUU,5) , I G R ; 
(LLL) СГ^ ДЧхсадыиЗ) .где 1еЯ Д>.0,\/с?>0; 

(IV) ii\t,&)^K^i},lS) .гдеКЧ&,5)=. 
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Vt ) если ^ <:. i ,T0 ( 

K-

(vi-lL) если О^ '^^хеКс?^ ,^ ) , то ие>Г(Е.,5). 
т#е. все множества заполнены, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

( I ) . Пусть Х е К С а ^ , Й ^ > ) , \^£]\Г(^^,(У^) , т,е. су

ществуют p j C i e V такие, что р"*~ , Q-'-вТГС^ДСр ) ^ 5 

^^^^)^^, и | l U p X l l ^ E , , H U ^ ^ l l ^ 

Положим 0_ ^ р Д CL , тогда 

Далее, так как 0_<—>р , то U ^ X ^ U g _ p X : ^ U ^ U X 

(см. \̂ 30"][ тождество (66)). В силу положительности операто
ра "(J и из неравенства 

имеем - i ^ ^ U ^ U p X 6 t j , т.е. 1 | Ц х | | ^ £ ^ . 

Аналогично HvJ^UH ^^-1 • Следовательно, 

т.е. xvv^e>rc^i-vSL^, Й^+5^). 
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(LL). Очевидно. 
л-оэ 

(LIL). Пусть хеА , IVjl^^ n X ^ ^ ^ d e ^ > 
^схэ 

спектральное разложение элемента X . Тогда для 

Я > 11x11 имеем ^^;|_~^;;[^0 и если ^-~^>;^V ^^ 

то т\е^^0<с5 V с̂  >0 и Ии^^х 11̂11x11 

(IV). Пусть Х в ,т.е. существует идемпотент 

Если X —Х'^Хи! -fXo пирсоЕСКое разложение элементах 
по идемпотенту р , то 

Пусть о "t̂ Sî X̂ jV носитель компоненты Х^.! • Положим 
С|^=^рЛ^^. тогда C|^^Q^ , т.е. (̂ е J^C^) . 
Так как ^ г. ВСХ^|^) ̂  S(,X\(J , то х\, е 3 j ^ ) . 
Поэтому QX.i "=̂ 0 . Отсюда 

В самом деле, т,к. Q ^ Р ,то U Q . ~ U Q р "'^oi ^ р 



40 -

и значит UoUo^P^)^''-^ci,Ul|^CP)) ^ [ 0 \ . Так как 

X ^ ^ U p X , т.е. И х J U L ,то 

Причем t СС̂ ^ ) ̂  tСр"^ V ^ ) . Так как Q ̂  S(Xi|^) 

и Х^1 в J4.1 Ср^^ »̂4.L 1р ) , то по следствию лем

мы 2,3 из \̂ 9] q^P "̂  Р , где Р^ и Р^ ортогональные 
идемпотенты, эквивалвнтные через симлетрию, причем t^~ р • 
Значит 

^ПР^^-^СР^^^ТсР,)^^^Ср^^ ̂ 1с?. 
Следовательно, х'^в К С̂ "̂ А ^ ^ • 

( V ) . Пусть Х е А . U ^ K C i , Й) , т.е. существует 

идемпотент p ^ V , р^ е Р(1^Д(р^) ̂(5,1111̂ 1̂ 11 ̂ ^ • 

Пусть X-X^^-vX^i^-vXc'^^'^i+ljll +Vo пирсоБские 
разложения элементов X и U по идемпотенту р • 
Положим ^i-HXi,^), К^Яу\^), Y'^^K л Ч 
Б силу следствия леммы 2.3 из [9} ^i=^^!^"^ ^!| » ^г^^\'^^\^ 

где 2 - - ^ . —О , 2 ^ ; и 2.- эквивалентны через симмет-

рию и 0.\ ^ р ( ^ L ~ i , 1 ) . Следовательно, 
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^tcp^H'T^Ce-^^')-^'^^^''^) ^ step-*-) ^3 t5 . 

Ho Q, —&-•'• =. SC^^i/l'^ ' «"^яовательно, QXij-V.i.e. 

'^q^^oWl • •'̂ чалогично. U q e J „ ( Q ^ И, значиг, 

^ ^ Й ^ ^ ^ - ^ ^ Ф ' "'"' ^с^С31у,Т^1^^) = 0 . поэтому 

Итак. llUcj,COCU)llillxlU. TCC^^)i3C? . т . е . 

xu£>r(^nxH£,55) . 

(Vl) воли CeV , t:(^c^ei(S , то для рг-Ц-е.: 
TCp^^^orW^d , ие=0, 1.9. ее1^а,(У) 

Обратно, пусть , Тогда су

ществует идемпотент О £ V такой, что Q £. O T L ^ , 

Пусть рг^еЛС|^ , тогда \]Л >Uo. Р ^ Р 

Если р ф О » то | l p l \ ^ t и, значит HU^H^^ 
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кие 

ны 

— i. > L что невозможно* Следовательно, р =:0 . Так как 

идемпотенты C_VC)^CL и C^^^AQ-s^^ эквивалентны через 

симметрию ([20} лемма 3.4 ), то ^ (^^^^^ (<^\/С| *-С1 ) ^ 

Следовательно, 

( I / L I ) . пусть X e П ]\ГС^,5) , Х ф О , тогда 

в силу ( LV ) X е О > r ( L . ( ^ > .существует 

число V| >0 и идемпотент ^ E - V , 2.^^—^Х ^ 2 , ^ 0 та-

, что ОС >V] ^ . Пусть 0<^(^б.^ , ^ < V | произволь. 

. Так как X е]м(^^^0^ , то существует р е V ; 

р ' ^ е Ж ^ ^ Т С р ^ ) ^ ^ ' Ш р Х М ! ^ i . В силу положи-

тельности оператора Up имеем 

т.е. V | ^ l l U p ^ \ \ i t .Знаяи l l U p ^ l l ^ Y < ^ -

Отсюда как и в (VL ) вытекает, что D А ^ — О , т.е. 
Т^ (̂^̂  ^Т^ (̂  Ф ̂  р^ ̂  О . Это противоречит выбору О . 
Следовательно, ОС̂ ^̂ С) . 
Свойство (X/btL) очевидно. Теорема доказана. 

Топологию сходимости по мере обозначим черев "С • 
А . 

Пусть Д - пополнение Д в топологии i ( [11] гл.Ш, 
§ 6 ). 
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А 

С л е д с т в и е 3.1. Алгебра А относительно тополо
гии "t является отделимой топологической йордановой алгеброй, 
т.е. все алгебраические операции непрерывны по совокупности 
переменных. 

Теперь докажем основную теорему этого параграфа. 
Т е о р е м а 3,2. Алгебра А является U J - алгеброй, 

совокупность ограниченных элементов которой совпадает с А . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Б силу теоремы 1.4 рассмотрим 

отдельно два случая 
I) A - t l U , M | ^ ; 
2) А- JV\I - алгебра. 

Пусть А ~ L I ^ A , J V L j) , ^ - точный нормальный полу
конечный след на А . • Тогда сужение ^ на центр А являет
ся полуконечной мерой, т.е. для любого центрального идемпотен-
та ^ существует ненулевой центральный идемпотент J- -̂  ̂  
такой, что ^С|-^ "̂  '̂ '̂  • 

В самом деле, пусть ^- "̂ l w . где X Q ^ -^ * Q 
три минимальных ортогональных идемпотента в 

J\/̂^ с суммой равной единице. Рассмотрим функцию |-.— 
— О Х £.vl(^yv ^ М з ) - По условию существует идемпотент 
Q е С 1 ( ^ Х , М з ) такой,что ^ Д Х ) ̂ ^^1,Х) и T:(Q^>)^4oo. 

Так как Су^- атом, то Q пС^^-^С , где Х ^ С X Q • 
о ^ 

Аналогично, рассматривая функцию X - О. "^v, найдем под
множество такое,что t(,C^^'>(;^ ̂  ̂ -V^o и Х з ^ Х з , 
такое,что ^ С Ч ^ ^ <% N-C-Voo. Тогда для <]|. г= •)(_ 

%г> %ъ 
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имеем 

Отсюда следует, что в ^ существует дизъюнктное семейство 
подпространств JK. / таких, что ^ С "Х, v ^^"^^^^ 

И сужение <^ следа ^ на каждой J&\/\f - алгебре 
^ ч Х ^ , М . ^ ) конечно. По конструкции работы [9} пополне
ние С ( ^ ^ ,,JVl_ N в топологии LQ^ . определенной конеч
ным следом Т ^ есть Ь ( - Х ^ , М ) ~ 0 ] * алгебра всех до
пустимых отображении 

^^ в Ml . Поэтому пополнение 
C-vX iM.^'^ ^ топологии "t является 1 \ & ч Х ^ , М . з ) ' 

алгебра,как 

прямое произведение О J - алгебр, 
Рассмотрим второй случай. Пусть j \ ̂ JVJ - алгебра с 

точным нормальным полуконечным следом ^ . Пусть Л У 1 С А ) -
обертывающая алгебра фон Неймана, ^ - точный нормальный 

1 
полуконечный след на Л1,С-А-)» продолженный по теореме 2.1 • 

Известно [401 , что в произвольной J W -алгебре А 
существует три однозначно определенных Центральных ортого
нальных идемпотента ^^^(1 0. S-^-v^j^-v^^trB таких, 
что 

( L ) A ^ — ^ 4 ^ А - обратимая - алгебра, являющая
ся эрмитовой частью алгебры фон Неймана \А. Lгl^ ; 
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(LL) A ^ = ^ ^ ^ A - обратимая J W - алгебра, являющаяся 

эрмитовой частью вещественной алгебры фон Неймана л.(А/^^ 
(здесь 
Такие 3Vf -алгебры называют ч и с т о в е щ е с т в е н -
н ы м и; 

- алгебра типа i« и изомоЕ^на 
прямой сумме - алгебр всех сущест
венно ограниченных локально (слабо) измеримых отображений 
локализуемого пространства с мерой (Г1,111) в некоторой спин 
фактор V • 

Поэтому каждый случай исследуем отдельно, 
С л у ч а й ( L I L ). Пусть А ""JW - алгебра типа I^ . 

В силу вышесказанного, можно считать, что А изоморфна 
алгебре 

i r ( S l , ) a , V ) .где Г1 - измеримое простран
ство с мерой JUL . V - спин фактор. 

Пусть ^ точный нормальный полуконечный след на 
Тогда itaK и в случае 

можно считать, что 

сужение ^ ^ следа ^ на \ ^ С ^ ы ? M-oi?V) являет
ся конечным следом. Опять же по конструкоди работы J^9] попол
нение \_4 C^oi. -> M-oi f ^ ) ^ топологии сходимости по мере 
построеннпе по конечному следу 'V^ , есть алгебра 
\^ { S\ . U V ) " алгебра всех локально (слабо) из-
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мершшх отображений П _ ^ в V ,которая есть 0J -алгеб
ра. Тогда 

гебра как прямое произведений О J - алгебр. 
С л у ч а й (L ), ( I L ) . Пусть А - обратимая 

алгебра, t ^ - топология сходимости по мере Т^^ на алгебре 
фон Неймана Я^^(^А) • Пополнение У1(А^в топологии L ^ сов
падает с алгеброй - всех тотально измеримых 
операторов, присоединенных к 'У^СА^^ЗЗ] ,]̂ 543 . Отметшл, что 
топология t 1 отделима и все алгебраические операции в 
M-l.'iUA^') непрерывны в t^. 1зз1 . 

Эрмитова часть М | 1 vL(A,)] относительно стлметризованного 
умножения 1 ^̂  ' о ^ ' ^ ^ ^ ^ 'l*^ 1 ' 1^ является U J -
алгеброй^3^ . 

Так как Ml,xl(A)) полна, H M I (it(A^) замкнута в 
полна в топологии т ̂  и 

. Из доказательства теоремы 3 в [ ъ \ 
вытекает, что замыкание Д алгебры Д в JVLLI^U-CA^^ В 
топологии М. является -подалгеброй, 

Докажем, что алгебра Д совпадает с Д • Для этого 
достаточно показать, что 

Т.е. сужение топологии Х ^ на А совпадает с топологией 
t , где 
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К CL,3>) Ц х е и ^ А ^ I a p -проектор B U C A > ,Т:^(Р^Ц(5, 

p* оси — ^ { ' Здесь ̂ -̂ - ассоциативное ум

ножение элементов в 
В случае (L) теорема вытекает из очевидного равенства 

Пусть А-чисто вещественная JV\| -алгебра. Очевидно, 
. Далее, пусть X 

Т.е. существует проекторрв ъ1(Д^ такой, что | [ р - Х Ц ^ ^ , 

Здесь ^=^CX-Vl\o , где О с Д , причем 0.^0 и Ь -

косоэрмитов элемент в 
По теореме 2.1 (ILL) работы [441 W Р' ̂ \\ > VV\aX 
[11а-Х\\,и^-Х\\\. Поэтому HQ.Xll^i и I|CL||£1. 

Легко видеть, что 

Пусть O L ~ V Л С А ^ Л - спектральное разложение элемента CL • 

Пологйш ^ =• \ с\^л , тогда легко вычислить, что 

• Поэтому в силу положитель
ности оператора \J у_ имеем 

Отсюда 
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Так как И Х-С'0^11 ^ И Q. • Х ^ . 2-\\ и И ОС • Q'^-ХН^-

г^ЦСХ-Х^-CLII » то имеем 

Далее, используя соотношения 

получим l|i•x\\^-He'X^•^-H^чlla•x^•all^ЧL^ 
т.е. H^-'XH^'IE. .Поэтому l l U ^ O c H ^ l i .Наконец, 

Таким образом J S T ' ^ ^ ^ , ^ ) П А С : К ( 1 ^ , iS) . Теорема 
доказана. 

л 
В дальнейшем - алгебру А назовем 03 -алгеброй 

тотально измеримых элементов относительно J D W -алгебры А • 
•VOO 

-спектр-С л е д с т в н е 3.2. Пусть Х ^ \ А.с\2-;:|_ 
Л ^ 

альное разложение элемента Х с А [̂ 2] . Положим 
'X^=^i i d t ; ! ^ . Тогда Х ^ ^ — ^ Х номере. 

-w д 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Если алгебра Д изоморфна 

, то утверждение 
следствия вытекает из работы f_ 9 J . Для обратимых ]\[^ -ал
гебр утверждение следствия вытекает из аналогичного факта 
в алгебрах Фон Неймана 1.54} . 
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§ 1,4. Вложение пространств и ^ ( Т ) и и^ЦТ) 
в 0J -алгебру J\_ 

В этом параграфе докажем, что пространства U^(ft^ и 
U/^ifC) иньективно вкладываются в О J -алгебру А ,т»8. 

могут быть рассмотрены как подпространства vJj -алгебры всех 
тотально измеримых элементов относительно J b'W -алгебры А 
с точным нормальным полуконечным следом Т . 

Л е м м а 4.1. I) Пусть | Oi^^V -последовательность 
элементов в 7tt^ , Если 1101̂ .(1 —^0» то Oivt—^^ ^° 
мере. 

2) Если {CL^\C'K: И ||а^,11^-^о, ТО а^,-^о 
по мере. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 ) Пусть 1\ СХ̂ Ц —>0» 
тогда для любых L > 0 , О >0 существует номер VIQ такой, 

что при VV ̂  И о . 
+00 

Если КХ ,̂ 1 п ( п I j;|^cl5.A - спектральное разложение элемента и. 
о 

\ ^ v v \ ' то положим 2 .~^г . Очевидно, t 

Следовательно, £.^(0.-^) ^ X C l ^ H ) - ^ ^ • Это 

означает, что CLy^ejfC^^Ul при Vl^VLo , т .е . 
Oi^—у О по мере. 

2) Пусть Hdvill-j.—^^ .Тогда C l ^ — > 0 номере 
в силу I ) . Значит, существует номер VIо такой, что, при 
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То есть, существует идемпотент D €1 V , р ^ "̂ «̂t:» 

Пусть CX^^^\J^cS2.'^ - спектральное разложение эле-

мента CLy^ . Положим Р ^ ^ £ .Тогда 

т.е. l\Up\Cl,^\\\^t^ . Следовательно а ^ e K U ^ . d ) 

при VL^VLJJ, т.е. Cl^^^—^ О по мере. Лемма доказана. 
Из этой леммы видно, что всякая La л -фундаментальная 

последовательность является L - фундаментальной (р^ 1,1), 
где "L - топология сходимости по мере. 

Пусть X произвольный элемент и 4*1:) , { X ^ l c W C r r -

^i, - Фундаментальная последовательность, определяющая 
элемент 'Х . Тогда j^Xv^l является X - фундаментальной 
и, следовательно, определяет некоторый элемент ОС ^ А > л . 
причем X не зависит от выбора U, -фундаментальной по
следовательности [Худ_\, определяющей элемент X (в силу 
леммы 4.1). Поэтому корректно определено отображение 

Аналогично, учитывая лемму 4.1, определяется отображе-
ние \J 1 Li^i^^) ^—^ А . Очевидно, эти отображения 
\^ ^ V l линейны. Мы покажем, что они являются вложения
ми, т.е. инъективны. 

Предварительно докажем следующую лемму. 
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Л е м м а 4.2. Пусть |CLy^> U - фундаментальная по

следовательность в WL<^ • Тогда для любого ^ > О существу
ет о > 0 такое, что если ^ - идемпотент в W L ^ c 
qrCQ-̂  ^ ^ , то К CQ-a^^^l-^L для всех К . ^ 1 Л , . , . , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем И.̂  так, что 

\\ a v u - C L y ^ W ^ ^ ^ ^ при VI; WL ^ И.о. и пусть S выб

рано так, что IICL^HC? ^ ^ / г при К"=<1.Д, . . . , И>о . 

Если 0^€. , то по теореме 2.4 

для К.=- i , ^ , • • • , Vto . Если Iv > И-о , то 

Лемма доказана. 
Т е о р е м а 4 . 1 . Отображения \Л и \ i J . инъективны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . И н ъ е к т и в н о с т ь 

"ЦТ . Пусть Ol^U^ift: ' ) , \ ^ С ^ ) - О . Покажем, что 0=^0 . 
Предположим, 0 = ^ 0 и {Cly^V U.-фундаментальная последо
вательность в TftL^ » определяющая CL » T.e.Ol^—>Ctno 

Ui - норме. Тогда существует элемент -1ь£ VtL/^ такой,что 

\\ V \\ ^ 1 и <Т (̂ ю С1Л отлично от нули для достаточно боль
ших И̂  в силу теоремы 2.8. 
(Так как П^г>- слабо плотно в _Д , то 
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Теперь допустим, что CL,^—^О по мере. Пусть L>^ произ^ 
вольно, а О > 0 выбрано как в лемме 4.2. Тогда Cl^^^ 

при достаточно больших И • Значит, существует 

Для идемпотента (У €: V имеем 

Так как идемпотенты C L ^ D A Q - H pVCl*'P эквивалентны че
рез симметрию ̂ 20^ , то 

по леше 4.2 1'^ ( l ^ ^ Р АС^^С^уг)! ~^ • 

Далее, т.к. С Л О , i D , то р J\OL ^—?> р поэтому в силу 
Ieope^e 2.7 получим 

Значит, ^ С Ч / ^ У Л — ^ при И — у о о для идемпотента 
Cl с 't CQ/^ "̂  "V^^ в силу произвольности Е. . По спектр
альной теореме всякий о £ OoL/к. можно аппроксшлировать по 
норме конечными комбинаодями идемпотентов из 'Wtf-» Но функ-
одонал вида LDi (̂"Х.) =^T(^VL'5.) по норме непрерывен по 

'̂  для любого И _ в " 5 П ^ • Поэтому T'(^CLV^^^-^0 для 
любого v:)GYf^^^ , т.е. Cl\^—>-Q по Ц . - норме, Сле-
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довательно CL —О , Значит ^ 'ЦТ - инъективно, 

И н ъ е к т и Б н о с т ь "Ы" . Пусть d^l L^ (Т) , 
\ J {,0i) ^ 0 «И пусть [ C£w\ U^- фундаментальная 

последовательность элементов "^ определяющая CL . Пред
положим C L % 0 . Так как \\t\\ - S a n | t ( e t ) | для С1 е К̂  

(в силу Uft"" плотности 
J то существует 

элемент O B W L ^ такой, что ||^\L -̂ li и «f (& CL ĵ,̂) 
отлично от нуля для достаточно больших VI «Но с другой 
стороны для любого ^ > 0 (о =^L^ , существует идемпо-
тент ̂ е V такой, что Z е Щ . ^ , ̂  (Q.^ ) "^ t ' 

в силу того, что C L , ^ — ^ 0 по мере. 
Если разложим C L V L ^ ^ ^ * ^ ^ ̂ e,S,^^v\'^Ug^l^yj_j то 

TTQ "Про 
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I I . 1 

i, + + 

Здесь мы воспользовались теоремами 2.4, 2,5 и 2.7. 
В силу Ц - фундаментальности {Cly^l вытекает, что 

U I C L ^ ^ H \ - ограничено. Значит 1!; (fe О.̂ /̂ ) ̂ ~^ ̂  ^ ̂ ^̂ ^ 
произвольности L . Следовательно, C L ^ ^ O по Ц^ -нор
ме, т.е. Cl~0 . Теорема доказана. 

Как будет показано ниже, элементы Ц , (ftT) (соотв. 
Urt ̂ ^^ ) играют роль интегрируемых (соотв. интегрируемых 

С квадратом) элементов из А , а 'X' - роль интеграла от 
них. 

Л е м м а 4.3. а) Если Cl^A , 1ов Lj^C'^) , то 

б) Если 

спектральное разложение l ^ b V — \ X d ^ ; \ »то(ч)^^^Ь 

- его 

по U -норме (̂  р — 1 , 1 ) 

До к а з а т е л ь с т в о . а) Пусть • <)yi\ "- ^^^ 
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фундаментальная последовательность в W-^C" такая, что 
К>^С~^ о в [А Ж) . Тогда по мере и в силу 
теоремы 3.1 имеем по мере. 
Кроме того, последовательность [CXD^^V Ui - Фундаменталь
на, т.к. по теоре
ме 2.4. Значит, 0?5е L ^ ( ^ ) , причем Но^и^И —^llofell^-
Далее, т.к. I I Q ^ J|^ ^ 11 CЦ\\\^^^\\^ для всех У1-1Д,..^, 
то переходя к пределу при VL ^°^f получим 

\\лЬ\\^^\\о.\\\\Ь\\^. 
б) Так как Со^уг.—^ ̂  ^° мере, то достаточно проверить 

U p -фундаментальность последовательности {(ю))/^ т ,0-1,2.-
Пусть p5il • Для любых VYV^VL, У\\. <СУ1 имеем 

Числовая последовательность |T(^\o\v) Т ^̂  возрас
тает и ограничена сверху, т.к., если положить О - ^ д ^ ^ Х ^ 

то по а) шеем т:Оиу^^-гС(^»^1М)^Н(^у^Нт:0Ц ^̂ ^̂  \\i-
Поэтому эта числовая последовательность сходится, и значит, 
K ^ V - aiJ^-^O при H , W L — о о . 

Пусть теперь fts.l .Тогда при W v < К очевидно, шлеем 
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Как и в случае Dr^i , числовая последовательность 

|Т(^Со V Л\ возрастает и ограничена сверху. Поэтому 

\\ {So)^^'- i^>)yy^\\^^ О при К^ Wl—i>^^ . Лемма доказана. 
С л е д с т в и е 4.1. Функодонал 1^ (^ОС)^*ТГСС|Х) 

для O L S - A ]_J -непрерывен на U^i,^) . 
Доказательство вытекает из леммы 4.3. 
Пусть A Q - максимальная сильно ассоодативная подалгеб

ра Ĵ \/\f -алгебры А • Предположим сужение VVL следа 
^ на булеву алгебру идемпотентов А © полуконечно. 

Тогда А о изометрически изоморфно (в известном смысле) 
пространству \-Доо vb,VV\) _ измеримых существенно ограни
ченных действительных функций на пространстве 5 ^ полуко
нечной с мерой VVL . л 

При этом пространства U ^ , U л . А ^ построенные 
по J B W -алгебре А © » изоморфны соответственно U.^o,^^) 
LjA&jVn.') и U^(^?3,VnV где L I Q I ^ S J V ^ ) - пространство 
всех измеримых функций на С^ . 

Имеет место следующее д 

С л е д с т в и е 4.2. Ц -Lipl^-^o С Р ^ ^ Л } ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Включение 
А г ' 

очевидно. Обратно, если СХ^: U p И А © » то (О^у^бАо ? 
а по лемме 4.3. (̂С\̂  у ^— ^ C L по ц - норме, т.е. СХ^Цр* 

Из этого факта и из изоморфизмов 
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вытекает следующий результат 
A 

Т е о р е м а 4,2, Пусть - алгебра тотально 
измеримых элементов относительно J B W - алгебры Л с точным 
нормальным полуконечным следом Т • 
Элемент ОС — принадлежит 1^ A(S) тогда 

И только тогда, когда 

при этом tCX^-\ XdT(^2.;:^^ > 
— со 

1 Элемент Х£.А принадлежит U . ̂ Т") тогда и только тогда, 
когда Ъ^€, \-\^iS) 

Из теоремы 4.2 видно, что пространства U^(^^^ и U ^ C f ) 
в точности совпадают с пространствами интегрируемых и инте-

А 
грируемых с квадратом элементов из Д . В случае,когда J B W -
алгебра А есть эрмитова часть "щ - алгебры чД, , про
странства b.(ff^ и Li^CT") изоморфны соответственно про
странствам самосопряженных интегрируемых и интегрируемых с 
квадратом операторов, измеримых относительно 'U. (см.^Зб^, 
1 5 4 } ) . 



- 58 -

Г Л А В А 2 

УСЛОВНЫЕ МАТИЛАТИЧЕСКИЕ ОЖИДАНИЯ И МРТИНГАЛЫ НА ИОРДАНОВЫХ 
БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ С ПОЛУКОНЕЧНЫМ СЛЕДОМ 

В этой главе изучаются условные математические ожидания 
(у*м,о.) и мартингалы на йорданоаых банаховых ( JRW-*-)алгеб
рах с полуконечным следом. Получены теоремы о существовании 
у.м.о., характеризационные теоремы для у,м.о., исследованы 
сходимости мартингалов. 

§ 2.1, Условные математические ожидания на йордановых 
алгебрах. Теоремы существования и единственности 

Пусть A-JBW - алгебра с точным нормальным полу
конечным следом <Х , А 4. ̂  "̂  ̂ "W ~ подалгебра А . Всюду 
предполагается, что 

О п р е д е л е н и е I . I . Линейное отображение Ч"̂  
Д^—^Д. назовем у с л о в н ы м м а т е м а т и ч е с к и м 
о ж и д а н и е м относительно З Ш - подалгебры А , , 
если 

I) Ф ( 4 ) - ^ ; 

-полояштельно); 
3) ^{% ^)^ф(^x'^v^ для х е Л , U е А i. 
Если выполняется равенство 
4)^C'?t2cS)=ti.X') для ЭСеЖ-т; ^ 
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то у.м.о. Н^ назовем Т - и н в а р и а н т н ы м , 
У.М,0. ^ называется н о р м а л ь н ы м , если 

Х ^ ^ ОС = ? ' ЯРСХ^) ^Ф(Х); т о ч н ы м , если 

П р и м е р ы. I, Пусть - алгебра,р 
- некоторое состояние на А • Для C l c A положим 

Тогда, очевидно, 4 ^ является у«м.о. относительно J B W -
подалгебры A^.'^l^'^? Я ^ Л Т • Причем ф точно (нор
мально) тогда и только тогда, когда р точно (соотв.нор
мально). 

2. Пусть {^w\ -последовательность попарно ортогональ
ных идемпотентов в J^VVl - алгебре Д (т.е, С.^^;-О для 
L^l ) с S 2.; "=̂  11 . и пусть 

А ^ ^ [ а е А * . Cl^^—^ ^L для всех L^i,l,..-|. 

Очевидно, А - йорданова подалгебра А , и) ̂ А ^ . Из 
слабой непрерывности умножения в JKiAf - алгебре по каждо
му аргументу t̂  19] , следует, что А ^ слабо замкнутая под
алгебра А f т.е. A ^ " ~ J D W ~ подалгебра А , содер-
7/.ащая 41 • со 

Для любого Cl ̂  -П. рассмотрим ряд 

Покажем, что этот ряд сходится сильно. Рассматривая при необ
ходимости раздельно положительную и отрицательную части (X , 
можно сразу предположить, что C L ^ O .Последовательность 

частичных сумгл \ ^ ^ U p CL V возра стает и 
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^ и , Я ^11 all -^Le. ^\\0.U для всех ЫЛ,.... 
Ы1 ^ L-1 

в силу монотонной полноты А , существует 

' - a l e A . г-̂ ШЧ̂  
К 

причем X , VJn.v^—^ Ч сильно при к.—>*^ в силу 
теоремы 1.5 главы I . Кроме того, так как 2.* в Jo(^^^ при 
L ̂ ^ , то 

для любых Ь , 1 L 5j. 

Из сильной непрерывности умножения в J ^ W -алгебре (теоре-
ма 1,5 главы I) вытекает, что U < — ^ ^ 1 ^^ ^̂ ^̂  L^i,1,... , 
т«е, \Де А^. 

Пололшм Я ? ( ^ 0 ^ ^ ~ ^ 1 и ^ . 0 1 ^ Ч 7 C l ^ A • Тогда, 

очевидно, 4г ~ линейное, пологлтельное отображение 
причем . Если о в А ^ , т.е. \о <^->£^для всех 

и, поэтому, 
Далее, если Ф^О^^г^О для а в силу 
теоремы 2*3 из^б} 2.*Cl ~ 0 для всех L-1,1, -'• - Снова 
пользуясь сильной непрерывностью умножения, иглеем 

т.е. ̂  - точно. Покажем, что ^ - также нормально. 
Пусть ) ^ ^ ^ монотонно возрастающая сеть в А HX^-S)U/pX^, 
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Тогда Ч : № ) ^ •̂" С ^ ) ^^^ ^^^^ "^ • Следовательно 

ос 

Если р - произвольное нормальное состояние на А , ? 
р(^ P('X^j'^ ^ ^ р ( Up.Xj.B силу нормальности 

ратора 0 ^ . каждое р(^^е_.) является нормальным на А , 
а в силу теоремы 4 из ХА^ О \Т {^')) является нормальным 
состоянием на А • Следовательно, 

Т.е. р(^ЧР(^Х^ ̂ SU.p4:^C^ol^/^^ для любого нормально
го состояния Р на А . Так как - алгебра обладает 
разделяющи1\1 семейством нормальных состояний, то^(рс\=-51фтСХ >, 
т.е . ^ является точным нормальным у.м.о. на А относитель-
но А 1 • 

Т е о р е м а I . I , Пусть А " JBW - алгебра с точным 
нормальным полуконечным следом Т , А / - ее некоторая 

- подалгебра содержащая 11 • Если 
инвариантное у.м.о., то 

5) Ф ( х ^ ^ Ф С Х ^ Ч V осеА ; 

8) если х^^ ос , то ф(,х^)1Ф(х); 

9) х ? / 0 , Ф(.ос)=0 =^ ^ = 0^ 
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10) |1Ф(х>Ц^11х1\ VateA; 
п) 11Ф(,Х1\̂ 11Х1\̂  V хеЖ^- , 
12) 11ф(Х)Ц^£\\хЦ, Voaei^, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 5)В силу положительно
сти тг имеем • Раскрывая скоб
ки по свойству 3), получим 

ФСх^-Фсх^>0. 

6) Если Х=^ • Если 

то по свойствам I) и 3) имеем 
^ХТС-Л^^ХЗначит, А ^ является множеством неподвижных то
чек, Очевидно, отсюда вытекает, что 

7) Для U e VCLr^ » очевидно, ф т ч , ^ IStL^ • ̂  ^^^^ 
^ - инвариантности ^ получим 

тСФ W v̂ ) - ^ СФ СФ W^)) - ^ (Ф(х)ф(^)). 

|хФ^^)) - ^ С"?^^^^^ )̂) -^(^C^)^l^J)) • 
Отсюда t C X ^ W ^ = ^ T ( T ( X ) \ a ) для любого Х е А . 

8) Пусть OC^f X ' т.е. X-SU/p Х ^ • Тогда по теоре-
ме 2.6 главы I и по предыдущему равенству 

а:(ф(,х \̂̂ ) ̂ t (хф;,>^>))=su^ t (х^ф(^)) = 

для \Л £ " W - t * Значит, 

tl 
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и, 

Так как (^ плотно в JN , то 

В частности, для любого нормального состояния р . По тео
реме 1.3 главы I 

op(^x>)-su^9Cx^). 
Следовательно, HP - нормально. 

9) Если х е "Ul^ и ф(^ос^=0 , то 
q:Cx^-tC^(.x^)-0 =^ х=0. 

Пусть Х £ /л. произвольный, и . Тогда суще

ствует сеть | Х ^ ^ в yti!" , что Х ~ ?>UJD X . • 

По свойству 8) имеем ^Ujp ^(^ОС^^ t ^O , т .е . Ф ( Х ^ ) ^ 0 

\ /Ы,. Так как Х ^ С Ж " ! ^ V о^ , то Х ^ = 0 V ^ , 

Следовательно, X ~SU/P XQ(̂  ==̂  *̂  . 

10) Вытекает из свойства I ) . 

11) Пусть X e W L r ^ , Ф С Х ) ~ & № ( Э 0 1 - полярное раз

ложение элемента ^ ^ (Х) . Тогда в силу V) и 10) получим 

12) Пусть X e l v . Тогда из 4) и 5) имеем 
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доказана. 
Теперь исследуем вопросы существования и единственно

сти у.м.о, относительно данной - подалгебры. 
Пусть А ^ J B W - алгебра с точным нормальным полуко

нечным следом Т . Пусть J\^ - ее некоторая J B W -под
алгебра, содержащая ^ , ^ г^Т А - сужение следа Т на 

^ . Аналогично строятся Itlfv , '-̂л i^i) относительно 
^ t являющиеся подпространствами Тн-г^и w^CT^) соот-1 

вественно 
Т е о р е м а 1.2. Пусть ^. - точен, нормален и полу

конечен на А.Д • Тогда существует положительное, линейное отоб
ражение Х(^-|А,)'.А—А, , определенное равенством 

для Q 
Причем, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ci ̂ А . Тогда функ-

вдонал, определенный как при-

надлехшт пространству непрерывных функционалов на Ь^(^Т^^ , 

т .е . V^Q^ Г U^^l^^ 1 ' ^° следствию 2.4 главы I . 

Так как \ ^ ^ / | / (T-v^l*-^i^<^i^l ' ^ ° ^ °̂ ^̂ ^ ''̂ °̂ ° ^^ 

следствия сущвствует элемент СХ S. А 4. такой, что 

U) 1 ^^ , .Положим К( ,а1АЛ=^а' . 
Следовательно, для любого b^U^CfC".^ , , тлеем 1 



- 65 -

Л1шейность этого отображения очевидна. Так как пространства 
А и ! м х 1 , ^ ) \ порядкоЕо изоморфны (следствие 2.4 
главы I), то ^ ( • / А л - положительно. 

Далее, для любого \Q £ Ь ̂  (Т^) имеем 

Это означает, что Ы ^ ̂ MC'll/Ai))-О VP^-J^' 
Отсюда по теореме 1,3 главы I заключаем, что 
Наконец по теореме 1,1 
Теорема доказана. 

Т е о р е м а 1.3. Отображение М . (̂» l-^i) '-^—^ ^ 
является ^ -инвариантным у.м.о, относительно А д 

Д о к а з а т е л ь с т в о , В силу теоремы 1,2 доста
точно проверить свойства 3) и 4) у.м.о, Т - инвариантность 
КС* \АУ очевидна. 

Пусть й е Л . 2э^-А^. Тогда для Х е Ь ^ ( ^ ^ ) 
по следствию 2.3 главы I имеем 

T:iRCoib|Ai^o:)^T:((ab)x)=T(^QCbx^)^ 

То есть ^ 

Отсюда Следовательно, 



Теорема 

По свойствам II), 12) у.м.о. rL (̂ */А>̂ ) можно продол-
}шть до отображения 14п>1̂ Т̂ ^ в U ^ ( T ^ » которое также 

будем обозначать через М , ( • / А Л СР~^Д) ̂  назовем также 
у.м.о* 

Т е о р е м а 1.4. У.м.о. М ( ' ( А ^ ) * Lp(ft)—^Upi^^^"^ 
(^р^1Д^ обладает свойствами: 

13) гСМ(х(Аои)=Т=(х\^') VoceL^( t ) , ^eAi ; 

14) tCMtx/A^^u^^TCoci^) Vxeb^l,t),^eL^(t^'). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 13) Пусть X & L ^ ( ^ ^ ) и 

произвольная последовательность 
и. - сходящаяся к X «По теореме 1.3 имеем 

Б силу L\^ - непрерывности у.м.о. и функционала ^^цС*) ~ 
•=St (̂» \Л переходим к ^л^ пределу в последнем равенст
ве, и получим 

tCMCx/A,^U)=tCxv^) VxeU^t,t),^^eAi. 
14) Для X , U e К. имеем 

TlC-M-CX /А i) \J) = t ( Х К ( ^ IА ^ ) ) . Поетому 

T ( X ( x / A j ) \ l ' ) = ' t C 0 ( L 4 4 для Х е Х , когда 

^̂ екПА,. ^ 
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В силу U^ - непрерывности у.м.о* получим требуемый результат. 
Теорема доказана, 

Т е о р е м а 1,5. Пусть А . ~ J B W - подалгебра 
Л , содержащая 41 » 'Т - сужение следа 'Т на Д . • 

х 
Для того, чтобы существовало ^ - инвариантное у.м.о. 

, необходимо и достаточно, чтобы след гг- был 
полуконечным, ! 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Достаточность доказана в тео
ремах 1,2 и 1.3, 

Необходимость, Пусть инвариантное 
у,м,о, относительно - подалгебры Д , Покажем, что 
след ^ - полуконечный, 

Пусть Х е • Так как ^ - полуконечный, 
то существует U е. Д"^ , Ij^O такой, что Ц ^ ОС и ̂ (U)*iL4co, 

Рассмотрим элемент В силу поло
жительности и точности ^ имеем %€.J\^ и 'S: т ^ • 
Далее, "Х =-9eV^^ ^ Ф (Х) ̂  X 'и 

Следовательно, ^л - полуконечный. Теорема доказана, 
Т е о р е м а 1,6, Пусть ̂ , является полуконечным сле

дом на Д • Тогда ^ - инвариантное у,м,о, относительно 
Д^^ единственно, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пустьф'.А~~^А^,Ц1»А~^-П.4_ 
два ^ - инвариантных у.м.о», то для Х е А имеем 
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для любого M e W . ^ , т .е ,^([ф(х)- 'ЦХСос)]и):^0 

V \jeR^. Отсюда t Ct4^Cx)--;j;(x)]i^)^0 M^^eL^i^T^). 
По теореме 1,3 главы I заключаем, что 

Теорема доказана, 
В дальнейшем у^м.о. ОТНОСИТЕЛЬНО данной J B W - под

алгебры А и его продолжения на Ц р С ^ ) ( Р ~ ^ Д ) ^̂ -
дем обозначать через ]У1(* /А^^ . 

§ 2«2. Характеризационные теоремы для условных 
математических олшданий 

Пусть - алгебра. Нам понадобится следующая 
леглма • 

Л е м м а 2*1. Пусть Х ^ А , Если Х ~ ^ для не
которого идемпотента Q_€.A , то Хв34.(6-^5 где J^C^) -
пирсоБская компонента Д по идемпотенту 2. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X=:X4^'^^i|/2_'^-^о 
- пирсовское разложение элемента X по идемпотенту 2. • 
Так как 0 ^ Х ^ 2 - , то X ^ ^ U ^ L X ^ ^ O . Поэтому, 

X=^X^-\-Xi| 'Для Х ^ А существует элемент Ue А 
такой, что Х^Ц • Покажем, что М ^ JiC^) • Если 
\jl-s:'U,-V'Uii-vU - пирсовское разложение элемента U 

по идемпотенту t ,то U ^^i"^^dL"^^o"^'^^i|^ C^l'^^oV 
где \̂ |̂̂ е \[!i) -V Jo ̂ -̂̂  .Но \̂ ^ =Xi^^Xi|^eJ^t^-VJij^ie). 
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Л Поэтому Чо-*^ и \|l/^Ji(^) «Тогда 

Отсюда ^j_i^O , т.е. \j r:lJ^£ J^(^^^ . Следовательно, 

X — М*̂  €1 JiC^^ • Лемма доказана, 
Пусть А ^ — J B " подалгебра Д , содержащая 41 • 
Т е о р е м а 2.1, Если линейное 

идемпотентное (т.е. ) отобра
жение с единичной нормой и , тогда 

I) Р^СХ^^О для Q G A , т.е. Р -положительно; 

2) P(Qxx^=CiP(x^ для CisAi , х е А . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . I) Так как Ц Р | | ^ 1 , 

т.е. S»VLp 115СХ^\\=^1 , то и з - ' H ^ l X ^ i l выте-

кает, что - ^ ~ г ( Х ^ —'ц . Поэтому для идемпотента 2. , 

очевидно, Р ( ^ ^ ^ ^ .Аналогично, для идемпотента |[~ 2. 
тлеем P^^H-S-N^^l , т.е. P(̂ ^N ^ 0 • Значит, для любо
го идемпотента 2. О ^ г(0.^ ^ ii . 

Если 'Х ^ 0 - простой элемент, т.е. 

^L- идемпотент, Д :̂ :^0 (^L=i , l , . . . , И) , то 

Р(,х>=.^Я1Р(е-,^>/0. 
Пусть 'X ̂  О - произвольный элемент. Тогда существует 
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сеть {"̂ оС 1 ̂  -^ простых элементов, которая по норме 
сходится к 'X • Так как отображение Р непрерывно, по 
норме, то гС^оС^ 7* г ( X ) по норме. Следовательно, 

2) Пусть 0_€. Л ^ - некоторый идемпотент и C l ^ A 
- элемент такой, что О ^ OL "̂  Ц . Тогда VJOOL ^ б. и 

В силу положительности Р и того,что 
Р(,2.')^2. » По лемме Р (,UQ_ CL^ е J^ (2.^ . Отсюда, 

Это означает, что 

Р •. \[ц -^ Jiie). 
Аналогично, заменив Q- на 2. , заключаем, что 

Р» J Q W — ^ JQ(^Q.^ .Теперь докажем, что 

Пусть Х е А , 11x11^1 . Положим P ( U ^ g^iос)^ 

•=^Х , Покажем, что v J ^ X —О 
По теореме Ширшова двупорожденная подалгебра J (,0. -, Х^ спе-
одальна. Замкнув ее по норме, получим JC. - алгебру ̂ 42*^ 

J (̂ ,̂Х̂  » тогда 

ч.^^-Н^-Х'^Чг^'х-г^, 
где ,, • - ассоциативное произведение в обертывающей 

L - алгебре {А2\ , Для любого натурального VI имеем 
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Пусть ^^ v̂- -Г ̂  ^ тогда можно предположить, что 
этот элемент имеет спектральное значение А, > О , Тогда 

для всех VV , Поэтому для достаточно больших VL 

Это противоречит тому, что 

11 ос! + vv^ \\= \\ Р си^ ̂ ^х^И vt^ \1 = 

Значит 
Аналогично, заменив ^ на с. , имеем ^ о Х 

Следовательно, 

Отсюда заключаем, что р ; J w (̂Q."̂  — ^ ^ i^^v'^; • 
Так как 
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то имеем 

То есть 

Сложив эти равенства, получшл 

Следовательно, Р (^Q'X')-CLP^^^ V О ^ А ^ -
Теорема доказана, 

З а м е ч а н и е . В случае, когда А является эрмито-
БОЙ частью L - алгебры, из нашей теореглы 2.1 вытекает 
теорема I работы \jk&'\ • 

Теперь докажем теорему о характеризации условных мате
матических ожиданий, 

Пусть - алгебра, Т" - точный нормальный полу
конечный след на Д • 

Т е о р е м а 2.2, Пусть линейное поло̂ гш-. 
тельное идемпотентное ^ -инвариантное отображение с Р(4!)—fl • 
Тогда - область значений Р - является 
подалгеброй и 

PCx')=M(.x/AiV 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме I . I [55I 
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Б силу 'Т̂  - инвариантности отобралсения Р 

Если {'̂ сэ1.\ ̂  ^ сеть, слабо сходящаяся к СС^-П. ̂  ^о 

для любых М £ • Так как функодоналы вида 
^^ (̂ OL̂  = ̂  С ^ '̂ ^ плотны в К=А. (теорема 2.8 гла

вы I), то 
Значит, Pl̂ Xaĵ ')—?'Р(Х') слабо, и образ отображения Р : 

Д. — Р С А ^ - слабо замкнут* 
Очевидно, А ^ - линейное подпространство. Покажем, 

что A i " подалгебра, 
Пусть a e P i ^ W . ^ ^ , т.е. X e W t ^ ^ и Х-^РСХ^ 

Тогда x'^^Pl^Ocf ^§{Х^) . или P ( X ^ ) ^ x V O . 
Отсюда. t C P ^ X ^ - X ^ > ) - ^ ( , P ( . X ^ V ^ C ^ ^ W O в 
силу ^ - инвариантности отображения Р (так как Х е:Щ.^), 
Но'Т: - точно, поэтому Р(^Х^^=^Х'^ ,т.е. X^'£-P^W-<tV 

Из очевидного равенства: X U ~ 7^ уч'^'^Ч; ~ "^ ̂  ̂  ) 
имеем, что X U е Р CW-(^^ при OCL U е Р ( W . с̂") .Следо
вательно, Р (̂ W.ĉ ^ -подалгебра. 

Докажем, что ^^Ttl^)^^^^) (̂ Р С ^ г ^ -слабое 
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замыкание подалгебры Р (TrLf^) ), 

Так как - слабо 
замкнута, то достаточно доказать, что 

в силу ТОГО, ЧТО W-«.'=-A » заключаем, что для любо
го Х ^ Р с А ^ с А существует сеть i^oil ̂  ^ t , 
которая слабо сходится к 
t x X слабо, поэтому ' Х в г (̂  oTtft^ * 

Значит, P c m O ^ ^ P ^ - ^ ^ ^ ^ - ^ i • 
Далее, свойство 3) у.м.о» доказывается как в теореме 2,1. 

В силу единственности у.м.о, относительно ЛВА^ - подалгеб-
ры _Д_и имеем 

Pcx^-J4U/Ai^ VxeA. 
Теорема доказана. 

Пусть А , - 3BW - подалгебра А , Т. - сужение сле
да <̂  на А ^ • Рассмотрим UpC^^^ как замкнутое подпрост
ранство 

Иногда будем обозначать Ьр(А^ 
И L^pCA^V вместо U p C ^ ^ и Ljp(̂ T̂ ^̂  соответственно 

Для х е ^ Л ^ ^ . р - 1 Л , пусть Х - \ Tideр̂  _ 
' —оо 

спектральное разложение элемента "Х • Тогда, очевидно, 
каждое 2. ̂  принадлежит А • Обозначим через 
- подалгебру Д , порожденную \^х\ • Имеет место следую-
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щий результат, 

Т е о р е м а 2«3. Всякому подмножеству Ь в U p (<Г) 
( р"^ 1 или 2 ) соответствует единственная J D W - под
алгебра такая, что 
Отображение ^ —>-*WCS^ обладает следующими свойствами: 

в) Если S i и & 2 имеют одинаковую загжнутую выпуклую 
оболочку в Up(,t^ (,р^1Ду, то W C S O ^ W " C S O 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть £> С Ьр (5t) (^p-i,!") 

- подалгебра, порожденная множеством 

|"Ww , x e S \ » Если хеЬ , то [e;:̂ (,x)\cWcS^ 
Значит, xeUpl^WCS^) 

Если \/\| такая 3 B W - подалгебра А , что 
, то, очевидно 

Свойства б), в) проверяются непосредственно. Докажем а). 
Так как , то по свойству б) 

Обратно, если *Х €^ 
Следовательно, 

WCbp(,W(.S>))cWC9>^ • 
Теорема доказана. 
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Т е о р е м а 2.4, Пусть U~L^(^'t^ и t^'• L —^ U -
линейное положительное идемпотентое отображение. Тогда следую
щие условия эквивалентны: 

(L) Отображение Р совпадает с у.м.о, М (^*/А j относи

тельно некоторой J few ~ подалгебры А ^ • 

Д о к а з а т е л ь с т в о (^1) = > (I- ^ V Так как 

P{U^W^J^x) ^ P C l f t l ^ ^ - L j -плотно в 

PCUN » то ^0 свойству в) теоремы 2.3, имеем 

PcU-4CWCPi.MV т.е. 

(,Ll̂  = > U V пусть < , > означает скалярное про
изведение на U . Так как Р -проекция в Ц , то для 
любых X , U e U 

Пусть X ^М^^^^")) . тогда для Х ^ Li 

кСРС^^ 1А,^-РСХ> , Р ( М ( Х |А,))-М ( Х 1А,^ (так 
как ^ { : 1 А ^ : U — > P C U ^ ) . Поэтому, для U ^ "̂  имеем 
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Следовательно, 

Отсюда . Теорема доказана, 

§ 2,3, Мартингалы на йордановых алгебрах 

В этом параграфе вводится понятие мартингала на йордано
вых алгебрах. Получены теоремы о сходимости в среднем для мар
тингалов в Vi^[X) ^ ^^iv^^ ' 

Пусть А ~ 3&V\f - алгебра с точным нормальным полуко
нечным следом ^ . Пусть { А и \ ~ возрастающая последова
тельность JIS/\| -подалгебр содержащих ^ , порождающая всю 

со 

алгебру А , т .е . множество ^ A v i слабо плотно в А • 

Предположим, что след ^ -^ ^/А ~ ^У^^^^^ следа ^ на 

А у, также полуконечно, V \ = ^ i , 1 , « " * 

О п р е д е л е н и е 3 ,1 . Последовательность элемен

тов {'^n^l ^ W^*^^ назовем м а р т и н г а л о м (воз

растающим), если для всех VL—i,!- , . . . : 
1) -^v^eLi^tv,^; 
2) )4C^H+ilAJ = ^ v r ' 

О п р е д е л е н и е 3.2, Мартингал {^уг\ называ
ется U . -ограниченныгл, если SU>p 1\Х|^\\4 "^ "^'^^ ' 
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О п р е д е л е н и е 3.3, |.̂  - ограниченный мартин-
гал называется равномерно интегрируемым, если 

б) ДЛЯ любого Е_>0 , существует идемпотент 2. в } T L ^ 
такой, что 

lt((.Û ,̂ v.)̂ )l <t , VL=i,lV- , ̂ еА Jl̂ ll 6i . 
Из существования полярного разложения элементов в UJ -

алгебре вытекает, что, если 5 X ^ 7 равномерно интегрируемый 
мартингал, то {"Xjj г ? \ X J j \ » Ц*̂ \а.\( ~ также равномер
но интегрируемые мартингалы, где Xjj^ , ОСГ^^ , |Xv/^\ 
- означают положительный, отрицательный части и модуль эле
мента Хул V-̂ '̂i соответственно. 

Приведем один известный факт., 
Т е о р е м а 3.1. '['''1 • Пусть fJ[ - ограниченное по нор

ме подмножество JNT • Следующие условия эквивалентны: 
( L ) Ĵ l относительно слабо компактно; 
( LL ) сужение .|VL на каждую максиглальную ассоциативную 

подалгебру А относительно слабо компактно; 
(LIL) если IР 7. - последовательность ортогональных 

идемпотентов в Я , то равномерно 
по всем A.e.JV|̂  . "̂  

Так как банаховы пространства Л^) изо
метрически изоморфны (теорема 2,8 главы I), то имеет место 
следующий результат. 
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Т е о р е м а 3«2. Для того, чтобы мартингал {Х,^1 

в Miift^ ^̂ ^ равномерно интегрируемым, необходимо и доста
точно, чтобы множество iXy^l было относительно слабо ком
пактным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь , 
Пусть | Х у ^ \ равномерно интегрируемый маригагал. Покажем 
относительно слабую компактность множества ['^w^ . По тео
реме 3,1 достаточно показать, что для любой последовательно
сти \ Р. V попарно ортогональных идемпотентов в А 
выполнено • ^ л̂  (v Р Л ~ ^ О равномерно по всем VI , при 

Пусть 1̂  р. 1. последовательность попарно ортого
нальных идемпотентов в А • Если S. - некоторый идемпотент 
B^^.^oUePj^eWcc V к=1Д,...игСигР^Ь0 
при \v — ^ о в силу нормальности оператора vj^ и 
следа ^ • Не трудно видеть, что 'Tv^lvJ »_ Р |) ^ U 
при \:^—^оо-

В силу равномерной интегрируемости мартингала |^у^\ ^^ 
любого £_ > О существует идемпотент Q_ slPft^ct такой, что 

в силу вышесказанного 

но больших t J а также 
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Поэтому 

со 

Здесь мы воспользовались равенством 

которое верно по следствию 2,3 главы I. В силу произвольно
сти L имеем 1^ (o^viPw ̂ " ^ 0 равномерно по всем 

К ^ 1 д ,̂ .. Значит, множество I'^Cj^i относительно 
слабо компактно, 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть теперь множество 
•sXvil относительно слабо компактно и 0С€. U ^ (̂'f) 
его предельная точка. Очевидно оно w ^ - ограничено. 
Покажем, что выполняются условия а) и б) из определения 
3.3. 

а) Пусть L>0 и l l ^ H ^ i , W u l l ^ ^ L . Тогда 
существует 

^eWt-fC такой, что H'X-'£l\^^t и 
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Следовательно, | t ( X , U ) | — > 0 при cf:—^0 . 

Так как Х\̂ ""~^ 'X слабо в *-^А{^) И функодонал оп
ределенный по формуле ^^мСЬ^) ~ '^^^^Ч) слабо непрерывен 
в L\/(^^^ , то существует номер И-о такой, .что 

liyx^- 'i^)^)^l при У1?И.о . 

Далее, 11 ( Х ^ > \ ^ | ' t : ( ( X v c X ) V ^ ) l + l t ( X ^ ) | , поэтому 

б) Покажем сначала, что для любого £ >0 существует 
идемпотент 2- С- m_<t: такой, что 

Допустим противное, т.е. существует ^ > О , что для 
любого идемпотента 2.в HltT-найдется элемент U e A » 
HUH^l такой, что 

В силу полуконечности А можно выбрать {2.^ 1 ̂  oTLf^ 

с SU;p(I , =: 'й . Тогда ^ ^ • О . Отсрэда 

lt(.U,^X)l = l^C(Lix>)1^0. 
Поэтому существует oL о такое, что [^l^vJpJL ^ ) [ ̂  с 
Следовательно, ° 

Противоречие. 
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Нетрудно видеть, что из слабой сходимости Х^^ к X 
вытекает, что существует номер Vlo » такой, что 

< t при VL ̂  VL о . 

Значит, 

когда Ч^А . | l l l | | ^ i , И ^ И . 0 . Теорема дока
зана. 

Т е о р е м а 3.3. Пусть ['Х.^\ мартингал в 
Следующие условия эквивалентны: 

( L ) I Х v̂  т - равномерно интегрируемый мартингал; 

( И ) существует ':XLe U^^^^ такой, что ЦХу,^ Х| |^-> О, 

(ILL) существует Х € UiX) такой, что "Х^ 

% ч * V 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (̂ L) ^ = ^ (LLL) . По тео
реме 3,2 1'Хул\ относительно слабо компактно. Значит, су
ществует ' X e U î ^̂  такой, что ХиГ^ОС слабо. Поэтому 

Фиксируем VL и для всех Vj в А и. имеем 
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Это означает, что ^у^^ — 
^LLi^N — > > С О - ^° теореме I.I имеем 
<гСМЫА^,)а)^т(хМ(а/А„)) VaeA ,хеКК^. 
Так как T^tr^ плотно в U^Cjt^ i то 

гСМс^/Аи^а^^тг^хКСо-Ми')) \^^А,ссеЬ,(т). 
Пусть I р I последовательность попарно ортогональных 
HfleMnoTeHTofe-B" А • Так как р ^—i-O, то МСр / А J ^ ^ ^ 
равномерно по всем VL в силу нормальности у.м.о. Тогда 

тСМсх/А„^ р,^^t (хМ Ср̂  /А,^)-* О при к - V «. 
равномерно по всем VI , Значит, мартингал 
относительно слабо компактен. По теореме 3,2 он равномерно 
интегрируемый. 
(,1Щ = ^ a l V Пусть МСх/Аи)"^Хслабо. т.е. \^^^^^^0С 

слабо в Значит,элемент 
О принадлежит слабому замыканию выпуклой оболочки множества 
{^м/,ч-) д ^ ^ ^ , VV ̂  11 , которое является замкнутым 
по норме. Поэтому для любого ^ > О существует выпуклая 

комбинация ' Х A^L 4Lx(?c/Â ,.̂ Y '^° '̂  §^"^^ХСх/А^^> 
_|JJ \̂  ̂  L L . Если И. ? W n Q X {И.-|_̂  .тогда 

отсюда Н \ ^ ^ д - ^ ^ l U i .^.е. О г О Н С х / А О - 3tl)<& . 
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(̂ LL) =^(^LLL). Пусть [Х^^т мартингал, сходящийся к 
Х по Ь ^ - норме. Тогда для любого "Ц^-Л-и. 

T:(.CXLv^V^>)^irC3CLvn^) при V T L ^ K . 
Переходя к U ^ - пределу при YVL—>^^ , получим 

Ĉ'X̂ T̂ Û riTi.X)̂ ) для \^е.Ап • 

Это означает, что X i ^ ' ^ - r H ^ X / А у , ) • Теорема доказана, 

Т е о р е м а 3.4, Пусть ]^ i /^ \ мартингал в '-^^С'^) • 
Следующие условия эквивалентны: 

а) SK>pll^vг\\ <С^^ \ 

б) существует Х ^ bA[t) такой, что 
VL —> ° ^ \ 

в) существует X^-U^ifC") такой, что Ху^^^ К ^ ' ^ и ) ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . О) =$' О). Для любого Vl 
при Wu '^/ И̂  имеем 

Значит, ^(pc'iv^ ̂ ' ^ C '^V^ ' т.е. HXvT^ll^ ̂ ll^vuliis^^ 
любых V L и VVL (̂ WL ̂  И.). Следовательно, последовательность 
чисел { ц Х у , 11 \ возрастает и ограничена сверху. 
Поэтому существует 

Пусть W L и VL(^VVIJ?'Vt) произвольны. Тогда 
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.1 

Значит, последовательность |X.̂ /j_> "- U^^ -фундаментальна. 
В силу полноты пространства L^ (^) существует X ^ W Q . ^ ^ ) 
такой, что и,ч^ "CLWL O C y ^ ~ O L . 

сГ) •==̂  ю) . Пусть {XvT_\ мартингал в Lj^C^) и 
'Х.1/Г~^Хпо Ь ^ - норме. По теореме 1.4 для любого 
\^еЬ^(^^Г^>) имеем ^(,*3CLH.^^)^T(,0CVVI4^ при V K l ^ H . 
Переходя к 1-4« - пределу при Vvt—>°^ , получим 

tCOi^^^^tCXV^^ для \^£ Wk'^V,) • 

Это означает, что 'Ху,_=:М.СэС-/Аи.) • 
Ь) = > Q V Так как HRC'^/Ay^'lH^ ̂  Ц х Н ^ для любого 

ничей. Теорема доказана. 
Теперь рассмотрим убывающие мартингалы. 
Пусть - алгебра с точным норлальным полу

конечным следом ^ , jAy^V - убывающая последователь
ность J B W ~ подалгебр А » содержащих ^ • 
Положим VL И предположим, что след ^ -

сужение следа <Х на Д ^ также полуконечен. 
О п р е д е л е н и е 3.4. Убывающим мартингалом назы-
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Еается последовательность [ X ^ ^ l c L i . (̂ 't) такая,что 

1) X^eL^or^V' 
2) MCXvг/Av.^l)^^^^+i• 

Имеет место следующий результат. 
Т е о р е м а 3.5. Пусть { Хи_^ убывающий мартингал 

в L^Cjtyi в и ^ ( ; Г ) П А ) . Тогда существует Х е Ц('ТГ) 
(соотв. 'XeU^i .T^f lA) такой, что ССу̂  сходится к X 
по U« - норме (соотв. сильно). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай L„ (ft") : 

пусть УК ^К . тогда i rC^\ f -=t (X,^Xv,Of '^ t (x '^J t (x \„) . 

Следовательно, Т(^ХуЛ ^ ^ ( Х у А Это означает, что после
довательность чисел |'t(^X.y,^\ убывает и очевидно, огра
ничена снизу (т.к. ^Q'X^^^:^0 , У1~'1Д;5««. ). 
Поэтому существует Â  — LLvvt ^(^Ху^^ . Далее, 

W->oo 

llx»^xj!^=t((x^-x^^)=tCxt^b '̂tCx,aî ) + 

г Ч ^fy^frJl>.^cr'f<Y'^\-~n-(ry>'^ 

-Т(^Х^ ^—^ о при yVl^Vl —^ о . Следовательно, 

\^У^ - Ц - фундаментальна, т.е. существует ОС^ 

такой, что X - U -'OlVYL ^ ^ 
v\-»oo 

Случай L i t ) П А : очевидно. H x J ^ I | X o | | 
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для любого VL~i,2.j . . . , по теореме 1.1. Так как 

| Х у ^ 1 с 1 а If̂ ^ , то в силу доказанного выше она сходится 

к некоторому - норме, 

Для Ц е Тг^ф. имеем 

Отсюда ОС€:А • Далее, т.к. 

то ^(^(^ХYT ^ ) Ц) ~ ^ ^ ^^^ ^ ^ ^ • Следовательно, 

t ( i ^ X ^ - X f U") — ^ 0 при И - ^ о о для U € Ь^С^) . 

По определению сильной топологии (см. §1.1) это означает, 
что Ху{—'•ЭС сильно. Теорема доказана. 

В конце параграфа рассмотрим пример для у.м.о. и мар
тингала. 

Пусть - алгебра с точным нормальным полу
конечным следом Т • Пусть Q. идемпотент в Д • Для 
Х с А положим 

Л е м м а 3.I» Образ А ^-^j отображениях—^^ 
является J ^ W - подалгеброй 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X^^X^+Ctil 4-Хо 
- пирсовское разложение элемента X по идемпотенту 2. , 
Отсюда заключаем, что отображение X — ^ ^ сопоставит '.:• 
элементу СС сумму его компонент: СХ1д_-1-Хо . Легко прове-



- в е 
рить, что оно линейно, идемпотентно, положительно и сохраня
ет 11 .По лемме 2.3 главы 1<Т(Х ^ ^ ^ ( Х ) для любого 
'^6-TrLc^. Значит выполнены все условия теоремы 2.2. 

Поэтому А ^ А . — J B W - подалгебра А и X сов
падает с единственным у.м.о. JV| (̂» / А Л относительно 

J B W - подалгебры А^^ , т.е. 'Х}^ ^ М С ^ / А ^ . ) • 
V X c A Лемма доказана. 

Возьмем конечное число идемпотентов ^^ , 2.» » 
*** 2_VL из А ^ введем обозначение, т.е. вместо 

( Х ' ^ ^ У ' % ( С Х ' ^ ^ ' ^ . , ,aX^^if^..f-сбудем 

писать просто: JC , X v, , . . ̂  X 

соответственно. Нетрудно доказать, что имеет место следую
щий результат. 

Л е м м а 3.2. Если 0. ̂  2,^^ . . . _, 2. ̂  попарно сов
местны, то для любой перестановки (]} Q_' ,., У1,')из 
{LI ,., Vt) верно равенство 

Пусть 1£^7 конечная или бесконечная последовательность 
попарно совместных идемпотентов в А • Для DC £ А по
лоним 

Т е о р е м а 3.6. Множество А_^^"^1'^ , Х в А 1 
является J ^ W - подалгеброй А для любого И>=1 1 ... 
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с 

и отображение Х >'^ из А в А_|^совпадает с у.м.о. 
относительно A^yi* 

Если положит/! Х^у^ ' ^Х для У1х1Д ,^ . • , то 
|Х^^ \ - убывающий мартингал. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По индукции из леммы 3.1 
вытекает, что каждая А . "~ J D W - подалгебра А , и 

^ —И-
удовлетворяют условию 

А. з А . г ^ - - - ^ А - а ^ - - -

По определению {ОС^у^ , К ~ 1 Д , .». \ есть убывающий мартин
гал. Теорема доказана, 

Т е о р е м а 3.7. Если Х £ U^(,^) П А , тр 

X е U^^i^^) 11 Л^^ и ОС у̂. сильно (и по U^-норме) 

и '^ 

с о 

СХОДИТСЯ к *Х_оо^ ^г^) '^ А»со ; гДб А^со ~ » • А- . vi • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для Х€1 

Поэтому 'X_y^eU-j_C'^) ' 'А^У^. По теореме 3.5 "X^vi сильно 

(и по м „ - норме) сходится к ОС—со 
eU^qr) ПА 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 3.1. Пусть ОСв U<j.(,t̂ ) П А 

Тогда отображение X—^-Х^оо можно единственным образом 
продолжить до у.м.о. У[\' lA^co) * Ь Л ^ ) —> Ь^С^) ' 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим X ^OC^QO ДЛЯ 

O ^ e U ^ ^ ^ H A . так как llX^^ll^-| |OC.Jl^ ^ И ОсН, , 

то Ц х ^ 11̂  ^ \\^\\ч для Х е L^Ct) П А . Линей-

ность, положительность и идемпотентность отображения X—^Х 

очевидны. Так как \4„(,Т)ПА Ц" °^°™° ^ пространстве 

Uo(JtV ^° ®̂ ° можно продолжить до отображения u^l^C)—^ 
с 

— > U - С^Г^ . Кроме того, так как X ^ X для 
^ ^ Ц [(^\ П А_оо!»^° выполнены условия (LL) теоремы 2,3, 
Поэтому Х ^ - М ( Х / А .оо) для любого X £ Ь ^ С^) , 
Следствие доказано. 

§ 2,4. Теоремы о сходимости мартингалов 
на иордановых алгебрах 

В этом параграфе продолжается изучение мартингалов на 
иордановых банаховых алгебрах» Получены теоремы о сходимос
ти почти всюду, Gj _ почти всюду и почти равномерно для 
интегрируемых, интегрируемых с квадратом и ограниченных 
мартингалов соответственно» 

Пусть A-JBW - алгебра с точным нормальным полу
конечным следом ^ » 1 А и \ ~ возрастающая последова
тельность 3B]/\f - подалгебр А » содержащих II , по
рождающая всю алгебру А • Предположим, что след ^^^"^ 
•=ГС/д - сужение следа ̂  на А^, также полуконечно, 
К-1Д, ... 
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I. Мартингалы в U^l!^) . 

Пусть jXy^l мартингал в W^(^) . 
О п р е д е л е н и е 4.I. Пусть ji замыкание в 

Д множества U А и в топологии нормы. Тогда, очевидно, 
$) — J b - алгебра.. Пусть З***" - ^го сопряженное, 

J i ~ J 3 " второе сопряженное к jh . Из Il9, 39] изве-
стно, что J5 является обертывающей J 6 W - алгеброй 
для j ^ и нормальные функционалы на J^ это суть про
должения функционалов на 3^ (т.е. определяются элемента
ми Ъ* ) . 

а) Пусть -J^vw множество всех элементов из ^ ко
торые непрерывны в ^ - слабой топологии индуцированной 
из А . 

в) Пусть ji^ множество всех элементов ^£Ji^ , 

таких, что St/Д - непрерывны в -Jf - слабой топологии на 
А ^ индуцированной из А • 

Очевидно, ^уу^ С J?) ̂  • 
П р е д л о ж е н и е 4.1, Существует взаимно одно

значное соответствие между ^Вц и множеством всех н^ - ог
раниченных мартингалов. При этом соответствии ^"^ перехо
дит в точности на множество всех равномерно интегрируемых 
мартингалов. Соответствие устанавливается следующим образом: 
функционал ^€. j^* соответствует мартингалу | "Х ̂̂^̂  \ . 
если i | C U ^ ^ t ( , X w U ^ V U ^ A v i . . 



- 92 -
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть Lf G ^^ , т.е. 

^ / А — ^ ~ слабо непрерывный функционал. Из теоремы 2.8 
главы I вытекает, что сущнствует единственный элемент 

Для l i e Ау^ имеем 

То есть, ]ч(Ху^^^/Ау^^-0(1уг .Значит, [ х „ ^ - мартин

гал. Более того И X ^^И^^^Н^/д W ^ \\^\\ 
, в силу 

изометричности изоморфизма между U, (̂ y-N и САц).^-
(теорема 2.8 главы I), где (^А^);^ - пред сопряженное к 
А^. • Отсюда вытекает, что ( X j ^ l ^ U. - ограничен. 

Обратно, если {Xi/t\~U.- ограниченный мартингал и 
Ц в А и . ' ̂ ° положим 

Так как {Ху^\ - мартингал, то \^ корректно определен 
на всем \J Д • Этот функционал линеен и по лемме 4.3 
главы I 

\Щ)\\^\\\^\\\\':^Л^, 

Т.е. 1^(^т\^\1и\\ S>U^ llXy^U^ . Значит ^ непрерывен 

на Vj А ^ поэтому имеет единственное продолжение на Jj , 
которое, очевидно, Л- - слабо непрерывно (т.е. нормально) 
на каждом А , ^ ' ^ ^ Д ? * * ' 

Для завершения доказательства нам понадобится следующая 
Л е м м а 4.1. Если последовательность | Х п . \ ^ Тн^с^ 

и . - сходится к Xe^Lf^, то она слабо сходится к X . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Х ^ ^ > О (не огра

ничивая общности, можно считать, что Х ~ 0 ) , т .е . 

" t r O ^ w l ^ — ^ ^ • Тогда для любого U e W l ^ функодонал 

Ш C ^ ^ ^ T ( ^ U ) - нормальный на А по теореме 2.6 гл .1 . 

Отсюда, lV$ ( O C v u M ^ l t C ^ v t V ^ ^ U ^ ^ I l ^ l ^ C ^ I ) — 0 . 

Так как Ttl(^ плотно в Ui^Cft) , то 1|^ СХу^)—^Q 
V UC ^-î ifC) • Значит, Х и ~ ^ О слабо. Лемма доказана. 

Если ^ Е X) ^ и допустить, что [ ОС ^̂  \ не равномерно 

интегрируемый, то существует последовательность JU 1 с U A M 

такая, что llUy^ll—1 , VxWLll4|5.\li—>• О и подпосле

довательность |Vl^\ такая, что '̂tVVL ^("Ц. Xvt ^ ^ 0 

Эти же свойства сохраняются, если заменить U. на 
М(Ц^:/Ау1 V Следовательно, можно предположить, что 

U^ € Ац_ . Тогда ^СЧ^'^И.Л^^(,Ч^^ • Далее, так как 

Ци^И ^f t (^\U^\^—^0 , то по лемме U^,—^0 # - слабо. 

В то же время ^.IwLtCU^'^vL^'^^^^VVL IJCU ^^-ф О ;, 

что противоречит -К - слабой непрерывности l£ на ^ . 
Обратно, если |Худ.\ Равномерно интегрируемый мартингал, 

то по теореме 3.3 существует Х€1 w^(^^) , что 
':ivv~Ml^/Av,V Тогда <^(,\̂ ^~q:CO(L\̂ ^ нормальный ( т . е . ^ ~ 
слабо непрерывный ^39^ \ Функодонал на А соответствую
щий мартингалу \ X у̂  \ • 

З а м е ч а н и я . 
I. Норма функодонала \^ , соответствующего мартингалу 

|;̂  I равна SVUb Н'Х^^Нд . так как из предложения 4.1 
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видно, что 11̂ 11 ^SUjp ll'Xv^ll^ и если Xv<^^l ^n^lSy^ -

полярное разложение элемента ' ^ т̂_ » то '^ (S и.) "^^ ( ^ и. S п)^ 

- " ^ О Х И " ) ^ 4 X ^ 1 1 ^ , причем l lSv^ll^i . 

2. Если { Х и \ неотрицательный мартингал, то он очевид
но, U ^ - ограничен (т.к. llXy^^^\\^^T(,'Xw^4-^ = 
~ ^ ( Х '!l)-t(Xy^'lt)::^HOLy^lL)H ему соответствует положи
тельный функционал из ф^ 

3. Равномерно интегрируемые мартингалы находятся во 
взаимно однозначном соответствии с UxCft) • Следовательно, 
существует взаимно однозначное соответствие между Ui^C^) и 
Ъу^ задаваемое как X Ф = ^ ̂  , где \^Ш^гЯ;(Хи). т.е. 
^-^-^ Lfs и которое является линейной изометрией. 

П р е д л о ж е н и е 4.2. 3 ^ и J J ^ - замкнутые 
по норме линейные подпространства Ф^^ . Если для Х б Х ) » 

мы положим 

то<-6ц^ и JJvn~ инвариантны относительно всех К.̂ ^ 
и \]^ для ̂ e S . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, j ^ и J J ^ 
линейные подпространства Ф) • Подпространство Ф)"^ зашс-
нуто по норме, так как множество всех нормальных Функциона
лов на произвольной J D V V - алгебре по норме замкнуто t ЗЭ}. 

Jj - замкнуто по норме в J O ^ • 
В самом деле, если Ъг G Jb* » '̂ ° ^^^ любого О^-О 



- 95 
существует ^ ^ -JB yv, такой, что lllf "~ ^ 11 "^0 • 
Тогда 

-Uv^siLp[ll|CV^)l:i^eyA^„l|l^l|^l,ll^||^^LJ+ 
W sup[ll4!-^K^^)|'.>^eUA ̂, H^^^l^l, Hi 

В силу произвольности о имеем, что 

9гЧ^-

б) Пусть L . > 0 произвольно о — "л" • Для Lp €lv!B^ 
существует идемпотент ееЖ, такой, что 

^^^г-^)ИТ'^^-А,Н^Н1 
Тогда 

для U e A , Hull ^ 1 • То есть \ ^ в J b ^ . 

Инвариантность -^^w^ относительно |\_ и U^j^ выте
кает из раздельной непрерывности умножения в Х- - слабой то
пологии в произвольной JBW - алгебре [l9] . 

Так как , то достаточно проверить 
инвариантность ЗЬу относительно ^ • 
Оператор |^^ является линейным непрерывным оператором на 

% » II R 1\ =: 11x11 и зависит от ОС линейно. 
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Поэтому достаточно показать инвариантность относительно 
Hj^ для ХеиАи,.Если OCeAi^^ , ̂ ^ ^ t t ' 

то ^^-^и-^А^^^ ^ ^oc^JA ^ ^ " ^^^^° ®̂" 
прерывно в силу X - слабой непрерывности LD/ л 
и "̂  - слабой непрерывности умножения по каждому аргу
менту в отдельности. Предложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 4.3. Пусть 

/^/ />-/ ^"^^ /-\̂  

Тогда: а) JO^ Zb J j ^ n -^Wv и JO^^ ̂  - сла-
60 замкнутые йордановы идеалы в J3 • 

б) Существует три попарно ортогональных центральных идем-
потентов р , р и ,р в Зэ такие, что 

^^ = Р, S , 
ЗЬ =CP^5^©CPs^)®CPeS) . 

в ) Если элементы JJ рассматривать как нормальные 
функционалы на J6 , то 

3*^4^£iif = 0 на Ср^^)®СргЗЬ)1, 
КЧ^$-^{^0 на р^$ |. 

г ) Положим ^^ ^ 

^* = [^-. ^£=0 на Ср^:В)®Ср2^)Ь 
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и назовем функционалы из jb^ сингулярными, а соответствую
щие LJ, - ограниченные мартингалы сингулярными мартингалами, 
Тогда ^ замкнутое подпространство ^ инвариантное от
носительно всех R.3C. » ̂ ^-'^ • 

д) vjO|_̂  есть прямая сумма оВ^^ и ^-В^ . Если 

Из положительности ^x'^^fo вытекает положительность '̂^ и («pj. • 
е) Отображение X — ^ P w , ^ из J J на О JO 

продолжить до изоморфизма между Д ^ р Ъ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
а) Так как элементы ^ могут быть рассмотрены как 

нормальные функодоналы на ^ , то 

Если {Ootl^-^LL ^ ^ « J — ^ ^ ^ ~ °^^^°' ̂ ° ^̂ 2 
(ф(̂ 0̂  \ ^ 0 И нормальности V^ вытекает, что (^(Д^ "^0 , 
т.е, 0G. j o ^ , значит jbn "̂  ~ слабо замкнутое подмноже-
ство 5Ь • Аналогично, $iy^^ является ^ - слабо замкну-
тым подмножеством Jb . Нужно лишь доказать, что Jb,, и 'Й. 
- идеалы в - алгебре Ji , 
В силу ^ - слабой непрерывности умножения в jb "[19^доста
точно доказать, что O c J i ^ ^ jiyyy для любого ОС €1 J5 

'^>-' ГЧ^ 

(аналогично для J b ^ ). Для Q е ji , !У1€.ЗЪ по опреде-
лению произведения Аренса [19}в Ji =: J5 имеем 

O C C L — JA- rĵ  С^ , Поэтому 
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Таким образом, если C L ^ J J y ^ , ^ ^ < ^ р у ^ , т о в силу ин
вариантности ^уу, относительно ^ (предложение 4,2) 

JR.a,^£e~6* . т.е. C'3^Q.)C^)=CLCRx^i)=-0-
Следовательно, X O L ^ I Ъ у^ , т.е. Ji ̂  - идеал. Аналогич
но, идеалом является !Вм • 

б) Так как jK.^ и /Рч Ч - слабо замкнутые (и зна-
чит правильные) идеалы в J R W - алгебре (а значит в 0J -
алгебре) J^ , то по теореме 6 работы ts") существуют центр-
альные идемпотенты h и Q , что ^Бц^р^,^ ,5Ьу^^'Ъ . 
Так как Ж ^ С jOy^ , то очевидно, 0^ ̂  Рр • Тогда иско
мыми идемпотентами являются D П п О — p ^ p = : 4 l - Q . 

в) В силу предложения 4.2 ^ * и -^"5^ замкнутые 
по норме линейные подпространства Jpj* • По теореме Хана -
- Банаха они замкнуты в (j" {JK* , 3?) ) - топологии. 
По теореме о биполяре эти множества совпадают со своими 
биполярами. Но полярой Ji (соотв. 
является -On (соотв. J b ^ )» а полярой jo.. (соотв. 
^ ) является множество 

l^edb^ l^f^O на J i ^ ^ p ^ ^ j 
(соотв. { L £ £ j i ^ | L 5 - 0 на S^=^Cp J^)© Ср^Й) ^ ] 

г) Замкнутость Ъс очевидно, а инвариантность ^^ 
относительно Я^г , ^ ^ ̂  вытекает из инвариантности 

Д) То что ^'^ есть прямая сумма .$>̂ ^ и J3g выте-
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кает из определения и свойства б). Отсюда легко следуют ос
тальные свойства, 

е ) Как отмечалось в замечании 3 после предложения 4,1, 
существует взаимно однозначное соответствие, сохраняющее нор
му, между L.(Jt) и -^ уг, • Этот изоморфизм порождает изо
морфизм между их сопряженными, которые соответственно совпа-
дают о А=[ЬДТ)]* и р^^^р^:^** 
Полученный изоморфизм и будет искомым. Предложение доказано. 

Так как всякий нормальный функционал на JfeW - алгебре 
можно представить в виде разности двух положительных нормаль
ных функодоналов, то из предложений 4.1, 4,3 вытекает сле
дующий результат, 

С л е д с т в и е 4,1 (разложение Крикеберга). Всякий 
и^ - ограниченный мартингал | х ^ \ можно представить в 

виде 'ЗС.у^^'^ц.^'^и. » где [%Л и {^у^т положитель
ные мартингалы. Если {Х»^^ сингулярный мартингал, то { X ^ J 
и | Х ̂ \ также могут быть выбраны сингулярными. Здесь 

П р е д л о ж е н и е 4.4. Пусть | Х ц ^ - положительный 

сингулярный мартингал, \^G. $) г - Функционал соответствую
щий ему. Тогда существует последовательность {CLj^\ идемпо-
тентов в и Awi такая, что 

't(S\\)-^^y ^ Н и ) — ^ при V L - — • 
Прездварительно докажем следующую лемму, 
Л е м м а 4,2, Пусть |зс1у^\ и ^ как в предложении 

4,4, Р - некоторое норлшльное состояние на А • 
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Тогда существует последовательность идемпотентов { £ ̂ ^ в 
и А ̂  такая, что 

УУ\ 

О О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Алгебра плот-

на по норме в Ъ (̂"̂  U Ау^.] , а в JB - алгебре v© 
единичный шар сильно плотен в единичном шаре обертывающей 

J B W - алгебры $3 =̂ »fê  (в силу предложения 3.9 из 
tl9l ). Рассмотрим идемпотент р €! ̂  из предложения 4.3. 
Так как Ц р \\ :̂  1 , то в силу сказанного выше существу
ет сеть { ' U _ , \ ^ U A w > ^̂ ^̂ '̂ ̂ ^° iWetH ̂ ^ ' которая 
сильно сходится к о • Положим CL . ^ и ^ , тогда очевид-
но, О ̂  Cl . ^ ^ , C)L , ̂  и А wn и в силу леммы 3.5 
из 1̂ 19*1 ^^ ^ р сильно, и значит, слабо. 
Б частности, p(^c\^>j_^p (̂р J и ^ ^ М " ^ ̂  (Pj=^0 
(т.к. \ 4 е $ ) * ) . Так как Cie 5 ) ^ , то рСр )r :p(pg)~0 

и поэтому p ( , P , ^ > ) ^ ^ ( ^ i l - p 5 , - p ^ ^ ^ i . 

Итак r)(̂ QL \_^4_ , î ^Cl̂ N—^О • Очевидно, можно выбрать 

последовательность \p^v\\ ^ l̂ csCS такую, что o(CLv^^-^i, 

^ ( , 0 L W ^ - ^ O при W - ^ о о . 

Пусть i 2. ̂  I спектральное семейство элемента CL ^ 

( ^ V t - i , ^ , ' ' ' ^ • Положим 

1 
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Тогда ясно, что O ^ ^ ^ H ^ ^ ^ V L ^ ^^^-ьЦ^^О-и. 

т.е. 0^2 -vL-^CL^H I C L ^ - f l ^ ^ K . - ^ .Следо

вательно. i^^{^vd'>'^PiS^^)-i-^i или Ы(1^).^0 

и О ^ t^ (̂ ^ vi.") ~ '^ ^*v^ vi) — ^ '^ • ''^^^^ доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 4 . 4 . 
Так как след ^ на А ^ - полуконечен, то существует идем-

потент Q e A i такой, что 
^ ~ L (для любого ^ > О ) , 

Рассмотрим - подалгебру <Jq •^ с нормальным 
состоянием ^ Q ^ ^ A J А •^^ предложению 4.3 г ), 
\ и ^ ̂  VI ( ~ ̂ ^̂'̂^ сингу'лярный мартингал и ему соответствует 
функционал ^ -r^Uc, Ц^ €1 JJ^ , По лемме 4.2 существует 
последовательность 12. vi.\ идемпотентов в U Q А такая, что 
^ C ^ - t t ) " ^ ^ и \ ^ ( ^ U Q ^ V L ' ^ - - ^ 0 . Напомншл, что 
п < — S ^^(^Vl~i,1j...), поэтому С1 ̂ ,^ - идемпотент 

О А ^ - Положим О ^>ll-(^Q-0(^1^), тогда 

'^CS/Vl^'^H-^^H.^^V^^)—о при VI-
Далее, так как ̂  - след, то 

Следовательно 

в 

,СУЭ 

^ со 
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Б силу произвольности ^ шлеем, ^ ( Q > ^ 0 при 
VL—^<^. Предложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 4»5. Пусть | Х и \ - положительный 
мартингал» Для любого положительного ^ > 0 существует идем-

потент O.CJT. , такой, что ^ Q / ^ V O - ^ - ^ ' 

До к а з а т е л ь с т в о . Положим Q ̂ ^ = ^ и по 
индукции для И- ^ i .: 

где е. = \ d 2. « (здесь ^^д^ \л>о ~ '^°^^^^"' 
о 

альное семейство элемента Ч ^ / L ^ O , т.к. '^y.l^O )• 
Докажем по индукоди, что СГ^ - идемпотент, принадлежа-

й А ц .Для CL^—'й очевидно. Допустим О, ̂^̂ ^ - идем-щи 
л потент в А у̂.я • '̂ ^̂  ̂^̂^ 

то Ц у . < — > CL Д -̂ 0̂ теореме 1.3 в [ь'\ . Поэтому 
pL^^ ^ ^ п .Следовательно, так как произведение сов

местных идемпотентов - идемпотент, то Q,, ==.2.. Q, , явля-
ется идемпотентом и т.к. б. С А у ^ (т.к. Ц е L> (^ ) 

потому, что C ^ ^ ^ ^ e A ^ ^ ^ c A v , , Ddv,^ WC't^,) ) и 

^ n ^ ^ ^ Avv-l » то C^^e A vt • При этом C ^ ^ ^ e ^ C^^^-

^ '̂-̂'̂  '̂  Ч/ ~ 4 / 'T*^* 1 ̂  VI I У^^^^ВДЭЯ HOC ледова-
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тельность идемпотентов. Положим Оь ^=^IV\X О и докажем,что 
это и есть искомый идемпотент. Имеем 

(Здесь мы несколько раз воспользовались тождеством (66) \S0'\ )• 
Следовательно, \j Ct ̂ ограниченный элемент, т#е, 

Далее, 

+(c^ .̂-H'vv-î -̂<V^ '̂̂ H^o-̂ d)-̂ C -̂'̂ »t) + 

'к.^^'^Л^^:^^^)^^'-^- "̂  - o.en)^^i^^^^)^ 

еА. -А, еЛ,. в силу 

имеем 

TCa,v.^<o.,Ccv,.rM^li^^''^^^'^K-^K-к-1 

-4,-.^-J^=lt^^'''^\ivr^^' '̂^ -̂^ 
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^ - след, то оператор \Jo можно с Q - Q. перебросить 

на Х и S силу теоремы 2.7 главы I, т»е, 

tcxo>gt(eu^^o.,)ic^^_-c^^',)^|:T(^^(^^-(^^^), 
Но 

с о 

" V W i c - i j Cli^^'^l- Таккак̂ ^̂  ^ ^ С̂ .̂̂ . .о 
L 

со 

t £ 2. 

OQ с о 

- Н ^ К - Г С Ч к J ^ ^ ^ ^ V . ~ r ^ К̂  • Следовательно, 

—> t^i^-^) при к -^оо . T.e.qr^ll-c^^^r qrcx^v 
Предложение доказано. 

О п р е д е л е н и е 4 .2 . Последовательность i Х у ^ \ 

в Д назовем сходящейся к элементу ОС в А почти всюду 
(п.в.) (соответственно S - почти всюду), если для любого 
^ ̂ О существует идемпотент О С V такой, что Т(^41^С^^<^ 
и 
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\]^{Х^~^)&К, V L - l , a , . . . J l 4 e ^ v C ^ ) l l - * 0 при 

VT̂ -Noo (соответственно, 

и C-X^xfeA для BoexVL и 1 1 Ц ( 0 С „ - ^ ^ 1 М , И . - - = ) . 

д З а м е ч а н и я , 4. Если алгебра А ассоциативна, то 
А изоморфна алгебре LIQ(^S ,VY\-^ всех измеримых Функций 
на пространстве (S,VVl) с полуконечной мерой, В этом случае 
понятия сходимости почти всюду и S - почти всюду совпадают 
и означают обычную сходимость функций почти всюду, 

5, Если - алгебра Л специальна и является 
эрмитовой частью алгебры фон Неймана, то условие 

означает, что 110^<Х уГ'^)'^* Я / ^ ^ — ^ ^ , т.е. ЦСХп-ХуС],Ц-* 
— > 0 при И - — > < ^ . Следовательно, в этом случае схо

димость S - почти всюду совпадает со сходимостью операторов 
почти равномерно в смысле "^351 , ̂ ^38} , в то время как сходи
мость п.в. означает, что Н С ^ . ( ^ Х ^ ~ Х у С ^ Н — > 0 [26^. 

Т е о р е м а 4,1. Пусть \ Х у ^ \ ̂  Ь ^ - ограничен
ный мартингал. Тогда существует элемент СХ1 ̂  "^iC^^ такой,что 
ХуГ"^'^С. почти всюду. Такой элемент единственен и 
}'^y^-jM.Cpc/A ĵ  J является сингулярным мартингалом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 4.3 (д ) 
всякий L»^ - ограниченный мартингал есть сумма равномерно 
интегрируемого и сингулярного мартингалов. Так как для любых 
идемпотентов О ^ О £ А имеем 
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TO утверждение теоремы достаточно доказать для двух случаев 
- равномерно интегрируемого и сингулярного. Для равномерно ин
тегрируемого мартингала (X^^\ существует Х ^ ^ i ( ^ ) • ^^о 

'X.w-^ip^lAy^) (теорема 3.3). 
В силу разложения КрикесЗерга сингулярный мартингал можно 

считать положительным (опять же пользуясь свойством следа «Т: 

Итак нужно доказать следующие два утверждения: 
а) Для любого X e L ^ l ^ T * ) . М ( х / А ^ ^ ) - ^ Х почти всюду; 
б) Для любого сингулярного положительного мартингала 

{'^п,\ " ^ v u — ^ ^ почти всюду. 
Нетрудно видеть, что из сходимости почти всюду следует 

сходимость по мере. Поэтому единственность предела почти всю
ду вытекает из единственности предела по мере. 

Зафиксируем произвольную возрастающую последовательность 
положительных чисел (X —^--^о^ • 

к 
Д о к а з а т е л ь с т в о а) По теореме 3.3 

Ш С ' ^ / А у г ' ) ^ ^ 1 1 / ' ~ ^ ^ • Для данного а > 0 можно выб

рать возрастающую последовательность натуральных чисел 1 Vly \̂ 

такую, что 

Пользуясь разложением Крикейерга напишем 
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и 

1-
ч Б силу предложения 4.5, существуют идемпотенты Q и О 

в Д такие, что 

- 1 llU„„MU,/A^^H< ,^Cll-40^c^.'tC^,^. 
Ч' Уч 

S'.-H'^V.' H '̂rf'l"^ • '"̂ '̂  Положим 

+i:CXobCL,0\^i,\\^-vR,n,^=a,HM(x/A^^V^V 
Поэтому 

оо 

(̂4-c^^=<cCsapC^c|,,̂ ^ ^^^'СН-^О -
оо 

Следовательно, при Vt ^ И> ĵ . шлеем, 

llU t̂J4(x/A ,̂)-MCx/A411=ll4lM(M(x/A,;i-:t/Aai: 
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к *« к 

-^at 
т.е. [ \ J Л R(,*X/AO - К С х / А и ^ ) | - фундаментальная 

по норме последовательность в А • В силу полноты А она 

сходится по норме в А . Но JVI (X /А и) - ^ ^ по L/̂  

-норме (при VL—VOO ) т.е. Х ( х / А ^ - М ( х / А у̂^ L^-

сходится к М. (ОС /А ^̂  - X при И. -^о<з . Так как 

\\^и\ ^\Ы\\\^\\^ ДЛЯ ( Х е А Л е Ь , (сс^ по лемме 

4.3 главы I, то Uo^CMcx/A^^-M(x/A^,^) L^-cxo-
дится к Uc(,(,KCO(L/AiVTtV следовательно. Uo^lMCx/A^y 

- М. (^х/ А vS) Обязано сходится по норме к 

. Значит, 

-(^К(х/Ао-М(х/А4]11-^о, ^ -> оо , 

б) Пусть ^ > 0 произвольно, в силу предложения 4.4, су
ществует последовательность идемпотентов | Q ^ V В v J A m 
такая, что 

оо 



- 109 -
где Lp е JDg - функционал соответствующий сингулярному 
мартингалу | ОС j^ I . Пусть С^ ̂^ в А ^ • Применив предло
жение 4.5 к положительному мартингалу ] U Q ^ И I, _ „ 

и числу CL*~ , получим идемпотент О ^ А » для кото
рого 

Б силу свойства следа ^ и определения функционала [^ • 
Кроме того 

положим С^'; = С^ / Я'' к ' ̂  ^'^J^?- ^[ • ^"^'^ 

Далее, для Vt ̂  VI ̂  имеем 

I.e. при и-^-и.^ T(, i-oi^<s. и IIUC^^X^^NOLJ.—>о 
при \1 —>.со . Теорема доказана. 
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п. Мартингалы в w .̂ ^^^ ' 

Т е о р е м а 4.2. Пусть {ОС^.^ мартингал в н^(^) 

и SUjpIl "^viWn ^ " ^ ^ . Тогда {XiA S - почти всю-

лу сходится к некоторому элементу ОС С U^(ft^) и 

M C x / A j t ^ X » ^ длявсех У1-{,г^.., . 

Доказательству теоремы предпошлем два предложения. 
П р е д л о ж е н и е 4.6. Пусть {Хц,\ - мартин

гал в Ui^Ct^ и X W = ^ J H ( X M K ^ , где X e L ^ C t ) . 
Тогда последовательность | OC^L\ удовлетворяет следую
щим условиям 

I) M(ocVJA,)>/x\i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как i^Xy^^r'Xy^) >0^ 
то 

O^K(cx„-oa t̂/A>MCxLjAn)-̂ (x..3L,/A,> 

^M('̂ l/Av.̂ M(<,/A^MXv,M(x„,,/Aj+x̂ =̂ 

.MC<JA,^^xVx\=K(a:\,^/A,)-<. 
Отсюда, для любого V L = - 1 , 1 , . - • , 

1 
VL MC<,̂ /Aj>/x^ 

Далее, так как (̂  Х ~ X î ^ ^ 0 » то 



O^M(CX-X^^VA,)=K(X7AJ-1X^M(X/A^) 
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' + 

4-ai^^J4C0c'^/A^,)-x\^. значит 

MC3CVA^)>XV, 
т.е. a:CCXLV^^^(M.CX'^/Aj) -t(9C^b Предложе-VL 
ние доказано 

ная 

П р е д л о ж е н и е 4.7. Пусть | 'Х.уЛ - положитель-

последовательность с JvL (^ОСц^^/А ,^^>ОС^такая, что 

SILO ^(^Xw^ < \^^ * Тогда, для любого Е. > О сущест-

вует идешотент О e V такой, что'У Х ^ е А ' I 1 U Q X H . H £ E 

для всех У1:^1Д^.., , и OTC'SI^C^^ ^ Е,~ ̂ 51Ц> ПГ ( Х ц.'̂  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о » Это предложение является 
обобщением предложения 4.5» Как и там положим Oi ̂ ^ '̂ц и по 

индукции для КУЛ: ^ ^ = U ^ ^ X ^ , C v̂v= ^ Г Ч а - ^ ' 

Как и там С^^^С^^_^ и для C^=LVl|c^^^ Ш X J U L . 

Причем, для любого VL 

saptcxo>^T:Cx ,̂)-T:CO(î ^q/J + 

^^тСМС^а/АкН^Г^к^^ ^ 
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>^^(MCXv^/Ak)(C^^^^^C^^^y Таккак Т след, 

то 

Здесь мы воспользовались тем, что 
(VL> Iv̂  и оператор U Q _ Q поло}кителен- • Таким обра-

Далее, как и в предложении 4,5 Vj. (̂0̂̂  ^Я/к^'^^^^К-Г Н^к^^ 

т.е. SU^tl,X^^>^tXtCS.t,-r4k^ = ^ ' ^ C ^ ~ S ' n ) ' 

т.е. tC'II-'l^uH2."'^SU;p^C^n)- Так как Т:(|-С3^)-^ 

— ? » ' ^ ( ' | ~ C L \ » ТО предложение доказано. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.2. По тео

реме 3.4, существует Xela,j_(ftr^ такой, что X vt."=^K(X/А и) 

и Хуу^—^Х по Li^ - норме, 

Пусть iCLw-\ "" последовательность положительных чисел 
такая, что СХу^^^—>-voo . Ддя данного Si > О выберем после
довательность VLv. натуральных чисел так, что 



из -
оо 

Рассмотрим мартингал М - ^ ц ^ и ) ! ^̂  

-|К(рСу^-Ос/А^^) 1 И.:^И • "̂  °^^^ предложения 4.6 

и 

т.е. su^q:(cx^-Xv^)'-)^+oo . 
Пртленяя предложение 4.7 к последовательности 

U X j ^ - X ^ ^ i и числу ОТ найдем идемпотент 

п Е V °о свойствами: 

11U. i.^w-'x^f lUcc!- для ку.^^ 

Положим О =: LVuJk О , тогда очевидно 

и о о о о 

tCi-cv^-^TC^c^,)^Xa,llx^-x||^ 4i 
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Неравенство II U Q (*^v^)^^'^ И.) II ̂  ̂ t означает, чтр 

o^U„cxv^-x^^f ^огЧ {к>ж^). 
л 

в силу непрерывности умножения в л в топологии сходимости 
по мере по совокупности переменных и того, что OCj/^—^^ п° 
мере в последнем неравенстве, можно перейти к пределу по мере 
при VL—>о^ с учетом заглкнутости конуса А в А • Тогда 

Из очевидного неравенства Cl "^о ^ 1 0 о для любых 

имеем (CX-Vv̂ ) -^I^O + \о ̂  • Следовательно, для 
любых У1 У/ VL^ имеем 

значит, qr^l-Cj^yL и HUJ'XJ;;:OC)'-||—!.0 п р и И - ^ о о , 

з̂ '̂ ' Х и — * • '^ S" почти всюду. Теорема доказана. 



- 115 -

Ш, Мартингалы в А 

О п р е д е л е н и е 4,3. Последовательность jx^/^l 
в Д назовем сходящейся к 'X€lA почти равномерно, если 
для любого нормального состояния р на А и £ > О , 
существует идемпотент О €. V такой, что p(fl~Q^) "< ̂  и 

Т е о р е м а 4.3. Для любого 0С_ в А 

М.(^Х/А j ^ ^ — ^ '^ почти равномерно при VI •—> оо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ^Е.А с 

ТС1Х\^<^-^«' , то по теореме 4.1 М С х / А и ) — ^ О С 
почти всюду. 

Пусть CXI е. А произвольный элемент, р - нормальное 
состояние и ^ > 0 произвольно. Можно считать, что 

ДЛЯ некоторого СХ е W L ^ С Т (,CL^ ~ i , так как множество 
состояний такого вида плотн?о в пространстве нормальных состоя
ний на А • Выберем идемпотент р в А ^ с ^(^p^-^-V^^ 

и ОС^*" Р^ '̂ '̂л L • Это можно сделать в силу полуконечности 
следа (t на J b W - подалгебре А^ • Тогда TCl 'UpX|)< 

^•Voo , т.е. \Jp':XLC YtL<^ в силу того, что "ttL^- (Йорда

нов) идеал в А • Опять же по теореме 4.1 
Г 

и х почти всюду, т.е. существует идемпотент CL &V 
L г 

Р i L 
такой, что t [Л^^) < -л- llClir £ и 
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llU^(,RCUpX/A,,l-l]pX)ll—о п р н к - ^ - -

Так как р в А . С А » то по свойству 3) у.м.о., 

Положим 0. =̂  р Л CL , тогда 

Здесь воспользовались тем, что идемпотенты р - рЛОь. и 
pVQ^ —CL эквивалентны через сгошетрию ̂ 20] . Следовательно, 

Так как 2. i: р и 2. ̂ С|^ , то 2. •«г-* р и 2 <—>• О, .Значит 

l l U , № K X M l - l l U , U ^ U p ( . X ; r X ^ H ^ H 4 ^ p l a v r 5 t ^ l H 0 

при W — > ° ^ , где Х у ^ ^ уу) . Теорема доказана. 
З а м е ч а н и я . 6. Случай J B W - алгебры с точным 

нормальным конечным следом подробно изучен Ш.А,Аюповым [ Ю ] . 
В частности, получены теоремы о сходимости мартингалов \б\ 
(в среднем, почти всюду, S - почти всюду). 

7» В случае, когда Д является эрмитовой частью алгебры 
фон Неймана, из теоремы 4.1 вытекает предложение 3 работы 124*1, 
а теорема 4.3 является аналогом теоремы 2.4 B I S I I • 
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