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ТЕОРЕМА о СУЩЕСТВОВАНИИ

ПРЕДСОПРЯЖЕИНОГО ПРОСТРАНСТВА ДЛЯ
ПРОСТРАНСТВ С ПОР5ЩКОВОЙ ЕДИНИЦЕЙ

Мачолпла тартпб буйпча барлпк элементп бор фоаолар у^гуп
олд1{Ушма фаао мавжудлпгпппнг зарурпй
топвягав.

па етарлп шартц

Пусть А действительное линейное, упорядоченное пространство.
Через А' обозначим множество
«£€ А

положительных элементов А. Элемент
порядковой единицей ,

существует число А.е R такое, что -Хе<а<ке. Если порядок Архимедов,
отображение Л“^||я|(=шДХ-^0: -\^а<Хё\ является нормой. В случае,

когда А ~ банахово пространство относительно этой нормы, говорят,
что (А,е) — пространство с порядковой единицей е.

называется
если для каждого аеА"

то

Пусть (Л,е) — пространство с порядковой единицей. Элемент ре А
называют пр,7ожительным, если р(л)>0 для всех аеА\ и пишут pSO.
Положительный линейный функционал называется состоянием, если
1И1=1. Это равносильно равенству р{е)=1. Множество состояний па А
о означим через .9 (/1) и будем называть пространством состояний А.
Известно, что 5"(Л) — * —слабо замкнутое подмножество в Л^

Как мы знаем, пара (Л.Л') является дуальной парой. Следуя работе
Ь.Альфсена. Ф. Шульца fl], будем предполагать, что Л и Л*
в спектральной двойственности. В
леЛ имеет

[1]. Через и и обо.зна'
единиц Л соответственно.

находятся
это.м случае произвольный элемент

относительно проективных единиц
проекторов и проективных

спектральное разложение
жм множество Р —

Вообще говоря, спектральная двойственность в [1] определяется
между А и некоторым подпространством Ус.А*. В дальнейшем, если не

двойственностью будемоговорено противное, то -
понимать слу'шй, когда КсЛ".

под спе1:тральной

Пространство самосопряженных элементов С" - алгебры и алгебры
фон Неймана, JB- и JBW-алгебр
порядковой единицей в спектральной двойственности,

выпуклое
выпуклого Хаусдорфового пространства К
пространство всех непрерывных аффинных функций, через A\/Q —
пространство всех ограниченных аффинных функций на К. Тогда Л(/(Г)
и А^\К) — пространство с поряд1;овой единицей. Роль единицы играет
аффинная функция, тождественно равная единице на К.

является примерами пространств с

Пусть К компактное подмножество локально
Через ^НК) обозначим

Как известно [2], Эрмитова часть алгебры фон Неймана. JBVV'-
а‘\юпространство ооладагот предсопряженнымиалгебра

пространствами; но для JB-алгебр и 6 -алгебр это не выполняется.

и

Приведем один из этих результатов.
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Теорема (F.Shultz) [2, 3]. JB-алгебра Л является JBW-алгеброй
тогда и то.ты:о тогда, когда она обладает рпаделяющим пространством
нормальных состояний.

Оказывается, аналогичный результат имеет место и для пространств
с порядковой единицей. Дo^:aзaтoльr.тny этого результата и посвящена
данная работа.

Основные результаты. Начнем исследование с разбора одного
примера. В [4] приведен один пример для пространств с порядковой

обобщенные спин-факторы. Сначала проверим верность
этого примера. Обобщенными спин-(1)акторами

названы пространства с поряд!:овой единицей в следующей
конструкции.

Пусть X и

единицей
нашей гипотезы для

банаховы пространства,Y действительные
V=R+ Y будутявляющиеся дуальной парой [5]. Тогда A~R-^X и

дуальными парами относительно двойственности:
для а=а+АгеЛ и p=P+.ve V

ХуУ> — двойственность между X и Y.где
Порядок и норма на А (на ТО определяются следующим образом:

def def
= а + А*>0<=>а >!|л-|| р = р ^ > О « р > у ,а

)
|14='«1+1|л|| {j|pi|=max(|pL У|)).

Пусть А обладает предсопряясепным пространством. Тогда X~Y* и
произвольный элемент ре К является нормальным. В самом деле, пусть
aviO, тогда, т.к. то га-О и ЦауЦ-лО. Пусть p=p+.vH V, тогда
]p(av)h|o^-P+^-A'v,.V'>|5fA.|Pl+!l-Vvli ■ li.vi|-->‘b Поэтому |)(а,.)->0. Так как (Л, 1') —
дуальная пара, то V разделяет точки .-1. Следовательно, V —
разделяющее пространство нормальных функциалов для А.

Обратно, пусть А обладает разделяющим пространством
нормальных функционалов К, т.е. для любого ре V из л,.-10 следует
р(Лу)^0 и для любого аФО существует ря V, что р(л)?ьО. Так как V(zA , то
произвольный элемент р£ К имеет вид р=р-*^ г, где ре Л, y^YciX'. Из
того, что А и V — дуальная пара следует, что X и  Y являются дуальной
парой. Как доказано в ([5], теорема 1, §3, гл. III), У=Х. Следовательно,
обобщенные епин-факторы обладают предсопряженным пространством,
когда они имеют разделяющее пространство нормальных состояний.

Теперь рассмотрим общий случай.
Пусть А — пространство с порядковой единицей в спектральной

состояний на А.двойственности. S (А) — пространство нормальных
Через К=Ип(£(Л)) обозначим линейную
нормальных состояний. Очевидно, VizA . Пусть J—V

Теорема 1. Существует центральный /’-проектор R в  А такой, что
J=R' (А^\ где Ж
является изоморфизмом А в 1^А*).

оболочку пространства
— поляра Va А .

о

квазидополнение R [1] и отображение a~^Ra

произвольный Р-проектор в А.Доказательство. Пусть Н
Тогда H\V)<^V. в самом деле, пусть в Л и рб^^Л). Тогда
lf^{x)=p{Hx) для всех а'еЛ. Так как Р-проектор Н положителен И
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нормален, то p(^fo„)-4p(^fa). Значит, //ре V. Отсюда имеем, что ос- и: П
- Р-проектор в Л II .V6/ то /ГСд-)(р)=л(//р}=0, Следовательно, //"(J)c</
для любого Р-проектора //в Ле.-Г*. Это показывает, что множество o'”
"инвариантно" относительно В силу пепрерышюсти .Р-прос-кторов
заключаем, что инвариантно относительно Р-проекторов
Напомним, что A'^~A‘\S[A)) - [2] и, значит. А*'’

Л".в
пространство с

порядковой единицей в спектрально!» двойственности,
Прежде чем продолжить доказательство теор емы 1, докажем

следующий результат.

Лемма. Пусть J — слабо замкнутое подпростраист
относительно Р-проекторов в А. Тогда существует
проектор Яв Л такой, что J'^/ДЛ).

Доказательство. Через Л обозначим порядковую
</. По условию леммы J - инвариантно относительно Р-проекторов в Л,
тогда РЛе</для любого Re Так 1:пк Л — единица в J, то ИШ. В силу
предложения 5.1 в [1] заключаем, что В совместен  с Л. Из
произвольности в имеем, что Л —
существует Р-проектор Я такой,
доказана.

во, нпвариантноо
центральный Р-

едишщу

цоптральпыи элемент. Известно,
что

что
h~He. Значит, J=B{A). Лемм а

Продолжим доказательство теоремы 1. В силу леммы
центральный Р-проектор Ятакой, что «/=Я{.<4 Y

Пусть u=^e-h. Тогда и
Следовательно, В
id=B+ff,
нормальных состояний А —
Следовательно, В
Теорема доказана.

центральная проективная еди
гомоморфизм л

то ядро в есть J. Да.чее в что п
разделяющее, имеем, что .<4пе/

взаимно

существует

ница в Л**,
в себя, где Ве^и. Так как
силу того

●А'Л

ространство
=Лп К'-{0}.

однозначное отображение /1 в

Теорема 2. Слабо * — непрерывные продолжения состояний из Л
А являются нормальными.

Доказательств о. В силу предложения 1

в

.2.11. [2} Л
монотонно полно и ПОРЯД1ЮВО изоморфно к Л^'{*5(Л)). Из следствия
1.1..2 в [2] известно, что произвольное состояние  р на А единственным

А*". Пусть {дц} ~

У*

образом продолжается до состояния
ог

р  на
раниченная сверху возрастающая сеть в Л точной верхнейс

границей д. Так как л„Тл влечет л поточечно в силу того,ч 5(Л) SiA)

A"bA^S{A), Р  ~ ^ц(р) ^(р) - р(л). Следовательно, р —что

нормальное состояние на А**.
Теорема 3. Если Л обладает предсопряженпым пространством

Л'(Л'^=Л), то элементы А'являются нормальными функционалами на Л.

Доказательство. Если рбА", то, очевидно, ре Л*
продолжение является нормальным функционалам па А
теоремы 2. Следовательно, р — нормальный функционал и на Л1Л"'),
где В — /^-проектор из теоремы 1. Так как а—^Ва
Bi^A''") и р(п)=р(Ва) для всех деЛ, то
доказана.

и его
в  силу

■Jrff

изоморфизм из .А
р нормален па А=ЩА^), Теорем

в
а
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Теоремп 4. Пусть А монотонни полное Пространство с
порядковой единицей в спектральной двойственности. Тогда А обладает
предсопряженным пространством тогда и только тогда, когда оно имеет
разделяющее пространство нормальных состояний. В этом слу*1ае

с  пространствомпредсопряясенное
нормальных линейных функционалов на А.

единственно и совпадает

Доказательство. Пусть Л имеет разделяющее пространство
нормальных состояний Л' (-4). Напомним, что (Л)), J~V^: По
теореме 1 существует центральны!! Я-проектор Л такой, что А~Л(А^') и
J=R [А ). В работе Годефроя [6] доказан следующий факт: банахово
пространство Е обладает предсопряженным пространством тогда и
только тогда, когда существует
подпространство Еъ Е

замкнутое
такое, что (предложение 1 в [6]).

линейное
ri'-"'

в нашем сл>п!ае роль подпространства F играет подпространство J.
Отсюда заключаем, что А обладает предсопряженным пространством.

Обратно, пусть А обладает предсоГ1ряж<‘Иным
и-л" .4- 1"

пространством, т.е.
. Тогда V разделяетсуществует пространство

точки Л, т.е. Ли V— дуальная пара. Далг;е по теореме 3 элементы V
фушщиоиалами.

такое, что

являются нормальными Значит, А  обладает
разделяющим пространством нормальных функционалов.

Далее, если ре К то ре Л ' и яв.’шотся нормальным на Л в силу
теоремы 2. Так как a-^R.i ~ изоморфизм и.з Л в ЖЛ"’') и 1)(л)=р(ад для
всех леЛ, то р — нормал<-н на Л.

Обратно, если ре Л* - нормальный, то продо.зженио  р на Л
вид р-ря. Гш: К.()К /Г — изоморфи.ьм между Л и ЛТЛ"'), то р ~
нормален на всем Л" и оГ.рыцсегси п нуль па R (Л"). Таким образом, р
ооращается в нуль на I' . следовательно, он принатлежит V.

Это доказывает,

имеет

что предс.ап ряженное единственное и
совпадает с пространством нормальных функционалов.

Теорема до1:азано

Лк
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Ал sufficient and necessary conditions of existance of prfniual for order nt,'*obtained. spaces is


