
Узбекскпй аатематпческпй журнал, № I, 1996 г.21

ON СОММиТА ТП'’Е AR TINIAN RINGS

U.D.Bekbaev, F.N.Ibragimov

(Summary)

A new (algebraic) proof of the following result is given. If A is a commurarive artinian
local ring of characteristic zero or prime number then there is such a subfield. F of A chat
A=F+I, where I is the maximal ideal of A
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НОРМАЛЬНЫЕ ПОЛОЛШТЕЛЬНЫЕ
ФУНКЦИОНАЛЫ НА ПРОСТРАНСТВАХ С

ПОРЯДКОВОЙ ЕДИНИЦЕЙ

Тартпб кпрптплгап тула фазоларда, мусбат функдионаллар у^гун
пормаллплпк бплан проектпв элементларпдага тула аддптпвлпк
опр хпл экзнлпгп псботланган

Предварительные сведения. Пусть (А,е)
порядковой единицей, ( V,IC)
^"(соответственно Р'') обозначим множество положительных элементов
в А (соответственно в V). Предположим, что эти пространства находятся
в  отделимой порядковой и нормированной двойственности [1]_
Двойственность между перечисленными пространствами обозначим
через

пространство
пространство с базовой нормой. Чере,з

с

Определение 1. Положительное проекционное отображение
с  единичной нормой назовем Р
единственное положительное
единичной нормой и такое, что

irn i?=ker"7?',
ker'i?=im К.

сопряженное к R отображение, т.е. R : V-a V.
a,R'p> для cjeA, р£ К

Обозначим через /'множество всех Р- проекторов в А.
Отображение R~aR называется ортодополнением в К при этом

проектором, если существует
проекционное отображение R\A~>A

1тЯ=кег'Т?'"
кег Ft=\n\ R'^,

где It
-~Ra,p^=

R также является /’-проектором и называется квазидополнением
для R.

u=Re,RE РВ А называютсявида
проективными единицами, их совокупность обозначим через U.

Пространство с порядковой единицей Л называется монотонно
полным, если для любой возрастающей и ограниченной сверху сети {а
из А существует точная верхняя грань л=зирДу. Будем предполагать,

V_ находятся в спектральной двойственности. Тогда любой

пространстве элементы

UJ

что А и

= [ kde^ .кэлемент ае V имеет спектральное разложение: а=
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Две проективные единицы называются
соответствующие им Р - проекторы коммутируют.

Пусть п,Ь — элементы А ● к}" {<} — их сп

совместимыми, если

ектральные семейства.

ьДва элемента а w Ь называются совместимыми. 3

если все пары <е- >,/ е, Ц

совместимы.

Напомним, что замкнутое
называется абелевым, если

по норме подпространство А1с.А
оно замкнуто относительно отображения

и люоые два элемента в совместимы.а

Абелево подпространство Мс^А называется
не содержится ни в каком другом подабелевом подпространстве М^А.

Определение 2. Линейный функционал (р называется нормальным,
если для любой сети [x,j}(zA, монотонно убывающей

максимальным, если оно

к нулю,
(р(лг„)^0.

О'. 'оедоление 3. Положительный функционал /
порядковой единицей А называется вполне

на пространстве с
аддитивным

если для любого ортогонального семейства
на

про. ктивных единицах,
про. -.тинных единиц {n«} справедливо равенство.

ДзирцД=1
(Xа

Основные результаты.

Лемма 1. Пусть (А,е) — пространство с порядковой единицей.
Пусть имеется возрастающая последовательность операторов {Т,^ на Л и
supll rj =лз<оо. Тогда существует линейный оператор Т такой,
любого хеА Тх= Ит Т^х, при этом |7||<ш.п —

что для

Доказательство. Для Л2>п оператор Т„гТ„ положителен,
следовательно, для любого х&А^ и линейного положительного
функционала (р имеем

ф( Г„р£-Г„лг)=(р( Т„рс)М ТпХ)>0.
Для фиксированного лг и ф числовая последовательность {ф(7’^^')}

Отсюда заключаем, что1ф( Гдл:)|<||ф||.. .|| 7^Ail^^3|kp|[|Ai|.возрастает и
существует конечный предел Игл ф(7’длг).

л—»оо

Далее пусть л: и ф произвольны. Так как х=х^-х^ ,то
ф( TniX- ад=ф-( Tj,iX^~ ГдА.)-ф,( ТпРС^-

-ф-( Гд^-ГдА-Д+фД Т,^-Тпх-).
Из вышесказанного следует, что \(\){Т„рс-ТпХ)\—^0,т,п—^^.
Известно, что ||;Гд,лг— sup Vp{T„tX-T„x)\.

Следовательно, последовательность {7дА} фундаментальна по норме; так
как А полно, то существует Тх= lim Т„х. Оператор Т, такл —»

Так как ||Гда||<|| 7’да1Н|<л2||а’|1определенный,аддитивен и однороден,
пределе имеем ||Га||<щЫ|, т.е. Т — ограниченный линейный оператор и

, то в

И1<Ш
Лемма доказана.
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Пусть А — пространство с порядковой единицей с условием А=

Теорема 2. Для того чтобы положительный линейный функциона.
/на А был нормальным,необходимо и достаточно, чтобы он был вполне
аддитивен на проективных единицах А.

Доказательство. Пусть / — нормальный функционал, {ц
— ортогональное семейство проективных единиц i/ = supn

1

1
uf

Г
(X ’

ае

направленное по включению множество конечных наборов индексов о..
Если то положим е = supu = Хц .7 а а

аеу аеу

возрастающая сеть и u=s\xpe-/. ВТогда, очевидно, {е^} силу
нормальности /имеем Дп)= ИтЛе.Л,т.е. для любого s>0 существует Г

У  ' ' ■

такое, что

Ыи) - Ле,)Ке для всех 7^0, т.е.
!f(u)- X Дц„)Ке. (1)

<хеу
Это означает, что / вполне аддитивен на проективных единицах.
Наоборот, пусть /вполне аддитивен на проектных единицах, а) Сначала
до1-:ажем, что существует минорантное семейство проективных единиц
JP^{\^<zA такое, что / нормален на для каждого v^F, где R^. —
— проектор, соответствующий у.

Пусть

Р

и произвольная проективная единица из А. Можно
— сопряженное пространство с порядковой

разделяющим семейством нормальных

доказать, что так как А

то А обладаетединицей,

состояний. Поэтому существует нормальный пололсительный функциал
ф на Л такой, что

Дц)--Ф( и).

Покажем, что существует проективная единица Ь\<и такая, «

ДЛ)<(р(Л) для всех h<h I*

(2)
ITO

(3)
Допустим, что

проективной единицы h<u существует проектная единица i<b такая,
что

свойство (3) не выполнено, т.е. для любой

Дг)>ф(г).

Рассмотрим множество всех ортогональных семейств проективных
единиц {/и}сЛ таких.

(4)

что Д;-,й>ф(у'а), i\Su. Очевидно, это множество
упорядочено по включению и удовлетворяет условиям леммы Цорна.

существует максимальное семейство проективных единиц jj-'|

такое, что Лг >(0iXI aj а

Покажем, что sup г =и. Если это не так, то в силу (4) существует
а

ненулевая проективная единица ro<n-supr для которой Дго)>ф(Л)), что
(X

противоречит максимальности|/-^|. Таким образом, supr^ = u. Так каг; /

вполне аддитивен но проективных единицах, то

Значит.

уГ <и для всех а.а
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Л и)^£/1/}>Z(d|/ |=ф( и),а  I 'О U ● I
ЧТО противоречит условию (2). Следовательно, выполняется свойство
(3). Тогда Л^)2ф(л) для любого неотрицательного элемента вида

А-
а= S X.U., где A.j>0, t/j— проективная единица, i=l,2, А. Так/=1 ^ ^
как любой элемент i? (Л) можно

Л.

ступенчатыми ив (Л) и функционалы /и ф непрерывны по норме, то

Да:)<ф(лг) для всех положительных л’Е Л (Л).к.

аппроксимировать по норме

I

Таг: как ф — нормальный функциал, то из последнего неравенства
отсюдаЛ (Л). Используя лемму Цорна,на к

I
следует, что / нормален

получаем утверждение а),

б) Теперь покажем, что / нормалей на всем пространстве Л. Пусть
'!л'Л<1 для всех (X.Л'ЛО. Не ограничивая общности, можно считать, что

Пусть / нормален на Л (Л) и Л (Л). Докажем, что / нормален
Н  Ч..

на

I
Л

и -t-uI 2

Пусть + н, тогда в силу свойства а) существует Ь<и такой, что /

Нормален на Л^ (Л) для всех h\<h.

Далее, так как / нормален

h\>u\y ii2=u\-ru-?=u.
iA). '

i? (Л) и i? (Л), то hi>ui, /?1>U2.на
11^и I

/J}\ = U нормаленЗначит на
Отсюда и

" . ^"2

проективных единиц из Л
=е. Такое семейство

семействоПусть {Пи}— ортогональное
таких, что /нормален на Л (Л) для всех а и sup ци  аа

существует в силу а). Пусть также{<?(}} — возрастающая сеть
супремумов конечных наборов Па- Тогда и в силу предыдущего /

где Р конечный набор

Ct

L и
нормален на Е (Л) «9

(Х€ р, так как f?u-supn„
ае р

индексов а.

Так как /(Л Ли)->0 по а, то второе слагаемое в равенстве

Так какНеобходимо оценить первое слагаемое.
, то

стремится к нулю.
семейство операторов {Л } удовлетворяет условию леммы 1QР

\Лх^-л х,М\Л
^р

Xа
%

Следовательно, >0, т,е./нормален. Теорема доказана.

Пусть (А,е) — пространство с порядковой единицей, (N,K) —
пространство с базовой нормой. Предположим, что они находятся в
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спектральной двойственности и А=1^'. В этом случае iV —
всех нормальных функционалов на А. В JV введем естественный
частичный порядок: j^g'<=>^a)<gia) для всех аеЛ^, где f,g^N.

Определение. Элемент \|/€TV назовем единицей, если \|/>0
множество Л^:-лу<^л\]/} плотно по норме в пространстве N.

Теорема 3. Пусть М — ограниченное по норме подмножество N.

Следующие условия эквивалентны:
(i) М слабо относительно компактно;
(ii) сужение Л/на каждое максимальное абелево подпространство слабо
относительно компактно:
{Ш) для любой последовательности {н,,} ортогональных проективных
единиц в Л lim Л и„)=0 равномерно по всем /е М.

множество

и

п

Доказательство. Импликация очевидна. Так как
всякое ортогоршльное семейство проективных единиц совместно ([1],
с.28), т.е. лежит в некотором максимальном абелевом подпространстве,
то утверждение есть следствие результата Гротендика [2].
Поэтому достаточно доказать, что (Н) =?(i). Так как М ограничено
норме в Д*, то его <з{А''уА) — замыкание Мп Л'' является С(Л-\Л) —

в  силу теоремы Банаха-Алаоглу [3]. Остается
доказать, что всякий элемент isATcA'* принадлежит NciA'^y
слабая топология в a(iV.A) есть сужение топологии о{А*,А).

Пусть /е М . Если А()
подпространство А, то суженние / на Лц принадлежит замыканию

сужения М на Л. По предположению (л) слабо относительно

по

в Л"компактным

так как

произвольное максимальное абелево

компактно в N' и, значит. /  £ Ж (Z N. Следовательно, сужениеА  А.

функционала / на
●нормально. Так как всякое ортогональное семейство проективных
единиц совместно [1], то / является вполне аддитивным функционалом
на проективных единицах. По теореме 2 /нормально, т.е./EiV. Теорема
доказана.

Теорема 4. Пусть T\N—^N — положительное, линейное отоб
ражение такое, что |)Т||<1 и 7\{/<у, где \\f — единица в N. Тогда для любо-

■' 1 ’ А'

ГО /еiVсуществует /еЖтакое. что п' Y. Т /—»/, н— по норме N.
il* = 0

Доказательство. Рассмотрим выпуклое множество
N-nN<g<mf).

Для любого ортогонального семейства {па} проективных единиц
vjr( Па-)—>0 при в силу нормальности Так как для любого
^«9д^П|у)|<\|/(па)» то Иш £{и„)=0 равномерно по всем g^S„.

Кроме того, ||^|<л|1у|| для всех По теореме 3 множество S„ слабо
относительно компактно; очевидно, что оно слабо замкнуто, тогда —
слабо компактное подмножество N.

абелево подпространствовсякое максимальное
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Пусть 7\N—>N— положительный линейный оператор такой, что
||г||<1 и Тогда 2T*S',j)c5'„.

Положим

А- = 0

Для любого feSu последовательность {Т„1) лежит в S„. Так как S„
слабо компактно, то по теореме Эберлейна-Шмульяна [4] S„ слабо
секвенциально компактно. Поэтому из последовательности {Т„1) можно

-выбрать слабо сходящую последовательность Т

● 1Т„гш

Так как
тк

все условия теоремы Иосида [4, гл.УШ, §3,

теорема 2]. Из нее следует, что норме N. Утверждение

то выполнены

теоремы 4 доказано для любого /еб*t а значит, для всех /е U S„.
п=\

v>

Пусть feN произвольно. По условию теоремы U плотно в N.
л=1

Поэтому для любого е>0 существуют /\€ U S„ и такие, что i^fy+i',
л = 1

Рассмотрим последовательность + Так какм-|.и

/£ и S,Н В  iV и поэтомупоследовательность {Т„/\) сходитсято’
Л = 1

при достаточно больших ш.п.фундаментальна, т.е.

Далее для всех
пз — 1 , р
I

А- = 0 ^

\\т,^-тЛ<\\ТиА-тММ\ТпМ\М\тМ'-\^

к
I Т fi<mI\\т„АИ\п-‘ к = 0

Значит, при достаточно больших т,п

фундаментальность

то существует / такое, что
В означаете этоПРОИЗВОЛЬНОСТИ

последовательности Так как тУполно,
силу

Теорема доказана.

Из теоремы 2 вытекает следующий важный результат, являющийся
обобщением известной теоремы Витали-Хана-Сакса из теории меры.

Теорема 5. Пусть {А,ё) — пространство с порядковой единицей, {/„}
положительных функционалов.последовательность нормальных

поточечно сходящаяся к /, т.е.
lim Ua)=Aa) для любого а&А.

л —

Тогда -/также является нормальным положительным функционалом.
Доказательство. Очевидно, что / — положительный

линейный функционал. Поэтому в силу теоремы 2 достаточно показать,
что /

проективных единицах . Пусть {и,,\ —
произвольное ортогональное семейство проективных единиц. Так как
оно

вполне аддитивен на

совместно , то существует максимальное абелево подпространство
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АоеАу содержащее это семейство. Так как всякое максимальное абелево
подпространство является полуполем, то в силу классической теоремы

нормален. Следовательно, Дзир i/u)=Z Л t/a), т.е. /Витали-Хана-Сакса
* А аао

вполне аддитивен на проективных единицах. Теорема доказана.
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(Summary)

For positive functionals in the order unit spaces the coinsideness of normaiicy
complete additiveness on the projection units is proved
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А.С.БЕРДЫШЕВ. Б.Д.КАДЫРКУЛОВ

ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА ТРИКОМИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
УРАВНЕНИЯ ЛАВРЕНТЬЕВА — БИЦАДЗЕ

Ма1^олада юкланган Лаврентьев — Бпцадзе тенгламасп унун
умумлашган Трпкомп масаласп урганплпб, бу масала ечиминпнг
мавжудлпгп во ягоналигп курсатплган

Пусть — конечная односвязная область, ограниченная
у>0 кривой Ляпунова а, оканчивающейся в точках А(0,0), Д1,0)
у<0 — гладкой кривой Л1?:.у=-'у(А'), 0<а</, т(0)=0, и
.Щ? характеристики х~у=1, уравнения Лаврентьева — Бицадзе

£и=Дх,у), Lu=uy.x+signyu^.
Относительно кривой будем предполагать, что функция
монотонно возрастает.

Через Oi и обозначим соответственно эллиптическую
гиперболическую части смешанной области П.

В области Q рассмотрим нагруженное уравнение смешанного типа
Lu-Xu( X, 0)=Л X, у)

Задача Mi- (Обобщенная задача Трикоми): найти решение
уравнения (2), удовлетворяющее условиям

и(х,у)=0, (x,y)e(j,

при
^ при

отрезком

(1)

и

ХтО. (2)

(3)
(4)


