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Westep

Problem lokalizowalnosci w relatywistyoznej mechanice
kwantowe] nie ma do dszid zadowalajgoego rozwigzania. Wyczerpu-
Jaca dyskusja réinych pedejsé do tego zagadnienia gnajduje sie
w artykule [4]. W klasyosznej jus pracy [1], Newton & Wigner
skonstruowalil operatory potosenis dla ukzadéw /elémentarnych/
kwantowych opisanych nieprszywiedlnymi reprezentacjani grupy

Poincarego. Jednakie operatory te nie speiniaja warunku przy-
ezynowosci. Innym defektem takich teorii Jeat brak dobrej
interpretacii probabilistycznoj. Okazuje asig, ze ie moZna poe |
godzié warunku apektralnggo /dodatniosé hamiltoniamu/ s przy-
czynowodéciy [9,41]. Wynika atqd koniecznofé uiycia, do opisu
relatywistyczpyeh uktaddw kwaqtowyoh. przywtedlnych raprezenta-i
eji grupy Poincarego.
Z drugiej strony, aukcesy teeril Dirace i zwigzanej = nia
elektrodynam::f?tgzggeciZy wielu autordéw do rozwinigcia teorii
niezmienniezych réwnard falowych /pierwszego rzedu/, w ramach
klasyczne] teorii pola /formalizm lagrange’owski/ [23-25,
32-34]. W wersji druglege kwantowania spodziewano sie otrzymad
dobra teorig fizyczng. Wkrétce okazalo sie Jednak, Ze pede, s-
cle to Jest Zrédiem nowych probleméw, takich jak akaugalno$é
1 niekonsystencja w obecnosol "minimalnie wigczonego™ pola
zewnetranego [29-31]. Réwnoozednie badane byzy teorie nieskor-
+ ogenie kemponentowe [37-39]. Gtéwng przyczyng tych saintereso-

# wal byla moiliwosé zastosowania do opisu relatywistycznych




ukzadéw zZozonych z nietrywialnym spektrum masy i spinu, jak

""" npe atom woderu, stany wzbudzone 1tp.
}?f Réwnolegle do rozwoju teorii niezmienniczych réwnai falo-

- ~wych badano ich interpretacje kwantowo-mechanicang [(2,14,42,43].
il
e

Barut 1 Malin pokazall, Ze gposrdd szerokiej klasy modeli tylko

At o
ﬁg&& teoria Diraca speinia wymagane postulaty. Wiele prac poswiecco-

' 1i mno tzw., schr8dingerowskiej postasi réwnash falowych /niejawnie

;;, wapéizmienniczych/ [}2-46]. Poza przypadkiem Dira&a hamiltonian

. W fgkich teoriach‘byl‘nieliniowy w pedach.

. | Istotny wkiad de rozwigzania problemu lokalizacji wnieéli

‘ Ceg?a 1 Jadczyk. Polqczyli oni ideg prayczynowosci i lokaliza-

¢%n~ cji w konstrukcji logikiiprzyczynowej czasoprzea!rzeni [5.6].

?@ﬂm' Mechanika kwantowa rozumiana jeat Jake wspéizmiennicza repre-

; zentacja takiej logiki, za pomocg eperatordéw rzutowych w prze-
strzenl Hilberta. Ci sami autorzy rzucili nowe Swiatlo na role
Jakg w teorii kwantowej odgrywa zachowany prad prawdopodobien-
atwa,\a mianowicie siuzy on do konstrukeji stanéw na logice
przyczynowe j [7]. Operatorowy prad prawdopodobienstwa badany
byt w pracach [8,9]. Jadczyk sklasyfikowal wapSizmiennicze

reprezentacje logiki antyprzyczynowej [12],

; Tematem niniejszej pracy jest relgtywistyczna mechanika

’kwantowa, rozumiana jake wspétzmiennicza reprezentacja ogiki

przyczynowe]j, generowana przez operatorowy prad prewdopcdobierie
stwa [10,11].

P Roédzia& I zawiera zaréwno podstawowe idee jak { gl ‘any

! wynik pracy, twierdzenie 1.3. Stanowi ono o postacl generato-

réw grupy Poincarego w relatywlstycznej mechanice kwantowe j.
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W szozegdlnodol hamiltonian ukzadu musi byé liniowy w pedach.
Okazuje sig¢, e teorie takie zadane sg Przeg pewns algebre
operaterdw, dziatajgqoych w przestrzeni stendw wewnetrznych.
Algebre te bedziemy nasywaé relatywistyozng algebrs hamilto-
nowsky /r.h.a/. Dalszes ¢2056 pracy poéwigcona Jest reprezenta-~
cjom r.h.a,

W rezdziale II aklasyfikowano dwa rodzaje reprezentacji

roh.a - z komutujgoymi 1 antykomutujgoymi sktadewymi operato-
ra predkodci. Brak jest praykitadéw inmnych typéw reprezentacji.
W przypadku skelczentie wymiarowym tylke neutrino Weyla 1 elek-
tron Diraca speiniajs przyjete satozZenia. W przypadku repre-
gentacjl "fermionowych™ réwnanie Schrddingera Jeit formalnie
takie samo jak w teorii Wbyla ¢y Diraca, z tg r]znica. te
funkcja falowa i jej witasnoscdl transfornacyjne zalezq od dodat~-
kowego parametru zaapolonogo.lw przypadku "bozonowym" repregzen-
tacje r.h.a sg we wzajemnie'Jédnoznacznej odpowiedniodei
z nieﬁrzywiedlnymi unitarnymi reprezentacjami grupy Poincare-
go. W tym wypadku nasuwa sie analogia z teoriami bilokalnymi
typu Yukawy [40],

W rozdziale III wykazane zwigzek pomiedzy reprezentacja-

| mi r.h.a a pewnsg klasg nieunitarnych reprezentacii grupy
Lorentza. Wprawdzie nie prowadzi to do newych praykladdw repro-

zentacji r.h.a /twierdzenie:3, 1/, ale okazuje sie przydatne

do wykazania zwigzku = teorig niezmienniczych réwnan falowych
/twierdzenia 3.2 1 3.3/.

; Dowody wszystkich twierdzed w pracy przeprowadzone sg

e e

na peziomie formalno-algebraicznym, W s8zczeglélnoécl oznacza

A S




et e

W07 e ge autora nie interesuja dsiedziny rozwazanych operaterdw.

| Rionniéj kelicowe reszultaty moina sformutowad w bardziej precy-

syjnej pod wzgledem matematycznym poastaci.

Wielkosci podkréélone oznaczajq obiekty tréjskiadnikowe.
/tréjwektory/. W przypadku relatywistycznyn autor stosuje
zapis kowariantny z metryks /-,. +y 44 +/. Przyjeté umewe sumae-
eyjng dla gérnych i dolnych wskainikéw. Rozwazane sa tylko

ofrodkowe przestrzenie Hilberta.
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p I/A/ Ograniczenia na hamiltonian wynikajace z zasady
I;' zachowania pradu prawdopodobierstwa

Przez lokalizowalnosé w mechanice kwantowej, rozumiemy
7h '-": gzazwyczaj lstnienie w przestrzeni Hilberta W standw uktadu,

=';.v reprezentac]i kanonie_znsch regut komutacji w postaci

[P ] =[x, )0 © /1.1/7
[Pi.xjja‘i.féij. }

1
f

Za pomocsy samosprz¢ionych operatordw _E’ iX. PowyZaze zwigzki
_wy:aia;ja zagade kwantowania kénonicznego. Polega ona na zasg-
tapieniu nawiaséw Poissona odpowiednie] teorii klasycznej przez
komutatory. Operatory_'E 1 X peinig w tym formaliZmie roleg

. obgerwabli px?qdu i potozenia.

Wightman wprowadzit pojecie lokalizowalnosci w obszarze
jako ukiad imprymitywnosci (E ,V) bazujacy na IR E jest miarg
apektralna, ktéra kazdemu borelowskiemu obszarowi Ac [R3
Przyporzadkowuje projektor E (A)w przestrzeni stanéw ¥ .

V Jest unitarng reprezentacjg grupy przesunied 3w # , taksg
Ze

V(a)E (AYV*(a) = ECA+a) /1.2/

dla gsT"'. Méwimy, Ze miaraE Jest wepdizmiennicza wzgledem



b'.g-'

| '.I. pra‘aunieé' Projektor E (A)int.rprﬁtuaemy Jako pytanie’ czy
! uklad znajduje sig w obezarsze A . Oczywiscie /1.1/ jest
§ i/l algebraicsna /infinitesymalua/ postasis /1.2/. Zachodst bowiem

X= Sg_dEcp . V(a) = ciel - /1.3/

~Lokalizowalnodé Wightmana [3] otrzymamy wtedy, gdy w miejace
¢ 3 weZmiemy grupe euklidesowg € (3) =SVU(2)0T*/ 0 osznacza
| ileczyn pdtprosty/. | '

Dynamika ukiadu zadana jest przez jednoparametrows grupe
opsratoréw unitarnych R »t =>U(t)=ettH yiéres samosprae-
| ’ %ony generator H /hamiltonian|interpretowany jest jake obser-
wabla energii ukiadu. Oczywidole powinniémy zazo !'é, t¢e ope-
ratory P, X 1 H majaq wap?lna. niezmiennioza 1 geaita dziedzi-
ng, na ktdrej sg istotnie samosprzgione. Zgodnie z wyjasnie=-
Riem podanym we wstepie, w da}szej czgdol bedziemy pomijaé
-tego rodzaju zatoienia. Bedziemy postugiwaé si¢ tzw. obrazem
Heiaexi'berga. Oznacza to, e ewoluc)i w czasie podlegaé bedg
obgerwable /a nie wektory reprezentujace atany/. Jesli F jest
esperatorem reprezentujgcym pewns wielkosé fizyczng w chwili
t = 0, to

| F)=U®) FUM™ UG-tIF oyt

| - . dF ' :
L F) A SO Ty R
WprowadZmy jedneparametrowsa rodzinge miar spektralnych

A—> E, (D) = U(t) ECAIU()" wowezas
X(t) =[x dE,(x)
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Operatory X (t) sg kanonicznie sprsezone do P(t), zadaja wiec
lokalizacje na hiperplaszczyinie t = const. Ogélniej, jesli
f: R*—>{R Jeat funkcjg borelowsks, to mozemy zdefiniowad

i . funkcje od operatora X (i) za pomocs

‘f 2 g = [foo d.Etm = Uuwfum?
foefe=[fndEm .

Definicja 1.1
Méwimy, 2eHl Jest lokalizowalnym ukiadem kwantowym /l.u.k/

jeéli . ‘
°?l. jest /osrodkowq/ przestrzenia Hilberta; ]‘
° w# realizowana Jest reprezentacja /ca!:kaalna do /1.2//
kanonicznych regut komutacji /1.1/;
3° wil dziata /silnie ciq,gla/ Jednoparametrowa grupa epe-
ratoréw unitarnych t — U (t) = exp(it H)
Znane twierdzenie von Neumanna [17) stanowi, ze przestrzei
H l.u.k moze byé realizowana jake przestrzei funkeji
L*(R3 h,d)tj. przestrzeri funkeji na R? o wartosciach
w przestrzeni Hilberta h, catkowalnych z kwadratem wzgledem

miary Lebesque’a, z iloczynem skalarnyms

{v.2) = [¢(¥o,2mn) d¥x /1.5/

gdzie { ., ) jeat iloczynem skalarnym w k. Doktadniej zachodzi
nastepujgce

Twierdzenie 1.1 /von Neumann/

Niech Y bedezie l.u.k. Wowozag Y = L*(R? h,d>)z 1loczynem
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'-',j'r ( - gdzie ® znaczy "unitarna réwnowaznodé", h jest

" pewna przestrzeniy Hilberta, erasz operatory Xs P E(A) maja
] nastepujqca kanoniczng postads

(E (YY) o = X0 Yy

B (XY )exy = X; ¥ x)
AU (R = k(8 ) o

1 gdzie X_Ajest funkc]jg charakterystyezna zbioru A.

b 3

W dalszeJ czgsci potrzebny nam bedzie lemat o postaci
' operatoréw w przestrzeniach typu J* (R h, d¥x)

. Lemat 1.1

Niech R bgdzie samosprzezonym operatorem ograniczonym

wL(R? d’%, k), takinm ze [X AJ=0. weedy

(A Y)x) = Acxy Y x)

gdzie R®*> X~ Q(X)jest borelowskyg 1 ograniczonag funkejg

o wartosciach w przestrzeni samosprzgZonych operatordw ogra-

niczonych w h

Dowdd

Lemat 1.1 jest 8zczegllnym przypadkiem lematu 9.4 [,16) str.63,

Inny dowéd moZna znalesé w [11] . D
Wniosek:

" Jes11 A= A* 4 [A,PJ<0, to 4 jest postact A(p). Jesli po-
nadto [A, X]=0 toR jest statym operatorem w h . Dla dowsdu

wyatarezy postuzyé sig lematem 1.1 1 reprezentac:jq pedowg

L (R d% ,h) & L*(R®, d’ , h)

L
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gdzie unitarna réwnowaznosé zadana jest Przez przeksztatcenie
Fouriera

Y(p) = (2T)% [ g-ies yiy 3,

Uwaga 11

W mechanice kwantowe j mamy do czynienia zazWwycza) z nieograni-

- czonymi operatorami. Przy dowodzie twierdgzes 1.2 1 1.3 zajdzie
34; wige potrzeba postusenia gig formalnie lematem 1.1, d1a Przy-
| padku nieograniczonych operatordw. Przemawia za tym zaréwno
/' intulcja fizyeczna Jak 1 brak immych mozliwosei. Autorowi nie
Jest znany analog lematu 1.1 dla nieogréniczonych operatordw.
| Twierdzenie 1. 1 nie méwi nie o postaci hamiltoniana H

§ lauw.kd. Zazwyoczaj H Jest funkcjg operatordw polo&enia i pe-
déw, a jego postad otrzymuje sig przez zastapienie odpowied-
nich wielkosdei klasyeznych operatorami., W wislu wypadkach
/3ak np. w relatywistycznej mechanice kwantowej/ procedura
ta zawodzi [18]. Powstata idea [18~20, 5] aby postaé hamilto-
niana uzyskaé z bardziej elementarnych zasad Jak np. zasada
wspéizmienniczosey teorii. Idea ta Jest giéwna motywacjq obece
nej pracy. W 5] podane najogélniejszg postad hamiltoniana

W galileuszowej mechanice kwantowej. Tu zajmiemy sie przypad-
kien relatywistycznym. Najpierw zbadamy, jakie cgraniczenia
na Hamilteonian wynikejg z zasady zachowania Pradu prawdopodo-
. bledstya,

Przystapmy wige do definicji pradu Prawdopodobierigtwa,

f Miara /1.6/ jest absolutnie ciaggia wzgledem miary Labasqe’a
wR® Wygodnie jest wprowadzié formalny operator g(g)Jako
"operatorowg pochodng" Radona-Nikodyma -;%{? e« Terazs




...4'5_
?-Ifo_{_) g(g)d'x /1.Ta/

W aszczegdlnosdel

Q(x) = ¢ (x)* :Ig(;)d’x =45 g gey)adlx-y) g /1.7v/
Ostatnia wlasnoéé, zwana idempotentnodcisg, wyraza formalnie

A\ A A
znang wtasno$é catki spektralnej: f-g = f ‘9 « Rzeczywiscie,

fa @ ”f(p gey) gx) gy d*x d¥y,
-y 2
natomiast f-g =If(3_)q(;\ Q (X d’x

Wykorzystujac drugs z wiasnosci /1.7/, mamy dalej formalnie
{9, ¥)=J40, g ¥)d = [<0ww Win) d*x
stad : |
{®.om W}=C(em, Y
Dokiadniej, miech A c lR"ﬂ(.A (x) Jego funkcja charakteryg-

tyczna, a B, (A) pytanie, czy uktad znajduje sie w obszarze
D w chwill t. Wéwczass \

|

{YE, carV¥) ={‘P.ijcg)dEtm‘l’} B
=[4¥. gt ¥WYdins [ Iy, (0 l? ¢x
A . A

Jest prawdopodobienistwem zdarzenia polegajacego na tym, ze

ukiad w chwili t znajduje sig¢ w obszarze A . Przyimij=m; wige

gut, ;) = QB0 4y o Yy

%a operalorows gestodé prawdopodobleristwa w chwild t.
W.analogii do hydrodynamiki zdefiniujmy prad prawdopodo~

biedstwa w przestrzeni h 1l.u.k ga pomocg wzordéws

jelt, ) = Qg (t, x)

. I 1.8/
Pl s it gt 0}



il | =4k -

-~

gdzie )'('h(t)s L‘EH X (t)].jest operatorem predkofci a antykomu-
tatori p } zapewnia formalng samesprzionosé. W rzeozywis-
todel wzory /1.8/ okreflajg w kazdej chwili ezaéu t, dystry-
bucje j+ (t, ) =0,1,2,3) 0 wartedoiach operaterowych |

ittty g, /1.8b/

P = 5w f,)
Uwaga 1,2
Wzory /1.8b/ maja sens dla kaZdeJ funkoji borelowakiej f y ale \
dopuszezenie zbyt szerokiej klasy funkeji moze powodowad k2o- |
poty ze wapSlng dziedzing dla operatoréw X,P ,H , j*(f).
W naszym wypadiu wyatarc?y ograniczyé sig de funkeji nieskori-
Al czenie rézniczkowa.lnych 0 wielomianowym wzrodcie /tzw. funkeji
klasy O (R*)[39] /. Punkcje osran:lczone produkujg operatory
| ograniczome. .- o ‘
Zg.éadaw teraz, aby prad /1 .I8/ byt zachowany. Szezegdiowe
oméwie‘nie réwnania ciaggtodei 9, j*=0 Przeprowadzimy w punkcie
- /B/. Prad j# Jest wspélzmiennicazy wzgledem translacji w czasie

UG % (14, T U () = j# (1,4t . §)

Wystarczy wiec, aby réwnanie clagtosci speinione byto w chwi-
11 t = 0, tzn. aby

ALHjoC0, ) - ji(0,2,§) =0 /1.9a/

lub réwhlowaénie

|
“ =+ {x* a/:f} /1.9b/ .
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Okazuje sie, 2e /1.9/ nakiada silne ograniczenia na mozli~
" wa postaé hamiltonianaH, a mianewicie e H neze byé co naj-
- wykeJ kwadratowy w pedach. Dekiadniej méwi o tyn nastepujace

Twierdzenie 1.2

Istnieje 1-1 odpowiedniedé /= dokladnosfcis do unitarnej réwno-
i watnoscl/ pomigdzy l.u.kM s sachowanym pradem prawdopodobietie
| stwa postaci /1.8/ a l.u.k realisowanym w przestrzeni

LR h,d’x)z hamiltenianem postaci

H=%(P; Fl”qt_)Pj + R‘rg)P- + P R‘ch))*ﬂ(x) /1.10/

‘ ‘;*1 gdzie h jest pewna przeatrzeniq Hilberta, a x "'>P""(x)= n’ .
*ﬁn X -»p* (x% x> A(x) s l:terzalm:l funkcjami na IR'io wartoéoiach
W przestraeni sanosprlezmch /na 0gét nieogranidszonych/ opera=
; " toxrdw wh, '
. Dowdad: | | \

z twiexdgenia 1.1} = L' (R h d%) za$ operatory)( P waja

kanonioena poataé /1.6/. Wprowadimy Q%) & ; [X X! ] i

Z toZgamo$ci Jacoblego [[H,X;‘],X‘i_] + ¢ykl. = 0 otrzymamy

AY = Ri* = Q*i®. Przeanalisujmy teras /1.9/ dla poszezegll-

nych { . Dla f=xtt f =xkxi /1.9/ jest tozsamosois.

f =x%xt x™ prowadzi do [X", 9“"J=0. Oznacza to /lemst 1,1

1 uwaga 1.1/, 2e Q'™ Jest funkoja na R> o wartosoiach w przest-

- rgenl hermitowskich operatoréw wh, tzn.

| (R"’j‘l’)(p = Ao v

dla prawie wasystkioh X € R>. Zdefiniujmy V'a %(ﬂupj*l’j A*)

AH = i[VE Xi] oras VE* = y4




‘ninlejezej pracy praytoozymy gidwne elementy tej konstrukecji.
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Jesll A* aX*-Vi te [ x*, R J=Qoras A* = A**. W rezultao:lo,
Jak poprszednioe, otrzymamy R = R“(D. Analogicznie, niech f‘
Ho = & {PL X"} - & {R*) BR).Wowozas [Ho,X*] =4 X*=[H,x ]|
Josli A & H-Hgqto [A X*]J201R =R*®, wige H = H *Hm- N
Na sakofiozenie sprawdzamy /kersystajge z 61f w i [Ps, f] ' L i
heailtonian /1.10/ apeinia réwnanie oiagiofoi /1.9/ dla kabdes |

réinioskowalned funkeji f: R*— R,
. . 5 |
Uwaga 1.3 . |

Pokazemy, co mo%e byé interesujace w praypadku relatywistycznym, |
%o Jeslt X ma mieé ogranicsene widwe to hamiltonian /1.10/ mo- |
2¢ bydé co najwye] liniow,. W istocie, niech Ttg? - exp.(i 9_)_(_) f
unitarna translacja w przeatrzeni pedéw, wéwczas ng,) ).("T(g_.)-"
- Xk R“a.j o W takim razie { T(a) V¥, X* Teay YL-‘-‘{Y *l‘i’}'*

+{Y 9“\”% dla kaidege o e R?. Oatatnia réwnoéé oznacsa, Ze
w przypadku A% #0Q widmo operatora X jeat nieograniczone., Jak
zobaczymy péiniej /rozdsiad II /C//, liniowodé hamiltonianu

nie zapewnie ogranicsonodcl widma operatora i.

/B/ Relatywistyczna mechanika kwantowa z zachowanym prgdem

prawdopodobienstwa jako wepdizmiennicza reprozentacia |

relatxwistxczned logiki przyczynowe

Logika przyczynowe crasoprzestrzeni /zardwno relatywistycz-

ne} jak 1 nierelatywistyczmej/ zostata skonstruowana przez |

Cegte 1 Jadczyka [5.6]. Dla lepszege zrozumienia inspiracji

Struktura przyczynowa czagoprzestrzeni Minkowskiego JY
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fi.. wadana jest przez relacje ortogonalnosci. Punkty X,ye M nazy-

wamy ortogonalnymi /przyczynowe niezaleznymi/ x L v Jesll

X%y 1 (% !‘-(5)2}10 e 2biér Dc M jest ortogonalny, Jedll kaz-
de dwa -jJego punkty sg ortogonaln\e. Rodzina zbiordw
L{M)={AQd L**=AY} jest &, - zupetns krata ortomodularns,
zwang relatywistyczng logika przyczynowa. KaZdy element

A« L(M) zadany jest przez maksymalny zbiér ortogonalny

D w nim zawarty: A = D** /niejednoznacznie!/. Méwiac obrazowo,
typowy element [\ < L (M) jest podwéSinym stozkiem /diamentem/
rozpietym przez kawalek powierzchni przestrzennopodobnej D .

Ilust_ru;)e to nastepujaocy rysunek

Powierzchnia D kontroluje obszar A . Pizycznie oznzcza to;
Ze katda czastka przechodzaca przez punkt x e A zostanie
zarejcstrowana przez "licznik" D . Innymi siowy, prawdopodo~-
bienstwo zarejestrowania czastki przez "licznik" D jest takie
samo Jak znalezienia jej w obszarze A . A jest reprezentan-
tem catej klasy "licznikdw" réwnowazZnych,

W ;;;acy [7] ci sami autorzy wykasali, ze zachowany IR -

= liczbowy prad, Bp j‘“ =0 , zadaje stan na logice L (J‘\)

£a pomoca wzorug

M8 = j. 11211/
D
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v izt i L (M)—=>[0,4] Jest § - addytywna funkcje sbiordw,
:f-:?"-'.?" D maksymalny zbiér ortogonalny generujgey A : D** = L\
w{j' Widaé stad, 2e réwnanie clggiedci /via twierdzenie Stokesa/ |

i szapewnia niezaleZnosé prawej strony od wyboru D . Riestety
" nie wiademo, cszy kazdy stan M Jest postaci /1,11/,

I.“I‘-".-I‘-._

?5 Oczywiscie grupa Poincarego jest grups automorfizmdw logi- F
@ '
5 k1 L(M). Prowadzi to de konoepoji uogélnionego ukiadu impry- N

|
1
|
]
|
|

" mitywnoseds - - i

U(a, A E(AY VU (a,A)*= E(AA+0) /1.12/ !
' l

I gizie, U (a.\) reprezentasja unitarna grupy Poincarego
Ul w preestraeni Hilberta X , A = E (A) § - addt:ywna funk- [
| ww il . d
l

¥ pracy [8] zaproponowano konstrukeje E (A) za pomocs prsdu

cja na L (M) e wartosolach w przestrzeni projekto

|
3 |
b j»‘* o wartosolach operatorowych, speiniajscego nastepujace |
o ' l‘ J

postulatys

/C-1/"“~herm1towakoéé: j¥ a* e j" (%)

/C-2/ zachowanies | aP j =0 .
/C~3/ wspétzmienniczodés | ( a,\) j* (xyU (Q-JA)"/\-‘PVj V(Axdg) |
/C=4/ unermowanies ] j° (xY d3x =4 |

/C=5/ dodatniosés . j*txy )0

/C-6/ idempotentnosds " Pa j* (%) §Y (Y = 5; (x-‘i)jv (y»
- dla (x-y)* >0 1ub X =y

/C-7/ ortogonalngsé, o0 jYu) =0 dle (x-y)2)0

gdzie D (7" >0) jeat wektorem czasopodobnym, a 6; (X)

jeat § = funkejq na hiperptasscsyinie pPrzeatrzennopodobne) ‘ﬁ _

ortogonalnej do )? » 3adang za pomooq _ i =;'

5;()&) 5(7x\=;5“(x\ :'
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W [9] pokazane, e prad /C-1/ - /c~7/ rozwigzuje problem
prsyceynovwe] relatywutycmﬁ lokaligacji na hiperptaszczyz-
nach Przestrzennopodebnych, prses wprowadsenie operatordw
pototenia typu Fleminga [15].

Punktem wyjdoia obecnych'fqawazaﬁ bedzie zmeapét mieco
innych niz /Ce1/ = /C=7/ Poutuiutéw.

Postulat relatywistycznej wepétzmienniczodel stanowi, 2ze
w przestrzeni Hilberta Y standw ukzadu kwantowego dziata uni-
tarna /na ogéd rzutowa/reprezentacja ) grupy Poincarego,
ktérej generatory samosprsezens M ,N P, P°spezniajg debrze
znane relacje komutacjis. |
(L), [M;,P]= n‘.ul, P . tv) [N; ,R]A
(i) [M; Pl=0 | v [N, P
COIME NG = degu Ny (VO ING, N = de gy, M,
(iv) [M; MI=ie;0 Myl (VidOLP, P =0
Definicja 1.2

Méwiny, ze Y Jest relatywistycznie wspétzmienniczym lokalizo-

i 8;;PO (

4

I

wa /relent kez.p.p/, Jesli

walnym ukladem kwantowym z zachowanym pradem prawd opodobierist- w
\

° N jest 1.u.k.

2% w N dziaza unitarna reprezentacja grupy Poincarege W)y~ (viiy)
- 3° generatory P; petnisg role operatordw pedu /1.,1/

4° P° jest generatorem grupy dynamicznej

59 [M;..Xj]=i.€1juxk (4x)

6% w # dziala czterowektorowektor pradu, jako dystrybucja

o wartosdciach operatorowygl;, taki Ze

=i P |




PFoata e ' | (x)

jo“‘“w.o = Q(x) | (x4i)

.U(a.,/\)j"(x\ Ula, M)* =A**yjV(Ax*ra) (xiid)
gdzie Q (X) dane jest za pomocy /1.7a/,

Uwaga 1.4

Prad (x) - (xiiL5 spetnia /C-1/ - /C=5/., Postulaty /C-6/

1 /C~7/ epetnione sq w stabszej formie /1.7b/, a mianowicie
Q (XY QY = B (x~y) g(x),

Jak zobaczymy (x) -~ (xiii) nie gwarantuja przyczynowej propa-

gacji /rozdziaz IXI /C//.

Uwaga 1.5 .

Relovekez.pep jest lokalizowalnr w gensie Wishthna. Rzeczy=-

1

wiscls nietrudno zauwazyd, Ze operatory _b_‘_l .B,X 83 generatorami
ukzadu imprymitywnoscis grupa euklidesowa £ (3) dziata w R3
Zbadamy teraz jakie wanmici na poataé generatordw grupy
Poincarego, a przede wezystkim na hamiltonian H = P° wynikaja
2 (L) — (xiid)e. Okazu:]é a:l.le, %e istnieje 1-1 odpowiedniosdé
pomigdzy r.l.u.k.z.p.p @& pewng algebry opsratordéw w wewnegt-
rznej przestrzeni Hilberta h ., W szczegélnoscl zobaczymy, 2Ze

hamiltonian w takich teoriach musi byé liniowy w pedach.

Definicja 1.3

Méwimy, Ze operatory (m ,n, A, A )dziatajgce w przestrzent
Hilberta h , tworza w te) przeatrzeni reprezentacje relaty-
wistyczne] algebry hamiltonowskiej /r.h.a/, jesli sa samo-
8prze2one j. speiniaja nastepujgce zwigzki przemiennodcis



[mi. m;]

o postacl relatywistyczne] mechaniki kviantowe;].

N

Twierdzenie 1.3

Niech U bedzie r.l.u.lk.zl.p.p wéwezag
s LR K, d*p)
., oY
(X3 ¥ (py = 4 ,%Fﬂ- (p)

(P, ¥) (p) = n, ¥ (p)

m-.-.
!\_j' =
P =

j*(0,§) =

gdzie operatory(m ,n,R,A)tworza w przestrzeni h reprezonta-

cje r._h.a.

Na odwrét, jesli w h zadana jest reprezentacja r.h.a to
wzory /V.13a - 1.13f/ zadaja w przestrzeni H = (2 (R3 h, d‘p)

TelelekeZep.Po

Dowéd powyZazego twierdzenia przeprowadzimy w eczescl /C/.

T dI* IX

= 4 &ijk Ny

g".'eiju myt g [ni.nj]

Im; . n;)

1;;. [ni;nll
| | [m;, 8] =

Lny. 8,3

[mi. BRI

- Iny, R]

1

ACijume

"‘eij\s Ry
4‘.8,-_]-'-_ : {n;.,n‘i]
-4 {A; A}

Teraz moZemy sformutowaé sasadnicze twierdzenie méwigce

(a)

(aa)

(aaw)

(ate)

(k)
(ba)

(bao)

/1.13a/

/1.13b/

/1.13¢c/
/1.13d/
[/1.13e/
/1.13£/




-
——
T

._ 4‘_
et = fias
A R
e
_r

=

ST

=

=
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Natomlast reprezentacje r.h.a i odpowiadajace im relatywisty-
czne uktady kwantowe beda tematem rozdaiatdw IT 4 III, Oozywis-
cie, dwa ukiady kwantowe sg fizyoznie réwnowaine, jesli odpo-
wiadajéce im przestrzenie Hilberta i algebry operatoréw sa
unitarnie réwnowazne. |

Uwaga 1,6

Algebra operatordéw wewngtrznych dla galileuszowe) mechaniki
kwantowe) [5] skZeda sig s siedmin operatoréw samosprzgionych,
8 ktérych szesdé speinia zwigzki przemiennoseci algebry Liego
grupy € (3). W przypadku relatywistycznym, tylke trazy opera-
tory spinu m , spodréd dziesigciu genmeratoréw fqprezentacji
r.h.é, gomykajq sie do algebry Liego su(2), Jak éobaczymy

w rozdziale 11T, z operatoréw predkosci A 1 operatoréw n
mozna zbudowad niehermit&wakie generatory specjalhych transfor-
macji Lorentza. /Operator maay R Jjest operatorem hermitujgcyn/.
Grupa lorentza, jake grupa niézwarta, dopuszcza przywiedlne
choé nierozkiadalne reprezentacje nieunitarne. Powoduje te
trudnoscl z peing klasyfikacjg reprezentacji r.h.a. Swiadezy

to réwniez o tym, Zs teoria relatywistyczna jest "bogatsza"

niz nierelatywistyczna, w tym sengle, Ze daje wigksze mozli-
wodci wyboru - prowadzi do szerezej klasy reprezentacji algeb~

ry operatordéw wewnetrznych.

- Jc/ Dewéd podstawowego twierdzenia 1.3

\
v

Dowdd przeprowadzimy ga pomocs kilku lematdéw. Pilerwsza
cz9sé tezy tj. postaé N oraz /1.13a-b/ wynika z twierdzenia
1.1 /tym razenm uzyliémw repregentacji pedowej/.
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Lemat 1.2

Przy zaloleniach jak w twierdzentiu 1.3, nisch m i n beds

zdefiniowane za pomoecs /1.136/ i /1.13d/. Wéwezas m jest
“ samosprzgZonym operatorem w h , n = n(ny jest funkcjg na R*

o wartosciach w przestrzeni samesprz¢fonyoh operatoréw w h ,

oraz

[ma.Mj]’ A&ijumy . {
i | [Mi, nl= i Cijn 2y

lﬁ ~Dowdd

G & (&) 1 (ix) otraymamy /lemat 1.1/ Im.X] =[m, P]=0

wige m samosprzeZony operator w 4. Plerwaza rdv’moéé wynika

z2(iV). W ten sposéd otrzymalismy pierweza z relacji r.h.a.

Podobnie z (v) otreymamy [n.;, . Pl«Q. Ostatnia rdéwnodé wyni-
ka 2 (Lid) oraz s [M; L { X' H}] =, + {X* HY,

Ajn
. | g
Znajdziemy teraz infinitezymalna postadé warunkdw (X i4)

1 (X444). Analogicznie Jak w /1.9a/ réwnanie oiaglosesl
w chwili X° = Q prayjmje postaés

C[H ] = [R, 4 (0,x)]
lub po wycatkowaniu z funkcjs prébna f 'R>—= R

[H.?J =[P,;.j"(0.f)J /1.18/

Warunek (x L4 4) zaplezemy najpierw w niezmienniczym

wiglgdem jednorodnych przeksztakcer, punkcie x = Q = (0.0)

’

l
ULQ.A) j4 (01V(Q M =A™ * ¥ (0) /

Wynika gtad, 2e j'“ (0) przeksztaloa si¢ jak czierowektor,




W szezegdélnodel

[N g0V ] = i & (0)
[N:, (0] = &8sy g (0)
Formalnie j*0,2) = exp(~i xP)j*(Olexp (ixPR), zas

~xH=exp(-ixP) N exp(ix P), wigeo
ING gend =4 1 (0.x) » [H, g o] v
ENG j0,x)) = ; 8 g(xy + [ H v j U 0,%)]
W kodfou po "rozmyeiu" s funkeja prébng f otrzymamys
[N, f1 = &)+ (0.§) « [H fud s /1.1587
[NGGR0.0)) = i 82§ « [H,j 0, §x%]  /1.150/

|
azukang poatad npétanienniczoici pradu J"‘ wsgladem specjal-
nych transfermacji Lorentza.

Lemat 1,3 v
Prazy zalofeniach Jak w twierdzeniu 1.3 istniejs samosprzeione
operatery o4i , ot R“j R*. R w k& tarie ze;
' ot) = ‘04'“' RL“ = \H“ '

n‘=aliPisol ; Hatpiip P+A* P+ A 7116/
Dowdad
Z /1,14/ % /1.15a/ mamys

A « A ) ~N .

TH.fT+ A [RINYF1 =i (R, [H.Fx*]] =0

W dwéch ostatnich oslonach .korayatamy z toisamodol Jacobiego.

[H.f]+ [NE, af}-[H an] 0

a nnntgpnie watawuamy /1‘13(1/ by etrzymadiy.,

HA3= 4 5,8, %*) = ~[né . 4if) 1117/

P TP
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Warunek ten przeanalisujemy dla poszosegdlnych f o Dla f= xé
obie strony /1.18/ snikajg. f = x® x* prowadsi do /lewa stro-
na /1.17/ snika/s "

[né, X1 + [nd, X*] =0 |
W szozegdlnosci, oznacza to %e [X;’. [ x? . n*1]*Q. Wynike

stad /lemat 1.1/ %e zalefnodé n ([n Jeat oo najwyzej liniowa,
tzn. n*(p) = ot P; + o~ gdzle gt} = -o»“', al

.-a statymi operatorami hermitowskimi w ho . Analogicznie wsta-

wiajac f = x* x/x* /teraz prawa strona /1.17/ snika/ otrsy=

mamy [Xi'[Xi'[X“, H]]]= O Poniewat [ H 'E]'.U » Wynika
atq-q fe H.% nij Pilbj+ni Pi*n y gdzle gi.l 'Fl:".
AY, A state operatory hermitowskie w h.

[

Lemat 1.4

Dla H 1 n postaci /1.16/ warunek /1.17/ speiniony jeat dla
katdej funkcji f o cliaglych drugich pochodnysch.

Do w' 6d s

BezpoSredni rachunek wykasuje, 2e obie strony /1.17/ znikaja.

Lemat 1,5 0

Przy zatofeniach jak w twierdzeniu 1.3 wspSlczynniki operato-

rowe P, ot snikaja oraz

Je(f) = j%(0,f) = + {X* T} = p<§

Dowidad
De /1.15a/ watawiamy

N* = 2 {X* H}+ a4 P+ ax /1.18/

|



¥ rezultacie otrzymujemy

") = 2 (% Ty -aki 5y

Uwzgledniajgce, Ze Xk- R“LP‘; +R* » begposrednim rachunkiem

sprawdzamy, Ze
RGEER SO G RPELY

Ostatnie wyrazenie oraz /1.18/ wetawiamy do /1.15b/ 1 korzys-

tajgc s tolsamosdci

({A,B},C]-[a,{B.C}] =[B,{A,C}

etrzymujoemy

EOXEAHGE N [ ]+ (Wt F e85, s1arr |

Dla fa4
PP = XE = aY pegt e irn x4

Teraz /1.19/ sprowadza sie do
1

FOXSOXSHY) + [n*, A% P +A*] + [H, ai¥] -i8)=0

Cztony kwadratows, liniowe i state w pedach powinny znikad
niezaleznie. Watawiajac postaé Hin /1.16/ dla cztonu kwa-
dratqwego w pedach otrzymanj:

TURS A e 4 (A% Rén e i akm, i) -

’

[ka. Ritl |]~:

wja

= [aké, R*™] + £ [u"‘.ﬂ“J +




Lemat 1.6 | ' §i
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W ssczegélnodel dla k=i , | =m

i(aur)? Q%{n"“.n“} = [a*, A%]

Lewa strona estatniej rdéwnodci jest sywnetryczna, & prawa
antysymetryoczna we weskaZnikach k oyl » muazg wigc znikaé nie-
salenie. Dla k = | otraymamy ﬂ“"" -0, & atad A%t a0, ';
Teraz H = A*P;+ A , j“(f)' R f - aki a if - Wstawiajse A
te do /1.19/ dostaniemy ' “

A% HB )+ [n, (] - [H,a“if]z 2 &% f. n.eoy |

Wybierajac f - x%xt 1 grupujgc wyrazy przy odpowisdnich ]
potggach eperatoréw P i X etrzymamy w szozegélnoscis U
i [

akn gil 4+ gkt gin =0

Dlak =i, n = | otrzymamy a“' = O, Ostatecznie wiee

nt = ot j""(f) -H"‘f

Przy zatoieniach jak w twierdseniu 1.3 operatory (m.,n,R,R) |
tworza reprezentacje r.h.a. ]
Dewdd:

Korzystajaec z wynikéw poprz'edn:lego lematu /1.20/ moine zapi-

saé jako
["'k-qi]f * é {ﬂk.ﬂdf -4 Suif =0

ludb réwnowaznie w postaci /b/. Pozostale gwigzki /aa/ - /ab/,
/ba/ 1 /baa/ mozna atwo otrzymaé z postaci generatordw M

N,H & rea-kc:ﬂ (L) = (viid) /vor. lemat 1.2/,
a




Uwaga 1.7
Korzystajge # jawnej postaci operatoréw M, N L{l. tatwo

sprawdzié, fe warunki wapélznienniezoéci /1.15/ oraz warunek
zachowanle pradu prawdopodobiedgtwa /1.14/ epeinione sa dla
kazdej funkeji rdéiniczkowalnej f: R*—R. Analogicznym ra-
chunkiem mozina wykazad, %e prad /1.13f/ tranaformuje si¢ wapéi-
znienniczo wiglgdem obrotéw w [R >,

lemat 1.6 zakoliczy2 plerwszg czeéé dowodu twierdzenia 1e3e
Dowdd twierdzenia edwrotnego moZna uzyskaé przez bezposrednie
sprawdzenie, Ze /a/ - /baa/ oraz /1.13a/ - /1. 13f/ prowadzg do

Telelleke ZoPap /por. uwasa 1.7/ -




Rozsdezsinanl II

Zgodnie 2z teza twierdzenia 1.3 problem znalezienia wazyst-

kioch relatywistycznych uktadéw kwantowych z zachowanym pradem
prawdopodobierdstwa sprowadza sig do klasyfikacji reprezentacji

r.h.a. W rreczywistosci jednak reprezentacja r.h.a nie jest

reprezentacjq %adnej aznanej abstrakcyjnej struktury algebraiocg-

i nej. Nie istnleje wigo ogélna teoria takich reprezentacji. |
A W rozdziale tym podemy pelng klasyfikacje reprezentacji z komu~
} tujqcymi 1 antykomutujgcymi sktadowymi operatora‘predkoéci A .
| i Niech samosprzgZone operatory (m ,n.f.A) tworza w przest-

i rzeni Hilberta h reprezentacjg r.h.a. Jesli domknigta pod~

przestrzen h,c. h jest niezmie_nniczé wzgledem operatordw

(m .D_,B_,f-\) » to Jej dopelnienie ortogonalne h, jest réwniez

podprzéatrzaniq niezmiennicza, Co wigcej, operatory reprezenta~

c¢ji s34 w tym wypadku ortogonalng sumg prosty swoich ograniczen

do podprzestrzeni h, i h,. Wynika stad, Ze wystarczy ograni-
czyé si¢ do badania reprezentacii /topologicznie/ nieprzywiedl-

nych, tj. takich, ktdére nie dopuszczajg nietrywialnych, pod-

przestrzenl domknigtych,

Z postacl relacji /a/ - /bas/ definiujgeych reprezentacje
r.h.a wynika, e operatory (m.n.A), speiniajgce zwiagzki
/a/ = /b/ tworza "podalgebre® r.h.a. 2 druglej strony, wzory

/va/ i /baa/ okreslajg operator A g doktadnodcia do wspd2czyn~

nika rzeczywistego. W szozegélmodol A mozna zawsze wybraé

¥ | - ”
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réwne éero. Spostraedenia te prowadza do prsyjecia nasteopuja-
oych definicji.

Definicja 2.1

Samosprzgzone operatory(m,n,f]) dzia2ajace w przestrzeni Hil-
berta © i spelniajace relacje /a/-/b/ /definioji 1.3/, be-
dziemy nazywadé reprezentacjs sredukowanej r.h.a /z.r.h.a/.

Def 2,2

Reprezentacje r.h.a bedziemy nasywaé reprezentacjg typu I,

Jesli Jedynym operatorsm spetniajgoym /be/ i /baa/ Jest opera- |

|

tor zerowy. W przeciwnym wypadku bedziemy nazywad rq typu II.

|
/A/ Skotozenle wymiarowe reprezentacje r.h.a

Zatozenie, Ze h Jest przestrzenig skoriczenie wyniarows,
pozwalé'nam skorzyastaé¢ z wiasnodci Sladu macierzy. MoZemy réw-

nieZ skorzystaé z faktu istnienia zupetnego /i skericzonego/

ukzadu wektordw witasnych dla macierzy hermitowskich. Prowadzi !
to do nastepujacych wynikéw carkowicie klasyfikujgcych ten 1
przypadek. , 1

Lemat 2,1 | i

Istniejq dokZadnie dwie unitarnie nieréwnowazne, skoficzenie
wymiarowe nieprzywiedlne reprezentacje z.r.h.a. Reprezentacje

te dzlalaja w przestrzeni h® « C*, & =4, przy czyms

m; = "%"Elju [R;.A]=738,




. Niech [;.Y aQ,¥, wéwczas s /b/

n, =0

R: = e 8;
gdsie, §; =3 maciersami Pauliego. |
Dowdads:

0 = (¥, [ni,A]Y) = i(4-23) 1V )2
st Himd. meisj,0a[n; 0}]=-4{n), {A..A;l}=
=-4i(RAjA; Aj+R)
wige {A; R, } 2 541. WprowadZmy teraz operatory 4,
- - :“—- e, Lj[ﬂi}nj} 3, 88 saszprzezone orasz [4;, 4_-']-
'i'&l.jk A, [, ﬂ~'] L€ R,. |
Niech m"r_g 4. Zatwo sprawdzié, e operatory i m,n gpeiniajy
relacje konmtac;]:l grupy Lorentn. Poniewaz sg samjsprzezono
1 reprezentacje jest skoficzenie wymierowa, to W m -Q-O s
Reasumujgc, istnieje 1-1 odpow;edni.oéé pomigdzy skoriczenie

wymiarowymi reprezentacjami z.i'.h.a, 8 reprezentacjami relacji

n“

{R:.A;} =25, /2.1/

I
tJ. reprezentao;]ami algebry Cliffoxrda ﬁ; przestrzeni euklideso- {
wej E o Ta ostatnia ma dokZadnie dwie nleprzywiedlne, unitar- |
nle nierdéwnewazne, reprezentacje W przestrzeni 02, a mianowi- ‘
cile =6 10 =§ . I

- | : o il
Lemat 2,2

Istnieje doktadnie jedna nleredukowalna, skolficzenie wymiarowa
reprezentacja r.h.a typu II. Dziala ona w przestrzeni C“,

przy czym




=ApP., AYO

gdzie J;,.f;\, 8q macierzami Diraca.
Dowéd

Powtarzajgc rozumowanie z poprzedniego dowodu otrzymamy

{Q;ﬁs}' =28i_j ,m=4 n=20.Ponievaz 0=Tw [n;, A A; A=

= Tor {91.9}2 oraz {91 .gr)/n, to {gk‘g]gg « Niech teraz
R*=% lz,,P.,. bedzle rozktadem spektralnym operatora A% gdzie

Q
04 Aa¢Adlaa{b, A% =3 wartosciami wlasnymi, a P, projekto-~
raml na podprzestrzenie wiasme. Macierze fA; komutvj;]q. z R%, wigo

podprzestrzenie te éq niefzmienn!,asa wzgledem oper ltoréw A, Rie

" Wnioskujemy stgd, %e Jeéll reprezentacja jeat nieprezywiedlna

to A%2=22>0. pla A)0 wprowadsmy A'= 2 A, wéwczas
1Ry R} =25,;, {A, ,AR}=0, A'*=4 /2.2/

Oznacza to, %e macierze 9, R' tworzg feprezentao;]e debrze znanej
algebry Diraca. Jedyna nieprzywiedlna reprezentacja tej algebry
dana jest za pomoca macierzy Diraca.

Wnilosek: m|
Reprezentacje z lematu 2.1 sg typu I.

Bezposrednim wnioskiem z lematéw 2.1 i 2.2 jest nastepujg- |

ce

Twierdzenie 2.1

» Niech samosprzezons operatory(m .n,B.A)tworzs reprezentacje

r.h.a w skoriczenie wymiarowe] przestrzeni Hilberta h. Wéwczas

Na Na - N3
h=8hi® O h,® ® h,

ani c.‘




[N

. . _55_
my=- % Eijn [H;.Hk]

n, = Q

n=®e @@(-6)®o & ¢

- aaa (,:4
N3
n =Q@140 @ b®l‘ Ob @ Coi‘ l p‘

gdzie, 4, % 41-4, %0 h ,=C"6,26,~8 =3 macierzami Pauliego,
A0, (L., Pe)=(L, )93 macierzani Diraca oraz 0,= 0,=0=Q.

/B/ Reprezentacje z antykomutujgoymi skladowymi eperatora
predkosci

Jak wynika z poprzednich rezwazand w skor’xczeni,!e wynia-~
rowych reprezentacjach r.h.a, sktadowe operatora h antykomutujs.
W punkcie tym podamy klasyfikacje waszystkich nieprzywiedlnyoh
reprezentacji speitniajgcych w?.runek /2.1/.

Przyjecie warunku /2.1/ pézwala nam na powtérzenie rozumo-
wania z dowodu lematu 2.1, Rzeczywisdcie, niech jak poprzednio
a; = - {‘ e_‘.’jk[nj'nh],,z, ‘-m-.;. Wéwczas operatory m, n 83
samosprzgZone i speiniajg relacje komutacji grupy SL (2.C)

oraz

ER!

Bl =T[n,A] =0

wiec‘takze
[@, 4] = [n,2] =0

’Poniewaz [6,; , Aj] = .Le;jh dy» dochodzimy do wniosku, Ze ope=-
ratory (# ,n ,4) tworza w przestrzeni h reprezentacje algebry
Lisgo 4l(2,Q) %+ 44 (2)

o A e

[
§




| muma g

b

';"’:'fi-.

o

-.:.;.f" Niech h, bedzie prazestrzenis nleprzywiedlnej unitarnej rep-

=
S

rezentacjl grupy S1(2,C), z generatorami (M.N), ah®s= C?
€ » £ 4 jak peprzednio przestrzeniy reprezentacji algebry

Clifforda ¥y. Wéwczas operatory
meMO®irt 40§

A =4®¢ Y

jl tworzg w przestrzeni b, @4k reprezentacje z.r.h.a. "
=-?'J'!.- |

i

i

f ' Lemat 2,3

fgl Reprezentacje z przyktadu 2.1 sg typu I.
ik |
:%;!l Dowdéd: | |
’g'l Udowodnimy, e kazdy operator R speiniajacy /va/ i /baa/
‘-'EJI‘_"]: _
it musi znikaé. Korzystajge z izometrii h,® C2 = h,® h,
| moZemy operatory m, nsA A zapisaé w blokowo-macierzowe]
P postaci
4
A
m4=(M4"I ) Cm =(Mz"% ) ” (Msi-% 0 )
: 2 M, , : T My/' ’ 0 My-%
| (5 &)
n =
& - N0 N
| 0 A 0-i 0
|
. = E ( B = n = &
i (o) RaTELL o i A, 0 -

)
&

n=(/o*a)

gdzle: o =a® o =d”, & s3 operatoranmi w przestrzeni h,.




Z /va/ i /baa/ mamy

M, 0]l =-[M, d] =2 elN, @] =2IN, d]= 3 (b-b"),;
IM b= iTM, b= % (a-d);

IMy.al =-[ M, d] =-e [N,,al=-€[N, d]= % bsb*);
" IM;, el = IMy,d]l =[N3, b1=0 5 [My b]la-b;
"INy @l =-ita; [Ny, dl=-icd

“INg bl = iIN, bl 2=-%g(ard);

Z tozsamodci Jacobiego [M, LM, dl] + cykl. = 0 otrzymamy
b -k . Wzgledniajde ten fakt s [M, Ab]= ii(d ~a) wynika
dea . Teraz[ M, al2k , (M, a] =[M,.a]= 0» wigo

b= o, W keriou [N, ,#]3-ito prowadzi do o = O

0
Twierdzenie 2.2

Reprezentacje z przykiadu 2;1\wyczerpuja abldér wazystkich
nieredﬁkowalnsch reprezentacii r.h.a typu I spetniajacych
warunek /2,1/. |
Dowéds
KaZda nieprzywiedlna reprezentacje r.h.a typu I jest nieprzyv-
wiedlny reprezentacja g.r.h.a /twierdzenie cdwrotne nie Jest
na ogdt prawdziwe/. Wobec lematu 2.3, wystarczy pokazaé, #e
reprezentacje 2 przykiadu 2.1 wycserpuja zbidr wszyetkich
nieprzywiedlnych reprezentacji s.r.h.a. |

Skorsystany teraz z twierdzenia Dixmiera [21] /twierdze- |
.nle 13,18 atr, 273/. Orseka ono, %e jesli G, jest grupa typu “

I, to kaida uniturna nieprzywiedlna reprezentacja i1loczynu -""I:'I ;
|.
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prostege G, G, Jest postaci *,®T,, gdzie T,, T, sa odpo-
wiednieo nieprzywiedlnymi unitarnymi reprezentacjami grup
G, Gao SU(2)jak kezda grupa swarta jest typu I [22]. Dowéa
kodczy spostrzezenie, Ze w naszym wypadku, reprezentacja
SU(2) zadana jest przez reprezentacje algebry Clifforda C; .

@ Praejdfuy teraz do klasyfikeo)i representacyi gz nletrywialnym
'i;_;;, . operatorem masy. Zaleienie

* i { R i A } =0 72.3/
A ‘ |

_, pozwala nam na powtérzenie rozumowania s dowedu lematu 2.2.
{ Rzeczywisocle, operater R? komatuje w tym wypadku 2 pozostalymi

generatorami reprezentacji. Jesli wigo A* ) () Jeni wartoscia
wiasng A2 s to odpowiadahqoa m podprzestrzen je |t podprzest-

rzenia niezmienniczg. Prowadzl to do nastgpujscege przykiadu

i reprezentacji r.h.a.

b
il !

Proykiad 2,2 ‘
Niech[M ,N) beda generatorami nieprzywiedlnej, unitarnej

reprezentac)i grupy Lorentza w przestrzeni h,, a ( &, 3)
macierzaml Diraca. Poidimy

h = h,® C"
my® M;®4 -3 €ijk [nj,ﬂ“]
n =N &/

A = 4 0L - '
0 A moadep . aAeop
Twierdzelagle 2=2

4

. Reprezentacje s praykiadu 2.2 wyozerpuja zbidr wezystkich




unitarnych i nieprszywiedlnych reprezentacji r.h.s typu II,
speiniajacych warunki /2.1/, /2.3/, A2 - ma dyskretne spekt- i
™. |
Dowéad: i

Dowéd przeblega analogicznie do drugiej czescl dowodu twier-
dzenia 2.2, W miejasce SU (2)nalesty wybraé 32-elementowy gru- |
pe Direca [ 36 ] , generowang przes relacje /2.2/ |
_ a ‘

Réwnanie Schr8dingera dla reprezentacji s praykladu 2.1 3

wa postad réwnania Weyla : I

i ¥ =cBPY /2.4/ i

dla dwukomponentowego neutrina. Réinica polega ma tym, fe h
funkcja falowa W = Y (i x z)zalezy dodatkowo od szesrolonego
parametru z. Wynika te z faktu, Ze unitarne representacje

grupy SL(2,C), moga byé realizowane w przestrsext L(C, dzd3)

Wtasnoscl transformacyjne bedq inne niz spinors ¥eyla,
Parametr "2" bedzle oddzialywal 2 minimalnie sprsgicnym polem
grawitacyjnyn.

Podobnie w przypadku reprezentacji typu II, etrzymamy

nieskoniczenie =« komponentowe réwnanie Diraca

LY = (LPrAp)Y 2.5/
gdzie b ¢ "V(t.&.z)ed:"

Oba réwnania mozna rozwigzaé metodami anelogiczrymi jak

w przypadku skoficzenie wymiarowym. [
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pred kodol

Zbadamy teras alternatywny do poprzednio rezwaianege
przypadek, mianowicie gdy

[Ri A =[R;,A] =0 /2.6/

Z /2.6/ wynika, te operatory(m ,n) reprezentacdi.(_@ .n . A A
roh.a, speiniaja relacje komutasji grupy SL (2. C), ores

o ImiRy) = ieqyu Ay
S OV S ERTC S RGN
- [myA] 0 /2.70/ E'LI
[n;,R] = -iR;A | '

Ostatnie zwiazki oznaczajg, %e smardéwno w przypadku /2.7a/

Jak 1 /2.7a<b/ mamy do- czyniepia z algebraloczna postacig
uktadu imprymitywnodci 16 /tom II e.146/. Przypadek /2, 7a/
odpowiada reprozentacji z.r.h.a. Musimy teraz odpowiedzied

na nastgpujace pytanie: na jekieJ SL(2,()przestrzeni W bazu- |

Je ukiad imprymitywnosei /2.7/. Odpowiedzi na to pytanie
udziell nastepujgecy lemat.

Lemat 2&&

Niech (m,n ,ﬁT‘.‘) bgdg generatorami unitarnej reprezentacji
grupy Poincarego, eraz niech istnieje T2 4. Wéwezas operato-
ry(m,r A.R) gdzie f =j_l' Ji°s A =9°" spetniajs zwiaz-
ki komtacji /2.6/ 1 /2.7/.

Dowdd:

Przez bezposredni rachunek. Na prayktad, mnozac obustronnie




I )
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przez fp z[g,:ﬂ'°]=1'_.ij dostaniemy [_q )= -i ﬁ- s.‘..
Wnioskiem z powyiszego lematu jest stwierdzenie, e uklad

imprymitywnodci /2.7a/ odpowlada dzlataniu grupy Lorentza

w przestrzeni rzutowej P(R'). Rzeczywidcle, punktaml przestrze-
ni rzutowej P(IR") 83 proste w przestrzeni R, przechodzace
przez' poczgtek uk¥adu wspdirzednych. Grupa Lorentza dziala
liniowo w R"Y, wieec przeprowadza proste w proste. Niech

pe P(RY) a y =(\J°.!) bedzie punktem na prostejpp. Kaidej
takie]j prostej /z wyjgtkiem prostych lezgcych na hiperpowierz-
chni y"éO mo%emy przyporzadkowad wepSirzgdne W; = g-é € [R’,
Ale jek wynika z lematu 2.4 operator A; przeksztalca sig jak
%—";' » wige W = P (RY). Dalej ograniozymy sie de p Izypadku
tranzytywnych ukladéw imprymitywnodci. Dzialanie L(2,C)

w P(R") & R3/£¥ oznacza réwnedé z dokiadnodois do zbloru
riary zero/, ma trzy obszary t\ranzytywnoéci Jorbity/s
wXi,w3s4 1 w1, Ozng.ozniy Je kolejno Wi, Wo,W-. Obszary
te mozna otrzymaé przes zrzutowanie odpowiednio: hiperboloidy
dwupowtokoivej y’a-d > stozka.yl-o i hiperboloidy jednopowlo-
kowe] y2=4 o Grupami stabilnosci w pierwszym 1 ostatnim przy-
padku 88 SU(2)1SU (4,4) =5SL(2,R). Grupa stabilnosei punktu
na sferze W, jest parabolicana podgrupa P 2 (R**y (1)) @ R?
z dzistaniem [23)] :

(A2 (A ¢, 2) =(';\ N T AP ;\*ezwz) /2.8/

MoZzemy teraz posiuzyé si¢ twierdzeniem .Mackeya o imprymityw- |
nofoi [16],{23] , by otrzymaé wezystkie nleredukowalne, tran- g
zytywne uktady imprymitywnosol edpowiadajgqce relacjom /2.7a/.
Najplerw jednak sajmiemy si¢ reprezentacjami typu II.
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W tym przypadku konstrukecje Mackeya moZna ominaé.

Lemat 205

e e Pt o e

Jesli operatory(m .Ip_. A .R) tworza nieprzywiedlna reprezenta-
ej¢ r.h.a typu II, speiniajgea /2.6/, te istnieje A~
Dowéda: |

Zaldimy, %2e R jest nieocdwracalny. Oznacza to, 26 ) jest war-

todclg wiasng operatora A. Niech h, bvedzie odpowiednia pod-

przestrzenisy wiasna. Z /2.6/ 1 /2.7/ wynika, %e ho jest nie-

ﬁ{ zmiennicza wzgledem operatordw (m n.A). Rzeczywidcle, jesli

' yeho tofn, ¢ (n;A-1ARIga0 wigo n, iy eho

:§,_ Z nieprzywiedlnosci wynika R =0 '

fl .' Lemat 2,6 | |

| Istnieje 1-1 odpowiedniosé pomiedzy nieredukowalnymi reprezen-

tacjami r.h.a typu II, apetn:l“ajqeymi warunek /2,6/ a unitar-

nymi, nieprzywiedlnymi réprezentacjami grupy Poincarego

s I 0

Dowéad

Niech(m.n ,.A,A) bedzie taka reprezentacja. Poniewaz R # ()

to istnieje A~4 . Latwo sprawdzié, ze operatory(m_.g.ﬁ:!.ﬂo),

| gdzie 7°= A~ ,1[’ =R R4 speiniajg relacje kemutacji
grupy Poincarego. Twierdzenie odwrotne wynika z lematu 2.4.

- - a
Lemat 2.7

Reprezentacje z.r.h.a, edpowiadajgce nieprzywiedlnym {1 tranzy-
tywnym uk2adom imprymitywnosel /2.7a/ » bazujgcym na przestrze-
niach W, 1 W_ sg typu II.




| - | -

Dowdéad

Dowéd przeprowadsimy dla przypadku y3<{4. Zgodnie z twierdze-
niem Maclk eya, ukiad taki mo%e byé realizowany w przestrgeni
L* (We K dW), gdzte H jest praestrzenis mieprzywiedlnej, unmi-
tarnej reprezentacji matej grupy SU(2). Operatory A; majg ke-
noniczng postad, tzn. (A f)(w) = w f (w).

Sprawdzimy, e opemtorﬂaW-W spetnia relacje
/2.7v/. Rzecsywifoie, 3 /2.7a/ wynika y

) [."*1.9‘.2]‘ Z‘L'QL('{-BQ)
wigo | - |
2B * [y 48] 20T [, .“—‘Jﬁ']

stad [n; R)=-1Q;R
Analogiczny rachunek wmozna przaprowadzié dlaw?)4{ z = JR:

Pozostat nam jJeszcze przypadek tranzytywnych, nieprzywiee:

3 nych ukadéw imprymitownosed, bazujgeych na sferze W,. Ukiady
takie moga by realizowane w przestrzeni h = L' (Wo X, dw)
gdzie dw Jeat kanoniczng miara na sferze, a H przestrzenia us:-
tarnej nieprzywiedlnej reprezentacji matej grupy. Sklasyfikui-
my wplerw przestrzenie X .

Mata grupa P = (R*x U(4))o R’na strukture regularnego
iloczynu péiprostego [23] grupy R*>»U(1) z grupa translacji R?

- Wynika stad, Ze jej reprezentacje moga byé realizowane w prze-

';:l‘f  gtrzeniach X 2L(Q Kk dpin), gdzleQ jest orbita grupy

" R**U(4)w przestrzenti R? » 8 k Jost przestrzenia nieprzywiedl-
nej unitarnej reprezentacji matej grupy, przynaleZnej do orbi-
ty {2 . Zatwe sprawdzié, ze dzlatanie Rez —> A2 gi2¥d,




1 . -42- H.
ma dwa obszary tranzytywnofei Q,=R*-{0}1Q,={0}. W pierw-
v

| ssym przypadku mats grupa punktu z $2, jest podgrupa Z 2= 4-1)
Z, ma dwie nieréwnowazne represzentacje, dzialajace w przest-

i rzeniach &= € » 8dzle § =0 edpowiada trywialnej reprezentacji |
& §=4 wiernej. Ostatecznie wigo N’ = L (R? hs, dxdy)= [
24L2(R? C.dxdy), ¥ drugin przypadku $202{0} mata grupa jest i
podgrupa R* = J({). Wszystkie nieprsywiedlne unitarne repre-
zentacje IR*x U({) sa jednowymiarowe 1 maja postaé
(A3) = N*“eim®;  GelR,m=012422,. |
W tym wypadku J '™ = h“":",-(, ‘
Trangytywne uktady imprymitywnosdci realizowane w przegt- "
rzeniach &*(W, , W *€™d .)ea nieredukowalnymi re;&rezontac:]ami |

grupy Lorentza. Tworzg ona gidéwns serie reprezendacji unitar-

4 nyeh [23]. Zazwyozaj; realizowane ss nie w przestrzeni funkeji
i na sferze, ale w przestrzeni funkcji na uzwarconej plaszczyi-
nie zeapolone] f o Przejfoie W&"é odbywa sig¢ za pomoca

rzutu ‘stereograficznego w —» z = Witiw, "'.'."::: . SL(2.C) |

’ dziata w f odwzorkowaniami prawie liniowymis '
‘ &
<gd=13 z.—@z-;"-‘;—g R [.‘ g] e SLC2.C). *

Reasumujsc dotychozasowe rogwazania stwierdzamy, e zache-
dzi nastepujace twierdzenies

Twiexrd zenie 2 24

' Nieprzywiedlne unitarme reprezentacje grupy Poincarego, 3 wy- ’_

Jatkiem uzupeiniajacej serii repre zentacji unitarnych grupy

L"(No, ]{’,du)l6=0.l, wyozerpu)g szbiér wazystkich nieprzy- o
wiedlnyc!it:.h.a speiniajgoych warunek /2.6/ /w klasie tranzy-

I{ Lorentza, oraz reprezentacje realizowane w przestrzéni
|
|
|
l .
' /r&,@ﬁ\,u\n“\\-atbu




- h3-

tywnych ukiadéw imprymitywmoesci /2.7//.
o
Naplszemy teraz réwnanie Schrdingera dla ukzaddéw kwan-

towych z komutujgcymi sktadowymi eperatora predkosci. Wektor
stanu takiego ukzadu nalezy do przestrzeni 4.* ( |R3,h ,dsx).
gdzie h jest przeatrzenia nieprzywiedlnej unitarnej reprezen-
tacji grupy Poincorege. Jak wiadomo h moze byé realizowana
jako przestrzed £L* (V.M dpn), gdzle V jest jednym ze zblordw
V3 V,, VA {0} - Zbiory V zadane e3 odpowiednio przez
y2=-23, y*=0, ‘533 A,Ae R .d,.a. Jest miara inwariantna na
V, aX przestrzeniq nieprzywiedlnej reprezentecji unitarnej
matej grupy. Matymi grupami odpowiednio do orbit es3 SU (2),
E(2), SUCI4)1 sL(2, ¢). Praypadek SL('Z.()ond\Tliuy oddziel-
nie. Réwnanie Schr8dingera ma postad

im0 2 (wP+ we) ¢ /2.9/

Pt;nkcja falowa 9 = Q(t.g_.g).gdzie\jev, ma wartosfcl w przegt-
rzen:l)-l w:gj ,W""%"
gdzie \J =vl “'l! dla ge.Vg i tj°=r— dla '«je-vo-

0gélnym rozwiqza.nieu tego réwnania jest
PCE.x.y) = Qo(x~wt,y) e-kwot /2.10/

Widzimy ptad, Ze jesli wg)d » 8 tak sie dzieje dla y € V. A
to propagacja w /2.10/ Jest akauzalna. Dlatego te3 przypadek
ten nalezy. wykluczyé /por. uwaga 1.3 4 1.4/,

Jesll mata grupa Jest SL(2, Clo wmusimy ogreniczyd sie
do giéwnej serii reprezentacji unitarnych. Tersg ye Wo ,
gl 4 1 w miejsce /2.9/ otrsymamy

4

e i e ——— |



i 5o =(y:-PY O

gdzie ¢ =¢(t.,5_.g_)¢.t
Ogdlne rozwigzanie réwnania /2.11/ ma postad

Q(t._&.g\ = 9,(5"g_t vy

/2.11/




Rosdziliet 1III

W rogdziale tym wykatemy nwiqzeklpomigdzy reprezentacja=
mi r.h.a, & pewng klass niehermitowskich reprezentacji algeb=-
Ty Liego sL(2,C). Niestety, nie doprowadzi to do' nowych f
przyktadéw r.h.a. Okazujé sl¢ bowiem, %e znane raprezentacje

grupy Lorentza nie spetnlajg dodatkowego warunku. Nowa tech-

nika bgdzie przydatna do wykazania zwigzkdw pomiqdzy relaty-
wistyozng mechanika kwantows /w werji zaproponowdnej W pracy/,

a teorig niezmienniczych' réwnad falowych, dajqny#h sig otrzy-

maé z niezmiennicze} funkcjl lagrange’y, |

JA/ Reprezentacja gzowa;gxgggg"g Z roh.a
Lemat 3.1

Riech (m X, Q )bedzie reprezentacjq g.r.h.a w przestrzeni
Hilberta h . Wéwczas operatory(wm, L), gdzie Ls-n-~ A tworza
w tej przestrzeni Treprezentacje algebry Liego .sL(?.,(L) » Wraz
% dodatkowymi warunkami postacis

Y ® A R .
Na odwrét, niech (m L), ™ = 4 ,L-‘-L bedzie reprezentacia ;
sL(2.C) w przestrzeni Hilberta h . Jesli gpeinione s3 warunkd '

/3.1/, to operatory(m .0.0), gdzle n « 3 (L+), a4 (L-L*) y
tworzg w te) przestrzenti reprezentacjq z.r.h.a. ‘



%

Dow 6' d s
Przoz policzenie edpowlednich komutatoréw. Na przykiad
z[n;.ﬂ] i z{ﬂ‘.ﬂ}dostuiomy(n *-. R;)-
Ay (n; - %D ) 0i; eomyli |

LA - Ry L= i, e
wntawicjao‘ teras

Aj = il - KT,
dostaniemy /3.1/. :

Dei’iniclja 3.1 ' _ i

Niech (m, L) bedzie reprezentach al(2.C) apejniajacq waru=
nki /3.1/. Reprezentacje (m L) bedzieny nazywaé stowarzygzo-

ng z reprezentacja rsh.a.

Lemat 3.2

Niech samosprzezone operatory (M, N) tworza w przestrzent
Hilberta 4, reprezentacje algebry AL(2.,C€) 1 niech (m.L)
bedzie reprezentacja stowarzyszona w h . Wéwezas iloczyn ten-
sorowy (M . NY® {+ 4@ (m L) Jeat reprezentacjg stowarz:-
szong w przestrzeni h, ® h,

Dowéd:

- Ponlewaz dla operatoréw 8amosprzgzonych prawa strona /3.1/

znika, Zatwo sprawdzié, Ze eperatory N®{+4{®| spetnia-
ja warunki /3.1/.

Uwaga
Nieakoticzenie wymiarowe reprezentacje r.h.a, s antykomutu-

a




' Twierdzenie 2.1

= “7“

Jacymi A; /przykiad 2.1/, mosna otrzymaé metoda lematu 3.2,
W misjsce (m.))nalesy wziaé representacje fundamentalna
/spinorowa/ (% g . * % g).

' Pejawla sie¢ teras nastgpujace pytanie. Ktéra sposrdd
gnanych reprezentacji sL(Z.C)Jest repregentac)y atowarzyszo-
Ra? W skericzenie wymiarowym praypadku, odpowied: jest znana
/rozdzial II /A// - tylke ob1§ reprezentacje fundamentalne

"spetntaja /3.1/. W przypadku nieprzewiedlnych reprezentacji

nieskoticzenie wymiarowych oras nieroskiadalnych represmenta-

eji typu Gelfanda-rononaridfa§odpow1cdi daje nastepujqce

s niegkoricze=-

e N:I.ech(m.
" nie wymiarewe] reprezentaodi algebry &l (2, (), odpowiada-
jgcej parze (k, .k,) [24,25.26]. gizie ho - calkowita

- lub poiéwkowa, k4 - zeép&lona. Wéwczas (m L) nie jest

repiezentach stowarzyszonsg.

2. Nierozktadalne reprezentacje aL(Z.C) typu nieosobliwego
/wedtug Gelfanda-Ponomariowa [27jl'nie'sa reprezentac jami

stowarzyszonymi.

/B/ Dowdd twierdzenia 3.1
' i

Dla dowodu pestusymy sie techmnika macierzowg Najmarka.
Wprowadzimy najpierw operatory pomecnicze P,D,Q [24]. W tym
celu wygodnie jest roazwazyé ogélniejsza klasg reprezenta-

- eji, ni% ta, o ktérej jest mowa w twierdzeniu 3.1.




Y
' :F"‘”
a4l

Rogwazmy reprézéntacje(m _L), algebry Liego al (2,C),
W przestrzeni Hilberta X. Bgdziemy dalej zakiadaé, %e je] ozesd
su/2/ Jest catkowalna do roprnzontacai T grupy SU/2/. Niech
wakadnik K,K = 0/ 1/2, 1, ...

qunaruje niqredukowalne repre-
zentacje grupy SU/2/. Zdéfintﬁnﬁiw operatory E¥J

[24]

I7 j 17 (5) * (E) 9

SU cz)

g gdzie I,J = =K, -K+1. .... K,a 013(5) 83 elementami macierzowy-
,ni K=-teJ nieprzywiedlnoj roprosontaoji. EKJ 84 ograniczonymi

I
operatorami spezniadﬂoyni

® E‘f‘f.v",:;& 161:7 B

W ézozegélnoéoi E?& 84 préjoktorani. X jest domkni%tq sumg

prosta domknigtych podprzestrzeni X% 3

E%I X. gdwzorowanie
E§J xg-bx’x{ Jest izometrig.

Jedli P Jest unitarna,’tb E?i" E§ o W mazczegllnosdol E%I 83
projektorami ortogonalnymi.

Najmark pokaza [24] /twierdzenie 2 str. 299/, %e mozna
wprowadzié operatory

By s Xg—>Xg 3 % ¢ Xx—>Xgy 5

takie, 2e | S

K=1 K
s X ~—>X
Pk K=1 K

13Ej; - dxz_',z Ejzoy QKEE@ - JEJ¢ Py Bg -
\I(xn)’c‘-ﬁ Jx+1 Dre1 Eﬁ.r

/3.4/




==

e e e

[ —

SR R e S e

e r“—fw-.ﬁﬁ__ﬁﬁ? e

K= tog k°+1’ eee o

~ 49 -

Jawna postaé operatordw P,D,Q znana Jest dla nieprzywiedl-

gyoh reprezentacji .sL(Z.O. Jedli liczby (ko,k1) 83 niezmienni-
kami takiej reprezentacji, to [28]

| 1k_k
S N
1 [(x2-ky2) (x2- k"’)] 12
Qg = K(£K2-1) 73 T(K) . /3.5/
_Exa-koz) (k2-k?) 1,2"6(1‘)
K (4k=<1) "

gdzie 'C(K) Jeat skefdozong, niezerows licsba zespelony, dla

|
Zapiszemy teras waru,jk:l /3.1/ za pomoca eperatoréw P,D,q.

Lemat 323

Ni.ech('m .L)hedzio reprezentacjq algebry sl(2,C)w przeatrzeni
Hilberfa taks, e jej o0z9488 su(2) jest catkowalna do unitar-

nej reprezentacji grupy su(2). Wéwczas /3.1/ jegt réwnowazne 3

~ 2 a2
Dowdd s

PokaZemy, %e z /3.6/ wynika;jq pozestate zwiazki /3.1/. Korzys-

tajac z catkowalnosci su(2) mam;y e""'f By 13817 Ba A Lo+ Mnozac
m

+1
odpowliednio oble strony /3.6/ prazez operatory e > | dostanie-

ny 21‘212‘- lg - 122 = 1. Liczqc obustronaie komutator /3.6/

z operatorem m, 1 pami¢tajgc, Ze [11.13] [11,1:‘] otrzymamy

»
313 + 151 = 1,1,- 1%1% = 0.

0
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Lemat z.&

Niech (m .L)bedzie reprezentacis stowarzyszona w przestrzeni

Hilberta X, a P,D,Q operatoranmi pomocnioczymi /3.4/, Wéwozass

2 (D% Q")+ (ViQg, Q) + (P41 g7 ow)
| /3.7a/

dla.ve K 1» ¥e& KI}. K)ko-l-‘l

n

(Pgvs Qg ) =2 (Pger"s Prea®) +
/3.7v/

+ (‘ rm K+1 x+1) vew) = (v,(p PrQre1 + Quq Pxn)"’) -0
1

|
X 1
vex , wexgdl, Kyk
| ' x

K2 P(Kyv,w) + (K+1)2 G(K,v,w) - Jz(P(k.v,w) + G(¥,v,w) +
' /3.8/

+ H(k.v,w)) = (v,w)
dla VW € XI% 'y K)/ ko’ J = -K"'K+1.ooo Ko

gdzie

£ y ) Su(2) niezmienniczy 1loczyn skalarny w X

ko = minimalny gpin w reprezentacji SU(2),

F(¥,v,w) =2 <QKV, QW) + (DKQKv,w) +(V,DKQKW) }.

G(Kyv,w) =2 <DK-I-1V’ Dger W) + <QK+1 K-M"'r w) + <V’QK+1DK+1W>
H(K,v,w) w2 { Py Pew ) +( P vow) ¢+ (v, K")




—=
Ve Ty

TRl

i B e

czyll plerwsza cz94é /3.7a/. O
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Dowdéad
Zademonstrujemy metodg dowodu. Przepiszmy /3.6/ w postaci

2 <133. 131> - (13'2:’Y> -(=, 1321> - (x,y)

K K=1
’

Terasz podprzestrzenie X 7 84 ortogonalne. Niech xe& X J

o

ye X§ 1. 2 /3.4/ otrzymujemy

B e L = Wen2-0% 852, o, Bo1y X

- 7 By, P #-.-}: x + (K272 By D Eﬁ:h .

Analogioznie

\ 2_12' zK S 7% +1 K41 o _
13y = \(Ke1) 2-3% Biy Qg BgYly v = 3 B3 Py BiHg 9

= ‘I 2_ +1 "‘ +1

= W(xe2)2-3% B, Dep BRhig Y
Widzimy, Ze 13x ma wartosdci w przestrzeni X§'2& X§'1@ xk )
x_xatomiast 133} w przestrzeni xxex‘“‘@ xK+2. Wynika stad, zZe

J J J
Jedyny nie znikajacy czton w iloczynie (13x. 13y) wynosi

-\-0® Niwe) 20 (o oy B9 % Ejg et ety ¥).

Niech v = E}Ié:}J X, Wm Elé:h( Y. Pamietajgc, Ze operator ng

Jeat izometrig, otrzymamy

(3% 137) = -\ ﬁ*ﬂ 252 (g, Qe 1™) 1




" Uwaga
'Dla K) 1/2 32 przyjmuje co najmniej dwie wartosci. Ponlewas

funkcje P,G,H nie gzaleig eod J, wigc réwnanie /3.8/ rozdziela

8ie na dwa rdwnanle postacis
K2R(K,v,w) + (K#1)2 G(K,v,w) = (v,w) : /3.8a/
F(K,v,w) + G(K,v,w) + H(K,v,w) = O, /3.8v/

Teras motreny praystqapié do dowodu pierwszej ciesol twier-
dgenia 3.1.-
Dowdéad:
Ozhabzmw przez X przestrzef representacji. Dowdd przeprowadzimy
nie wprost. Zaléimy, Ze 1etnieje w X i1loczyn skalarny )Y
speiniajacy /3.7/ /3.8/. ﬁiech vk° bedzie ustaloiym wektorem
w X0 takin ze llvk°|| = 1. Okreslmy indukeyjnie K1 = Dyqv

k

°
%Z /3.5/ wynika /bez uunowanigﬂs

1k _k

s 01 K .
PK lm"-vax

K

gy (& 2=K?) (K°-k%) i
Qgv o e 4 'K - Qv
K= (4K°=1)

Watawmy teraz wektory vK do /3.7a=3.8b/. Otrzymamy

Qg K41 :

(apk = Bg = Pge1) 9xer1 - (251(4-1 - P - 3K+1)0‘k+1 =0
. /3.9b/

K

h|




TE_ 2qKEK 2 - 2 -
8 “Ex TR vt 2dgyy + gy * Ageq =
/3.9¢/

-2 legl® - p® -

2qKﬁK 2 a -
x (_-’-T + qg + ix) + (m1) (Z‘Kn * Qg4 *qK+1) =

| /3.94/
. 1 K2 |
; gizie Lo & I:: i ™7 ) O 4laX)>k,. Dowsd sakefozymy lema-
b tems .
Lemat 3.5

== i

Nieskoiiczony uktad réwnai /3.9a-d/ nie posiade dedatnich réinych
od mera ‘lrozwiqzaﬁ °('K'

Dowdédd: |

Z2 /3.9/ dostaniemy

e

\

2 gIntg, ) + Inggqe ., = O

R

» 1
2 Re qgyq + gz Be qgagyy + gy = O
F Kombinmujge te dwa réwnania dla Imqy £ 0 mamy

Re qpq Imq q
KH4K+1 K41 K42
2 R0 9ge1 = 2 Dhagyt Tooragyy " T Tmagp

Uwzgledniajge postad Qg dechodzimy do sprzecznodci, czyli
Gg = ag, wige ky = k.. !

Rozpatrzmy najplerw przypadek K, = =k,. Wiedy Py = Px

i prawa gtrona /3.9¢/ znika. Teras tatwo sprawdkié. %e ukiad




/3.9c=d/ jest sprzecazny.
Analogicszne rogumowanie wyklucsa praypadek l:° » 0
; ik, =0, |
Pozostat nam jesszoze prazypadek k1 = ky (pxaé 0). 2 /3.9b/
“ wyliczamy, %e g = = 21&4- Qge Watawiajgc to rozwigzanie do
| /3.9a/ otrzymamy sprzecznesé. Reasumijges Zadna % wartosei k,
nie daje dobrych rozwigzes ukiadu /3.9a-d/. |
Prze;]dziemy teraz do dowodu drugiej czedci twierdzenia
3.1. Teraz xJ = C° dla kaidogo K,J. Operatory P,D,Q maj3 naste-

L '_ ‘pajacs postad [27].

(kq+1)

'Px - m [1 ] 'E'(T%W' L=]
.'i.f_fz_..._ {(xz-k,"’) [1] + 21k, [a]e (k2 +1) [32]}

Q
K k2(4x2-1)

I oxem

Y !

! gdzie k = gcatkowlita lub poldwkown. k, - zespolona, I maciers
.-r 040 1

Jednoltkowa. a = 0 04 0 0 Jest nxn klatkg Jordana.
o... '.'. .. 0
Wyblerzmy w kazdej przestrzeni xK a " wektor VK, o wapdirzed=
aych [1,0 ... 0]. Zauwaimy, %e [a]v = 0, Stad K+1vx s
PKVK - PKV ' QK'VK " quK 1, gdzie Pyrdx 83 takie same jak
4 ‘W przypadku’ reprezentacji nieredukwalnych. Prowadzi to do
{ ukZadu /3.9a-d/ 1 lematu 3.5. " ' o
Uwaga | i
Przypadek nierozktadalnych reprezentacji typu osobliwego [2ﬂ '
pozostaje nierezstirzygniety. |




Na gakoficzenie pokaiemy, %e skoriczone sumy proste repre-

zentacjl =z twierdsenia 3.1 nie 88 reprezentacjami stowarzyszo-

nymi. Méwi e tym nutepujacsllomt.

Lemat 3.6

Fiech ('m L), gt 1 »2 bedg dwiema reprezentac;jami st (2.0)
W przestrzeniach I. Fiech (m ,L)= (m L) ( )
/+ oznacza sumg prosta/. Jesli(m L) jest relprezentao;jq stowa~

o ra3yszong, to 1 takiuwi ag reprezentacje (m.,L).

Dowdad .
Jedli ( , ) Jest iloozynem skalarnym w X & X + J’I. to
2 (132, 19) - (1,%,3) - (x1,%) = (xy),

(@x3) = (x,my). |

 §
Pokalemy, %e w przestrzeni X 1;tnieje :I.loczyn{ )¥ spel‘niaja- :

¢y analogiozne zwigzki. Nieoh x € X . Wéwezas 13x - 13 s I x-

I |
X. Wystarczy teraz w miejsce x,y wstawid wektory x. ¥

1 zdefiniowad {, >I = < C) l);( 0

/c/ Zwigzek z teorig niezmienniczych réwnan falowych

Rozpatrzmy réwnanie postaci:

(r* *iQ)yY=0 /3.10/

'gdzie,&’: lR“—-)h Jest funkcja falows o wartosciach w przestrzeni
Hilberta h , a s + S2 operatorami w h .

Y
-

Definic;a 3

Méwimy, %e réwnanie /3.10/ Jest /relatywistycznie/ niezmiennicze

E—
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[29] jesdli w przestrzeni h dziatajsg repruentacjo T, T grupy

Lorentn, takie Ze

T T (A=A r Y Jrot1as

1‘. (M) Q'i' (’.\)-4 = QD /3.11b/

"'f! Inacze) méwige, réwnamie /3.10/ jest niezmiennicze jesli
r"' tranaformje 519 Jak ezterowektor, aQ Jak akalar wzgle-~

;__

| dem reprezentacyi 7, # grapy SL (2.0).
4 Uzywajac teerii Gardinga uogdélnionych operatoréw tensoro-

)
i

| wyoh [29] tatwo jeat znalezé algebraiczna postaé /3.11/. Niech

|
(m L ) » I = 1,2 bedg generatorami reprezentaoji . Wéwczas

| (e
|||

w miejsce /3.11/ mozemy napisaé

E: 9 - A -
E:l 7:1. r‘J j Wi | A,G.ijrk
4 -~ 4

- m Io -lTom =0 /3.12a/
LN cRi,=168,,T° '
. Yili TliLi® oy
e ro - r-o = o ,
‘-;:?:};' L L L ..r: o
f;,' . Q i Q . o
i’ = o /3.12b/

LR -l =0

' Twierdzenie 3.2

{| Réwnanie Schr#dingera
1 b g Y= GiAkd, r R Y

dla standéw r.l.u.k.s.p.p. jest niezmienniczym rdwnéniem falo~-
wynm.




e

Dowda:

¥iech (m ,n,AA)bedzie reprezentacis r.h.a, a (m .L)reprezenta-
cja z nig stowarzyszons. Poléimy 1‘2 -\3 = m ;1_ 3 1 = L*;
% 1; Ei Hi.'Q -R. Pokazemy, ze tak okre$lone operatory
speiniajq relacje /3.12/ niesmienniczego réwnania falowego.
Rzeczywiscie, poniewas ro- 1, to /3.2/ 1 /3.3/ mozemy zapisad

L‘: T} = l'j‘l.-,_=' 1.8;31""

Vilre-rey = :m
Podobnie z /ba/ i /baa/ dostaniemy /poréwnaj /3.15//

mRA-Awm =0 "

*A-~AL =0 | /3.13/
| 3 - O
Unaga
Ostatnie réwnanie oznaczaja, za\ A Jest operatorem splatajacym
/edwzorowaniem homomorficznym/ reprezentacje ( n_'),_L) Z reprezen-
tacja do niej kontragradientng (m ,L1*).

Fizyoy najchetniej zajmuja 8i¢ niezmienniczymi rdéwnaniami
falowymi postaei /3.10/, w ktéryoh T w © = T [24,25,29-34] .
Rozpatrzmy ten praypadek dokZadniej. Niech (m,l)beda genernto-
rami reprezentacji T. Wéwczas lewe strony w /3.12/ stnja sie
komutatorami. Zazwyczaj zaktada sie ponadto, %e w przestrzeni
A wartodoi funkeji falowe], istnieje tzw, hermitujsca forma
{ : }. Fo;-ma( : }Jeat niezdegenerowang /niekoniecznie
dodatnio okreélona/ formg pdttoraliniowa, wzgleden ktérej zardw=

‘0o generatory (m, L) jak 1 operatory T~ ag "samosprzgzone®

tzn,.
: )
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{Uv.v} "(\p.luq) o /3.14/

gdzie v, ¢ € h, (Y jest jednym s operatoréw (m L I'* C0).
Jedli h jeat przestrzenia Hilberta, 3 iloczynem skalarnym
( ' ) o Wygodnie jJeat w miejsce formy { . }wprowadué
hermitujgcy operator p [34].9 jest mamosprzeZonym i odwra=-
calnym operatorem w h , takim se (“?""}.’ch? W) ° Wéwczas

[ warunek /3.14/ motma sapisaé algebraioznie:

pU = e /3.15/

Problem istnienia i postaci takich form dla rdéinych reprezen-
tacji grupy Iorantza.' byt wielekrotnie dyakutoﬂa.nr w litera-

i turze (24,25) . s

Jest rzeczg dobrze gnang, Ze operator ¥ pozwala na wprowae-
dzenie waspéizmiennicsych wielkodei na przeatrzeni rozwisgzah
réwnania /3.10/, takich jaks | .
forua bilintowa (W) = (ddu (IKP (x),p MY (X))
funkoja Lagrange’ad (x) = {2(x),p (i M 3, - )Y D
czterowsktor pradu JP' (x)=< Q(x\' ,PP YV (x)) /3.16/
gdaie Q(x).\l’ (x) ®3 rozwigzaniam! 1dwnania falewego, J (x)
jest przestrzenno-podobng powierzchnia.

Réwnanie /3.10/ jest réwnaniem Eulera-lagrange®’a dla

- funkeji L (x), Prad _jl'-(x)jegt wapétzmienniczy 1 zachowany.

Jego zerowq skiadowg imterpretujemy jako gestosé tadunku.

Definicja 3

operatory (m,L ,["* Q,») dziatajace w przestrzeni Hilberta 4 ,
gdzie (m,L) - generatory grupy lorentza,[” czterowektor,
{2 skalar, » operater hermitujgcy, nazywamy reprezentacjy




T
3T g

e

T

=
e —

R
g =

AT ———,

-5G -

relatywiastycznej algebry lagrange’owskiej /r.l.a/.
Nastgpujgoe twierdzenie ustanawia zwiazei: pomiedzy forma-
lizmem langrage’owskim 1 hamiltenowskim,

Twierd zenie 3. 3

Nieoh(m M, ﬂ mbedzie reprezentacia r.h.a. Zatdimy, Ze imtnie-
Je operator B samospragiony i odwraoalny oras taki e

[w.B]=0:[n,B]= 4{B.0)},

Wéwazas operatory (m L F#Q,?) gdzie (m U Jest reprezentacja
stowarzyszong, | % B4 = B"ﬂ Qamd'n, p= B, two-
rZ8 repregentacje r.l.a. Na odwrét, niech(m L ,IM" Q, ?)
bedsie reprezentacia r.l.a. takg ze p=["2"", yg czas operato-
ry(m.n,A,0), gizie n ﬂL"z R ,A= r"""r’ A =F° 'SQ , tworza
reprezentacje r.h.a.

Dowéad
B spetnia te game relacje komutacji co 4, wiec

\

1 B« Bl =0

Pokaimy dla przykiadu, se [L;“ lﬂs L 8 :°. Rzeczywiscie,

o
b ] = (LB 8- B Ry L) -y L) =iy
Sprawdzimy dla przykladu, Za [n, ‘ J] =} (6” I{H;. ' ﬂj})

[L.L.r_] - Lr."L .atad ,[I""""lL],, i ot l-." [ o=

Teraz

[V B) = L PR o P e Py plgpeng oo
4'61..] ".I.n n )

Ostatecznie w;lee .
[ny,A j]_"'[ti.ﬂj]"‘i‘[ﬂx.an'iéij"‘i‘{ﬂz.ﬁj]-

n
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Ostatnie twierdszenie prowadzl do nowej klasy niezmienni-
ezych rdéwnah falowych, w ktérych operator hermitujgcy vy aT"°-4
0 ile autorowi wiadomo, réwnania tego typu nie byiy do tej
pory badane. ZauwaZmy, %e teras prad /3.16/ jest identyczny
% pradem prawdopodobieristwa (4,9, Prayktadami takich réwnasi
84 réwnania /2.5/ 1 /2.9/., Rseczywisole, biorac B w A otray-
mamy odpowiednios |

(B Posn)y v ap
('JT*P/‘*A))Q uO

gdzie, P,.,= & -?;1. » Aa R, ¥™- % ~ wacierze Diraczlt_.'ﬁfugenera-
tory przesunigé nieprzywiedlne] reprezentacji grupy Poincaree
80 W przestrzeni standw wawnetrznych. W ostatnim przypadku
mamy 1'\6wniez

(% mr)d=0"
(W2 - m*s(sen) § =0

gdzie, Wt - fd”’wﬂ,wi“' Jest wektorem Pauli-Lubs.nsk:lego,
m, S masa i spin reprezentacji (m . . "jl"“ ).
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