EINE INFORMATIONSTHEORETISCHE UNGLEICHUNG UND
ITHRE ANWENDUNG AUF DEN BEWEIS DER ERGODIZITAT VON
MARKOFFSCHEN KETTEN

von

Imre CSISZAR
Einleitung

Setzen wir voraus, dafl durch einen gestérten Kanal irgendwelche Signale
iibertragen werden, welche aus zwei verschiedenen Quellen stammen diirfen.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Signale der beiden Quellen seien
verschieden. Nun ist es anschaulich klar, dafi die Storungen wihrend der
Ubertragung die Verschiedenheit der Verteilungen nur vermindern kiénnen,
also die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Ausgangssignale, welche Ein-
gangssignalen aus verschiedenen Quellen entsprechen, voneinander nur in
kleinerem (genauer: nicht griferem) MafBe abweichen konnen, als diejenigen
der Eingangssignalen selbst. Satz 1 der vorliegenden Arbeit ist eine mathemati-
sche Wiedergabe dieser anschaulichen Aussage, indem er besagt, daB die
f-Abweichung der Verteilungen der iibertragenen Signale nicht zunehmen kann,
wobei der Begriff der f~-Abweichung — definiert durch (4) — die Information
fiir Diskrimination von KuriBack und LuIRLER [1] (relative Information
erster Ordnung; auch relative Entropie genannt), die relative Information
beliebiger Ordnung a > 0 (vgl. [2]) sowie die gewohnliche Variationsentfernung
als Spezialfille enthilt. . .

Die Bedingung dafiir, daB die Ubertragung durch den Kanal keine
Verminderung der f-Abweichung bedeutet, wird als Erginzung des Satzes 1
angegeben. Im § 2 werden noch manche Folgerungen bzw. Spezialfille des
Satzes 1 dargestellt. Im § 3 betrachten wir den Fall der kleinen Abweichungs-
verminderung (Stahilitdtsfrage der Ungleichung, Satz 2), und die Verallgemei-
nerung der Ungleichung fiir nicht normierbare MaBe (Satz 3).

Als eine Anwendung wird ein rein informationstheoretischer Beweis
der Ergodizitit bestimmer Markoffschen Ketten dargestellt? (§ 4).

Herrn Professor Alfréd Rényi méchte ich fiir seine wertvollen Bemer-
kungen meinen Dank aussprechen.

§ 1. Bezeichnungen und Hilfssétze

In den folgenden wird f(u) immer eine fiir 0 < w < 4 co definierte
stetige und von unten konvexe, sonst aber beliebige Funktion hedeuten.

! Der erste informationstheoretische Beweis fir Ergodizitat Markoffscher Ketten
stammmt von A. RExvr [2]. Dort brauchte man aber auch matrizentheoretische Uber-
legungen, nédmlich um die Existenz einer stationédren Verteilung zu beweisen.
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s werden auch Ausdriicke der Form f(0), 0-f

und o-f‘-gi] (0 < a < -+ oo)

vorkommen; diese sind folgendermassen zu verstehen:

1) 1(0) = lim f(u)
0
2 0-fl—|=
2 i)
(3) 0- /[._]_ lim &f ]ﬁalim@ (0 <a< -+ oo)
e~+0 & e U
Die GroBen f(0) und 0-f %— kénnen also auch gleich + oo sein, —oo

aber nicht, wegen der Konvexitit von f(u).

Mit den Buchstaben P und @ werden wir Wahrscheinlichkeitsmale
auf einem meBbaren Raum (X, Sy) bezeichnen, mit A ein o-endliches Mal,
welches P und @ dominiert (also fiir welches P << 4, @ << 1 gilt; ein solches
MaB ist z. B. P - @). Wir werden uns mit Grofien der Form

(@ 24P, @) = { g {20 2
beschiftigen, wobei p(x) = Fide) , glx) = Qi) die A-Dichten von Pund @
Ada) Aldz)

bedeuten. (Die Radon-Nikodymschen Ableitungen sind so bestimmt, daB} sie
iiberall — und nicht nur fast iiberall — nichtnegativ und endlich sind.) Das
Integral in (4) ist immer sinnvoll, da wegen der Konvexitiit von f(u) fiir geeig-
nete reelle Zahlen 4 und B f(u) = 4 -+ Bu gelten muB, also kann die Funktion

)
af | &

werden. Ferner ist der Wert der Grosse .7 f(P Q) von der Wahl des dominieren-
den MaBes 2 offenbar unabhingig.

Die GroBe .7 ,(P, Q) wird der f-Abweichung der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen P und Q heissen, da sie als eine Verallgemeinerung verschiedener
1)ekannten AbweichungsmafBzahlen anzusehen ist. Die relative Information®
(erster Ordnung) zweier Verteilungen Pund @ st z. B. nichts anderes, als ihre
u log u-Abweichung. Es gilt nidmlich fiir f(u) = ulogu

}von unten durch die A-summierbare Funktion Ap + Bg abgeschitzt

5 P,@) = [¢0) 2™ 1062 ada) — ( p(x) log P& A(d) —
() HP.@) )e[j()q‘“") gt o ) Jm) og £ = ds)

jlogf@-P(dm) falls P<@]|
- Q(dx) = I(P| @).

+ oo sonst

2 Auch die Bezeichnungen »Information fiir Diskrimination¢, »I-Divergenzg,
» Informationsgewinn¢, »verallgemeinerte Entropie¢ sind benutzt, vgl. =. B. [1], [2],

[3]. [4].
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Auch fiir @ == 1 sind die Informationsgréssen I,(P || @) (relative Infor-
mation von Ordnung o, &> 0, s. [2], vgl. auch [5]) aus den Grossen (P, Q)
hetleitbar. Setzt man nimlich

(6) £ = {~ U fiir O<a<l

so ergibt sich
(1)  F(P, Q) =sgn (& — 1) | p*(x) ¢**(x) A(dx) = sgn (¢ — 1) (P, @)
X

wt fiir o> 1 .

wobei 7 (P, Q) = j p*(x)gt () A(dw) das Informationsintegral von Ordnung
X
a bedeutet (vgl. [5]), also gilt

®) I,(P| @) = ——log (P, @)= —

o—1 a— 1

d. h. stellt 7(P || @) eine monoton zunehmende Funktion von 74, (P, Q) dar.
Die gewohnliche Variationsentfernung?® zweierVerteilungen P und Q ist

auch ein Spezialfall der f-Abweichung; setzt man namlich f(u) = |uw—1],

so gilt offenbar

AP, @)= [ae) | 55} — 1| 4dw) = [lote) — ot

log | 7.(P, @)],

Adz) = |P — @|(X).

X

Es soll allerdings betont sein, daf} die ,f-Abweichung’” zweier Verteilun-
gen — fiir allgemeines f — auch negativ sein kann. Es gilt aber allgemein
— 8. (35) —

(P, Q) 2 f(1) = (P, P),

so daB durch Addieren einer Konstante die f-Abweichung immer zu einer
annehmbaren — obwohl im allgemeinen keiner symmetrischen — Verschieden-
heitsmafBzahl gemacht werden kann.

Bemerkung. Die relative Information 7,(P || @) ist bekanntlich gleich
dem Supremum der relativen Informationen beziiglich aller endlichen Unter-
algebren von Sy, also gilt die Beziehung I,(P || @) = sup I,(P,[|@,), wobei

AC

ACS
P, bzw. @, die Einschrinkung von P bzw. @ auf die endliche Algebra A4
bedeutet (fiir o = 1 siehe [3], [4]; fiir beliebiges a > 0 vgl. [5]). In derselben
Weise kann gezeigt werden, dall diese Beziehung auch fir J(P, @) bei
beliebigem konvexem f(u) giiltig ist.

In den folgenden werden wir die Jensensche Ungleichung oft beniitzen
und zwar in der folgenden Form:

Hilfssatz 1. I'st p ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs auf den Borelschen

Mengen der Halbgerade [0, +oo) mit | w p(du) < + oo, so gilt fiir jedes konvexe
flu) 0

(9) f(w) p(du) = f( §updw).

3 Unter der Variationsentfernung zweier Wahrscheinlichkeitsmafle wird die
Totalvariation ihrer Differenz auf dem ganzen Definitionsbereich der beiden Mafie, also
— falls P und @ _auf (X, Sy) definierte WahrscheinlichkeitsmaBe sind — die Grosse
|P— @ (X) = || p(@) — g(x)|A(dz) verstanden.

X
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Ist die Funktion f(u) streng konvex, enthilt also ithr Graph keine gerade Strecke,
so ist fiir die Gleichheit in (9) notwendig und hinreichend, daf} das Maf p auf
den einzigen Punkf u, = s w pu(dw) konzentriert ist.

g
Wir brauchen auch den folgenden Hilfssatz iiber die Stabilitit der
Jensenschen Ungleichung:

Hilfssatz 2. Ist die Funktion f(u) in der &-Umgebung von w, = ru wu(du)

zweimal d-szerﬁnzierbm' und gill hier f"(u) = © = 0, so folgt aus

jf wldu) — f \

T
wpldu)| < —efe
J 1 ) B &
0
die Ungleichung u([uﬂ— &, g+ &) > 1— &,
Hilfssatz 2 ist ein Spe?la.lfall dP%LPmma.s in[5],8§2,und elglbt sichdaraus,

indem man X = [0, 4+ o), g(u) = u, 4 = u, 4, =0, 6, = f_f w) w(du) —
—f([ w pldu)), @ = 7 sotat.
' Hilfssatz 3. Es gilt fir jedes po =0, p; =0, ¢ =2 0

P =+
(10) o-f () + ot [B) zar[Bo T2y,
mit Gleichhett nur im Falle p, = 0 oder ¢ = 0. Ist ferner f(u) in der e,-Umgebung
VON Uy = Pot P (g = 0) zweimal differenzierbar und gilt hier f’(u) = 7> 0,

so folgt aus
(11) -1 o)+ ar (2] —ar (BT < Tetead (62 < 1)
die Ungleichung p?“ < &.

Beweis. Fiir ¢ — 0 ist (10) eine unmittelbare Folge von (2), (3). Fiir

Fli-re

=qiqﬁg definiert (e > 0), und dann & gegen 0 streben lift. Die

g > 0 folgt (10) aus (9), indem man das Mal p durch p

P
6 coettiaail
alo
zweite Behauptung folgt dhnlicherweise aus Hilfssatz 2, man soll blo bemerken,
daf} aus (11) fiir beliebige Konstante K

& p), 4 ,(m Dot D) T e
q+ef(s]+q+ef[ ] f[ g+e ]=2(£1 P

folgt, falls nur & = 0 geniigend klein ist, was nach Hilfssatz 2 die Ungleichung?

 Falls nur K so gewiihlt ist, dal die (¢, — Ke)-Umgebung von % ein Teil-
q

intervall der &, -Umgebung von p—“———;——& darstellt, wofur z. B. K =

Po 1
qg
Wahl ist.

eine geeignete
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HI'——); f’ — (g — Ka},]—J;—fl -+ (&, — Ke) } > 1 — &, und daher, fiir genii-
11 | Do + 1 Po+ P, T
( sy Lo w .
gend kleines ¢ > 0, = ¢ l =y (e, — Ke¢), e +- (&) Ka)] mit sich

bringt, woraus mit dem Grenziibergang e — 0 WiI'k]iChjiq‘l =< ¢, fogt.

§ 2. Das Abnehmen der f-Abweichung, wenn ein Ubertragungskanal
beniitzt wird

Fassen wir den mefibaren Raum (X, 8y) dem Raum der Eingangssignale
eines Ubertragungskanals auf. Der Ausga.ngsraum sei mit (¥, Sy) bezeichnet,
und die Ubergangsfunktion mit »(B | ). Also sei »(B | x) fiir jedes feste z € X
ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (¥, S,) und fir jedes feste B € §y eine Jy-
mefbare Funktion von x.

Sind P und @ zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (X, Sy), die Wahr-

scheinlichkeitsmafle P und @ auf (¥, §,) werden durch

(12) P(B) = (»(B|x)P(dx), @Q(B)= {»B|z)Q(dx)
* X

definiert. P bzw. @ stellt offenbar die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Ausgangssignale dar, wenn die Verteilung der Eingangssignale P bzw. @ ist.

Es ist anschaulich klar, daf die Storungen (»Gerausch«) wihrend der
Ubertragung in Richtung der Verminder ung der Verschiedenheit der Verteilun-
gen von Signalen aus verschiedenen Quellen wirken, mit anderen Worten,
dafi das Geriusch einen Verlust an aus den Signa]en fiir Bestimmung ihrer
Quelle erhiltlichen Information verursacht.

Man erwartet also die Giiltigkeit der Ungleichung

(13) (P, @) = (P, Q)

die wir in diesem Pa,ragra.phen beweisen wollen. Man bemerke, dall Ungleichung
(13) im Falle f(u) = w log u auch in engerem Sinne einen Informationsverlust
ausdriickt, da o0, (P, @) = I( (P|| Q) als die Mafizahl der fiir Unterschei-
dung der thﬂlungen Pund @ erha.]tllehen Information gilt [1].

Schicken wir noch manche Bezeichnungen voraus. Die MaBe P und P bzw.
Q und @ lassen sich als die Projektionen auf (X, Sy) und (¥, §y) von Maflen
P* bzw. @* auf dem Produktraum (X x V¥, 8y xSy) auffassen, wobei P*
bzw. @* fiir Mengen der Form A x B (4 ¢ Sy, B € Sy) durch

(14) P*(Ax B) = (% B|z)P(dx), Q¥(Ax B) = s »(B|x) Q(dx)

A A

und fiir das ganze Sy xS, in der gewthnlichen Weise durch Erweiterung
definiert sind.

Wiihlen wir ein o-endliches MaB 2* auf (X x VY, Sy xSy) mit P* < 4%,
Q << 2* derart, daB auch seine Projektionen auf (X, Sy) und (Y, 8y) o-endlich
sind (A* = P* 4 @*istz. B. geeignet); diese Projektionen dominieren offenbar
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P und @ bzw. P und @, also diirfen sie als 2 bzw. 7 gewihlt werden. In den
folgenden werden p(x) und g(x) bzw. p(y) und g(y) die Dichten (also Radon-
Nikodymsche Ableitungen, bestimmt als iiberall — und nicht nur fast iiberall
— nichtnegative und endliche Funktionen) von P und @ bzw. P und @
beziiglich dieses A bzw. 1 bezeichnen.

Nun beweisen wir die Ungleichung (13) und zeigen, dafl die Gleichheit
(fiir streng konvexes f(u) mit & f(i’—, Q) < -+ o) dann und nur dann besteht,

wenn die Likelihood-Quotienen p(z) und ply) mit @*-Wahrscheinlichkeit 1

q(x) q(y)
gleich sind.

Satz 1. Es gilt fiir eine beliebige konvexe Funktion f(u) (0 < u < - oo)
und beliebige Wahrscheinlichkeitsmafie P und @ auf (X, Sy)

(13) 7P, @) = (P, Q).

Erginzung. Ist ferner die Funktion f(u) streng konvex (enthilt also ihr
Graph keine gerade Strecke), so ist fiir die Gleichheit in der obigen Ungleichung
notwendig und hinreichend, daf entweder J’f(P, Q) = | oo oder

15 plz) _ply) Q*
) 7(x)  q) @
d. h.

ply) _ plx)
16 y L =1 Q
9 Hy aly)  alx) } g .
gilt.»

Beweis. Man darf Tyl P, Q) < 4 oo voraussetzen, da fiir ,7I(P, Q)=
- oo nichts zu beweisen ist.

Um das Wesen des Beweises besser hervorzuheben, fithren wir ihn
zunichst im Spezialfall P < @ durch. Aus P < @ folgt offenbar auch P* <

P(da)

< @* so dal man A* = @* withlen darf; dann gilt p(x) = , ply)=
a Qi)
P(dy)

= Z) =1, y) = 1.
ady) q(x) q(y)

Betrachte man nun die Wahrscheinlichkeitsalgebra (X x V', S, x Sy, @¥*)
und die auf ihr definierten Zufallsverinderlichen

é(x, y) = p(z)

Nz, y) =py).

Wir zeigen, daB 7 = p(y) gleich dem bedingten Erwartungswert von
& = p(x) bei gegebenem y, oder, genauer gesagt,

(17) n = E(§[8y)
ist, wobei die g-Algebra S} C Sy xSy durch Sy, = {Xx B : B ¢ 8y} definiert

. “75.Bezeichnungen wie [@*], [@] u. s. w. hedeuten: fast fiberall beziiglich des
MaBes @*, @, u. s. w.



EINE INFORMATIONSTHEORETISCHE UNGLEICHUNG 91

ist. In der Tat ist 7 offenbar Sj-meBbar, ferner gilt fiir jede Menge aus Sy
d. h. fiir jede Menge der Form X x B (B € Sy)

[ t@*(dx,dy) = | plo) @*(de, dy) = | pla) »(B|z) @(dz) =
XxB X=xB X
= [ »(B|x) P(dx) = P(B) :és‘ﬁ(y) Q(dy) = | ply) @*(dx,dy) =
X XxB

= | n@*(dz,dy),

XxB

wodurch (17) bewiesen ist.
Da aus der Konvexitit von f(u) bekanntlicherweise

(18) E(/(&)[Sy) = f(E(£[SY)) (@]
folgt, (vgl. (29)), erhidlt man auf Grund von (17)

(P, @) = E(f(£)) = E(E(/(§)57)) =
= E(/(E(]S}))) = E(/(n)) = .74(P. @),

also (13). Fiir die Gleichheit ist notwendig und hinreichend, daf in (18) @*-f. ii.
die (Gileichheit besteht, was aber fiir eine streng konvexe Funktion f(#) dann
und nur dann zutrifft, wenn — vgl. (32) —

§=E([Sy) =1 (@]
also (15) gilt, w. z. b. w.
flu)

Es sei bemerkt, daB fiir Funktionen f(«) mit lim = - oo die Vor-

-
aussetzung P < @ keine Beschriinkung der Allgemeinheit bedeutet, da sonst
J4(P, @) = + oo wiire. Im allgemeinen Falle kann jedoch die f-Abweichung
zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch dann endlich sein, wenn P < @
nicht gilt. In diesem Falle kénnen wir folgendermafen vorgehen: man setze

(19) X, = {x:q(x) =0}, Yo={y:q(y) =0}

und zerlege das Mal PalsP = P,+ P—l,

Py(B) = P*(X,x B) = [ »(B|x) P(dx)

(20) ~ "
P,(B) = P*((X — X,)x B) = | »(B|x)P(dx).
X%
Dementsprechend setzen wir
Py - Py
21) f = —_— = —< = ()(4 e
( DoY) idy) pily) i) (2o(y) + p1(y) = D(y))
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Betrachte man wieder die Wahrscheinlichkeitsalgebra (X x Y, 8y x Sy, @*)
und definiere die Zufallsverinderliche & = &(z, y) durch

() fiir rd X,
(22) &z, y) =1 ql2)
0 fﬁl‘ \'L'e Xu.

Es wird zweckmifBig sein, die bedingte Verteilung (im schwachen Sinne) von
& bei gegebenem y, d. h. beziiglich der o-Algebra 8{, = {XxB: B¢ Sy}
einzufithren. Diese bedingte Verteilung ist — vgl. [6], S. 29 — eine Schar von
WahrscheinlichkeitsmaBen @( - |, y) ((x, ) € XX V) auf den Borelschen
Mengen der Zahlengerade, wobei @ (M |z, y) fiir jede Borelsche Menge M
eine Sy-mefbare Funktion von (z,y) darstellt — man kann also @( - |¥)
statt @,( - | x,y) schreiben — so daf} fiir jede Borelsche Menge M

(23) Q* (£ M |8y} = QM |y)
und fiir jede Bairesche Funktion f(u) mit E(|f(&)]) < + o=
(24) E(/(8)]8%) = [ f(w) Qu(duly)

0

gilt® (mit Wahrscheinlichkeit 1, d. h. @*-fast tiberall; man kann statt dessen

auch @-f. ii. sagen, da es sich um blof von y abhiingenden (x, y)-Funktionen
handelt).
Nun beweisen wir die Relation

o2

(25) E(£[S)) — J u@duly) =2 @,
; q(y)
Die Zufallsverinderliche 3
Bl e gy,
H(x, y) = q(y)
0 fir yevy,

ist offenbar Sy-meBbar, ferner gilt wegen (22), (14) und (20) fiir jede Menge
aus Sy, d. h. fiir jede Menge der Form X x B (B € Sy)

f&(x,y)a*(dx,dy): J P2 ox(de, dy) — ff_(”_)v(mx)a(dm):

g(x) q()
XxB (X—=X)x B X—Xo
. —PUB —PAB — TV — (29 & —
oo = | wBla Pl =Py = FuB — Yy = [ B @) -
X—X, B-Y,

- J MQ*(J&:,dy): J (e, y) @*(d, dy).

q(y)
Xx(B—Y,) XxB

o + =

6In (24) wurde darum nur j statt ‘ geschrieben, weil die Funktion & nach
0

ihrer Definition nichtnegativ ist.
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Hier folgt die Gleichheit P(B) = P, (B — Y ) daraus, daB wegen (19)
s »(Y,o|x) g(z) Mda) = s W Y,|x) @ldz) = @(Y,) =0,

X%, X
also »(Y, |x) =0 AL i auf X — X gilt, woraus man
) (27) Py(Y)= [ #(¥o|x)P(dz)=0
erhilt. Da aus (26) E(&]Sy) =7 (z, y) (@*f. ii., also Q-f. ii.) folgt, ist (25)

hewiesen.
Nun gilt

PE)) adzy + (
o] X a)+Jq<m)f

(28) X=X, Xa
— E(/(8) + P(Xq)lim 1,

px)

AMdx) =
e

74P, @) = ] gle) f

wobei, wegen (24), (9) und (25)

oo oo

E(/(£)) = E(E(/(8) | 8%)) = E ( J'f(u) aﬂwuly)) >E (f [ J u Qo((luly)JJ -

(29) 0

[/ (28 = [ 1[5 2) G —aws (228
9(y) J o Laly) | ()
Y v, ¥
gilt. (Die letzte Gleichheit folgt daraus, dall auf Y, wegen (27) auch py(y)
verschwindet [4].)
Ferner gilt nach (14), (20) und (3)

P(X,) lim f(w) P*(X[,xY}hmf(ut)

) - U u—

(30) — By(7)lim ™) _ J}ff"“ };1(@).

U—=oco u
¥

Aus (28), (29) und (30) folgt — Gebrauch machend auch von Hilfssatz
3 und (21) —

P, Q)= J"(. )f[pl( ’)Aw‘u J 0 fl—)] (dy) =
. q(y) ;
(31) > Jﬁw)f Polt) H"‘“”) Mdy) = P, @),
; q(y)

wodurch Satz 1 bewiesen ist.



94 CSISZAR

Um auch die Erginzung zu verifizieren, bemerken wir, dal man in (31)
nach dem obigen Beweis dann und nur dann an beiden Stellen die Gleichheit

statthat (vorausgesetzt Jf(l_’, Q) < + <), wenn

(32) T () @yfduly) = £ ( 1u9 (duly)) [Q]
0
und
(33) -1 [P + a1 (28] = [P L) (4]
0 q(y) qly)
gilt. Fiir ein streng konvexes f(u) besteht (32) — nach Hilfssatz 1 und (25) —
genau im Falle -
@ ({28 =1 @,
q(y)
was nach (23) mit
(151) p(x) — 'p_l(y) [Q*]
9@)  q(y)

gleichbedeutend ist.

Ferner ist (33) nach Hilfssatz 3 mit p(y) ¢(y) = 0 [A] also mit
(34) Doly) =0 (@]
dquivalent,

Aus (15°) und (34) folgt bereits (15). Gilt umgekehrt (15), so ist &(z, y)
bei fast jedem y mit (bedingter) Wahrscheinlichkeit 1 gleich -%, also sind

- Qy
fast alle MaBe @ - | y) auf die Punkte 1_0((—1/))- konzentriert. Daraus folgt aber
_ _ 9y

(32) und auch 2y) _ 2 q , p(y) = p.(y) [@]. Letztere Gleichung

, q(y)  qy)
ist aber mit (34) gleichbedeutend, woraus (33) folgt.

Damit ist auch die Erginzung vollstindig bewiesen, da (15) und (16)
offenbar dquivalent sind.

Wihlt man alle MaBe »( -+ | #) miteinander gleich, so ergibt sich aus dem
hewiesenen Satz die Ungleichung
(35) (P, Q) = f(1)

mit der Gleichheit — fiir streng konvexes f — genau im Falle P = @. Dies li3t
sich- selbstverstiindlich auch direkt leicht verifizieren.

Es seien noch einige interessantere und weniger triviale Folgerungen
des Satzes 1 erwiihnt. Die anschauliche Deutung der folgenden Aussagen
ist klar.

Folgerung 1. Haben die MaBe »( - |2x) die Eigenschaft, daB »( - |x,)
und v( - |x,) fir keine x, € X und x,¢ X zumnander orthogonal sind (diese
Bedingung bedeutet, daf fiir den Kanal (X, ¥, »( - | 2)) (kein Code — wohlauch
der Linge 2 — mit Fehlerwahrscheinlichkeit 0 e*ﬂstlert) so gilt die Gleichheit
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Ji(P, Q) =7 f(_f', Q) fiir eine streng konvexe Funktion f(u) mit 7 f(ﬁ, Q) <
< '+ co nur im Falle P = Q.
In der Tat hat im Falle der Gleichheit die Menge

(36) X':[x:v'{y:{ﬁ/l=ﬂ}[m]:l}

qly)  q(x)
nach (16) das @-MaB 1. Wegen der vorausgesetzten Nichtorthogonalitit der
MaBe »( - | ) gilt fiir jedes x,€ X’, v ¢ X

v“y:M:%-)}!x]>0,

q(y)  a(yo)
woraus und aus (36) fiir xe€ X’ ﬂm—)zjM folgt. Dies bedeutet wegen
g(x)  qlw)

Q(X’) =1 und (15), dal

g(x)  q(y)
d. h.

(37) pla) = Cq(z) [Q], ply)=Caly) [Q]
gilt, woraus durch Integrieren
PX - X)) =C0@QX — X;)=C
folgt. Hieraus erhilt man wegen (27) und (20)
Py(Y — Yo) =Py(¥) =P(X — X,) = C,

Y —Y)=0QY - ¥))=C

3|

also

C=P(Y —Y,) =Py(Y — ¥, +P(Y —Yy)= [nY —Y,|a)P(da) + C,
Xo .
d. h.

(38) (Y — ¥, |2)P(de) =0.
X,
Da aber wegen [ (¥, |2) @(dz) = Q(Y ) = 0 @-f. ii. »(¥, [ 2) =gilt,
X
kann die Grofie (¥ — Y, |2) — wegen der vorausgesetzten Nichtorthogo-
nalitit der MaBe »( - |@) — fiir kein 2 ¢ X verschwinden, so dall (38) mit

P(X,) = 0 dquivalent ist. Dies bedeutet, daf die erste Gleichung in (37) auch
J-f. ii. besteht, ferner daB C = P(X — X,) = 1ist.Mit dem erhaltenen Relation.

_ pla) = gq(x) [2]
ist Folgerung 1 bewiesen.
Folgerung 2. LBt sich Y in der Form
Y= U B, (B,€8y, B,NB,=0 tfir zFm)
xeX
mit w(B, |x) = 1 darstellen (diese Bedingung bedeutet, dall (X, Y, »( - | 2))
cinen Kanal ohne Verlust darstellt, also dafl die Eingangssignale auf Grund
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der empfangenen Signale eindeutig bestimmbar sind), so gilt 7P, Q) =
= 74P, Q) fiir je zwei W ahrscheinlichkeitsmalle P und Q. -

Wiihle man nimlich 1* = P* + @*; dannist 1 =P + @, 1 =P + @,
also gilt fiir beliebiges B € Sy

MB) = | »(B|a)A(dx) = {»(B N By|x)A(dz).
X X

Man verifiziert dann leicht, dal man fiir p(y) und g(y) p(y) = p(r(y)), ¢(y) =
— g(r(y)) wihlen kann, wobei 7(y) durch r(y) = = fir y € B, definiert ist.
Daraus folgt fiir g(z) > 0

v[{y'@)—?ﬂ]lw = (B, |

qy)  ql@)

w. z. b. w.

Folgerung 3. Sind alle Malie v( - | ) auf je einen Punkt Tx konzeniriert
—haben wir also einen Kanal ohne Geriusch, oder, was dasselbeist, eine mefbare
Transformation T von (X, Sy) in (¥, Sy) —so ergibt Satz 1 die Ungleichung
F{P, @) = J4{PT, QT 1Y), wobei fiir die Gleichheit notwendig und hin-
reichend ist (bei streng konvexem f(u) und endlichem 7 PT 1, @QT'1)), dab

die Likelihood-Quotienten PEQ; und I% @-f.ii.iibereinstimmen. Letztere
gl q\y
Bedingung ist dquivalent mit der Existenz einer Sy-mellbaren Funktion
r(x) mit B -
pla) = p(Ta)r(@),  qle)=q(T) r(x) [4],

was bedeutet, daf T eine erschipfende Schilzfunktion beziiglich der MalBe P und Q
darstellt. Tm Spezialfall f(u) = ulog u erhalten wir also den wohlbekannten
Satz von KuLLeack und LETBLER [1] (vgl. auch [3]).

Folgerung 4. Es sei F Sy eine o-Algebra von Teilmengen von X; be-
trachte man die Abbildung 7' von (X, 8y) auf (X, F) definiert durch 7z = .
Dann ist offenbar PT ! = P, Q7' = @, wobei Py bzw. Q die Ein-
schrinkung von P bzw. @ auf F bezeichnet. Folgerung 3 ergibt also die
Ungleichung

(137) 1P, Q) = 7P, QF)

wobei die Gleichheil (bei streng konvexem f und endlichem .7 (P, @)) dann
und nwr dann besteht, wenn I eine erschipfende o-Algebra beziglich der beiden
W ahrscheinlichkeitsmallen P und @ darstellt.”

Ks sei noch bemerkt, daf# auch umgekehrt, die Folgerung 4 den Satz 1
selbst zu Folge hat

Namlich verifiziert man leicht, daf die f~Abweichung von P* und @*
immer gleich der f-Abweichung von P und @ ist, ferner dafy P und @ als die
Einschriinkungen von P* und @* auf S} anzuschen sind (vgl. den Beweis
von Satz 1). Wendet man also (13’) anstatt X, S, P, @ und F auf XXV,
8, %8y, P*, @* und S}, an, so ergibt sich 7P, @) = 7 (P* @QF) =
> 74P, @), also (13).

7 Die erhaltene Behauptung ist fiir f(u) = ulogu wohlbekannt, und wird gew&hn-
lich in einer dem Beweis des Satzes 1 im wesentlichen dhnlichen Weise bewiesen (vgl.
. B. [3] oder auch [7]), wobei eine Vereinfachung bedeutet, daf man sich auf den Fall
P < @ beschriinken darf.
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§ 3. Die Stabilititsfrage der Ungleichung .7 /(P, Q) = .7 f(F, Q) und die
Verallgemeinerung der Ungleichung fiir nicht normierbare Malle

Im vorigen Paragraphen wurde die Ungleichung
(13) P, @) = P, Q)

bewiesen, sowie die Bedingung der Gleichheit betrachtet. Nun wenden wir
uns dem Problem zu, ob was sich iiber die Mafie P und @ behaupten laf3t,
wenn in (13) nur anndherungsweise die Gleichheit besteht, also — mit anschau-
lichem Ausdruck — wenn die Ubertragung die Abweichung der Verteilungen
der Signale der beiden Quellen nur wenig vermindert. Diese Frage ist nicht
nur an sich interessant, sondern auch fiir die Anwendungen (vgl. § 4) wichtig.
Satz 2. st die konvexe Funktion f(u) (0 < w < + o0) zweimal differenzier-
bar und gilt
(39) inf f"(u) >0 fiir jedes 0 < b < - co

O<u<b

s0 kann zu jedem = mit 0 < % < 1 eine nur von [ wnd » abhingende positive Zahl

o derart angegeben werden, dal3 fiir beliebiges 0 < & < lzmd‘ Jiir zwei beliebige

W ahrscheinlichkeitsmaBe P, @ auf (X, Sy) mit endlichem L?’f(f’", ) und

(40) P, Q) — H(P, Q) < d&*

die Abschdilzung . B

(41) Q*H(”’U)igmzﬁlés}]zl_‘
q(x)  qy)

gili.

Bemerkung. Satz 2 bedeutet, daf} sich die Abweichung der -Verteilungen
nur in demfalle in kleinem MaBe vermindert, wenn die Likelihood-Quotienten

p() und 2ly) mit groBer @*-Wahrscheinlichkeit fast itbereinstimmen.

9(®) q(y)
Beweis. Wir beniitzen dieselbe Bezeichnungen wie im Beweis des Satzes 1.

Man setze t=7(x)= inf f"(u); dann ist nach Voraussetzung 7>0.
O<u<—

Ed
Bezeichnen wir mit N, N,, N, die folgenden Mengen aus Sy:

oo

(42) Ny, = {y : J w Qq(du | y) _—/:M}
0 q(y)

o =

J1 f(u) Qq(du | y) — f[ l u Qq(du [g/)J &= e oder l
16

(43) N, = {y : 0 0

0 f(’f]”] i)/ M’] - q(y)f[ff““] > :sﬂé(m]

q(y) q(y)
(44) N-a:[y:f'(‘“”gé'}.
qy) =

T A Matematikai Kutate Intezet Kézleményei VIII, Af1—2.
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Dann gilt nach (25)
(45) Q(Ny) =0;
nach dem Beweis von Satz 1 — vgl. (29) und (31) — folgt aus (40)

5(1\’1)-11—’;82 < (P, @) — (P, Q) < o

also

166 6
(46) S <

T
ferner folgt aus (44)

Nz
Nun besteht fur y¢ N, U N, U N, erstens

oo oo

J1 H(u) @u(du | y) — ( J W’Q”(d“iy)J - é[

0 0

wobel in der

b [ o

-Umgebung von J‘uQD(duy)=Pl((y)) [ (w)=7 gilt, woraus
a9y

0
man nach Hilfssatz 2

FM LY r;_tyui]ly'_
qv) 2 qy) 2] )

erhilt, und zweitens

(48) Q,

(y¢No U N, UN,)

1%
—
|
Ivl\

. I_Ll(y) = FZ17 ) —— i?u(}#_)i@@ T (e %
0 f[ o | TEBF ] y [— = }<7{5] 54,
q(y) q(y)
wobei in derihUmgebung von w =1f_(’1/_) f"(u)> 7 gilt, woraus
2 q(y) q(y)
sich nach Hilfssatz 3
(49) fiag (Y6 Ny U N, U V)

ergibt. Aus (48) und (49) folgt — vgl. (23) —, daB fiir y¢ N,UN,UN,

mit Wahrscheinlichkeit 1 (also @-f. {i.)
79(“')?(9')‘55[8'} >1.. %
9(x)  q(y) 2

gilt.
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Daraus erhilt man, mit Riicksicht auf (45), (46) und (47)

{(x,y) : p(_x)m?@|§_e”; [l—.i (1—_16_6__{
Lalx)  qly) | 2

(50) QF

TH 4

2
Wihlt man nun z. B. § =%, so folgt aus (50) die Abschiitzung (41)

wodurch Satz 2 bewiesen ist.

Bemerkung. Dem obigen Beweis liegt die folgende Behauptung zugrunde:
Fiir jede Funktion f mit der Eigenschaft (39) kann man zu jedem 0 < x <1
eine nur von [ und x» abhingende positive Zahl 6 derart angeben, dal3 fiir jede
Zufallsvariable & (mit endlichem Erwartungswert) und jede o-Algebra 5, C .7
(wobei (@, .7, P) diejenige Wahrscheinlichkeitsalgebra bezeichnet, auf welcher
& definiert ist) aus

(4073 E(/(§)) — E(f(E(§]-7))) < d¢?
die Relation

(+1) P(l&— E(E|7)| <) 21—~
Solgt.

Der Beweis dieser Aussage ist im wesentlichen in demselben des Satzes 2
enthalten. Auf diese Tatsache hat mich Herr Professor A. RENYT aufmerksam
gemacht, und auch darauf, daf sich die obige Behauptung im Spezialfall
f(u) = 7> 0 (0 <u< + o) auch folgendermaBen beweisen laft:

Nach der Taylorschen Formel gilt

118) — 1(E(E| 7)) = /(B 7)) (6 — E(E| 7)) +
(B 7) + D(E — EE]7) ( — EE| 7)) =

= [(E(E|7D) (8 — EE]7) +— (6 — E@E[A),

woraus
T

E(/(5)] 71) — [(EC] 7)) =

E((£ — E(£[7))]7) -
und daraus
E(/(8)) — E((E(E|-7) = - E((6 — EE[7))
folgt. Dies bedeutet, dafl (40") die Ungleichung
E((E — E§| 7)) = 22

T

zu Folge hat, woraus sich nach der Tschebyscheffschen Ungleichung

: , 20
P& —E¢|7)|z8) <~
T
also (41') — wenn man 0= T % wiihlt — ergibt.
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Es sei bemerkt, daB wenn statt (39) schwicher nur

(399 inf f(u) >0 fir jede 0 <a <b < + oo
a<u<b
vorausgesetzt wird, so braucht die Behauptung des Satzes 2 nicht mehr
giiltig zu bleiben. Dies ist bereits der Fall fiir die Funktionen f, (u) = u* (o > 2)
— die nur (39°) erfiillen, (39) aber nicht — wie es der folgende Beispiel zeigt.
Beispiel. Betrachten wir einen Ubertragungskanal mit je drei Eingangs-
und Ausgangssignale und mit dem Ubergangswahrscheinlichkeit-Matrix

1 0 0
1 1

0 — —
2 2
1 1

0 et —
2 2

Mit anderen Worten, X hzw. ¥ bestehe aus je drei Punkten, die mit
0, 1, 2 bezeichnet werden konnen. Sy und Sy bestehen aus allen Teilmengen
von X bzw. ¥ und »( - | @) sei durch

»0]0) =1, »(1]0)=22[0) =0, »(0]|1) =»0]2)—0,
(51)

w(1]1) =»(2|1) =%(1]2) =»2[2) = —

definiert. Die Wahrscheinlichkeitsmalle P und @ auf (X, §,) seien durch

P(O) =1—2¢, P(l) =& +¢&, P2)=¢—e,,
(52)

Q(0) = 2¢,, QAL =Q2)=— — g

angegeben, wobei &, << ¢, << 1 vorausgesetzt wird. Dann gilt nach (51) und (52)

(53) P(0)=1—2¢, P(1)=P(2)=¢,, Q0)=2¢,, 6(1):6(2):%—51

&

also
1 1—a
TP, @) = 7,(P, @) = (26,) (1 — 2¢,)" + [; Y N
1 1—a
-+ E — & ) ( £,)
R e g 1 1—a
Jfa(P’ Q) = ja(P’ )= (25})1#" = 251),[ + 2 (3 — & &

das heillt

— 1 Lo .
yfa(P) Q) — Jfa(P, Q) = = 81] [(eg + &) + (8 — 8,)* — 287] ~

3

Ey ™

~ 2 el a(o — 1) [—3] =2"lo(a— 1)ei 262,
£
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Ist nun o > 2 und ist & eine beliebig kleine positive Zahl, so iolgt aus (54)
— indem man die positive Zahl ¢ so wihlt, dafj 2%~ la(a— 1)ef=2< 6 gelte,
und & = e, setzt — dal} zu beliehig kleinem 6 > 0 ein ])olmblg kleines & > 0

und zwei MaBe Pund @ mit 7 ,,(P, @) — J{G(P, Q) < 8¢ derart angegeben

A 2
werden konnen, dali die Menge ! (x, ) : |p (& _M

qlx)  q(y)

Menge von @*-Mal} nahe zu Eins, sondern — da sie nach (52) und (53) aus
dem einzigen Punkt (0, 0) besteh i i
Q@*-Mal} darstellt.

< & ! nicht nur keine

s der Voraussetzung (39’) die
Behauptung des Satzes 2 nicht folgt, eine schwiichere Behauptung kann auch
auf Grund von (39’) bewiesen werden. Es gilt ndmlich der folgende

Satz 2°. Ist die konvexe Funktion f(u) (0 < u < + o) zweimal differenzier-
bar und gilt
(39) int f(u) > 0 fir jede 0 <a < b < - oo,

a<u<h

so kann zu jedem x» mit 0 < x <1 und & > 0 eine von [, x und & abhingende
positive Zahl &’ derart angegeben werden, dall aus dem Erfiilltsein von

(55) TP, Q) — 7P, Q) < (.74P, Q) < + )
die Ungleichung -
(56) Q*[[(x,y):'w—_g—) gs’”;lﬁz

lq(x)  qly)

Jolgt.

Beweis. Man kann das im Beweis von Satz 2 beniitzte Verfahren anwen-
den. Es seien 6 und ¢ (vorliufig) beliebige positive Zahlen und setzen wir
voraus, dafl (40) giiltig ist. Wir setzen

v= inf f"(u),
€ 5
? LU %=
sonst werden die Bezeichnungen des Beweises von Satz 2 unverindert beniitzt.

- FiryeY — (N,U N, U N,) unterscheiden wir die zwei Fille pl(T/)

)
unditil(y} < e. Im ersten Falle gilt in der )—- Umgebung xouJ u Qy(duly) =
) () 2 .
- (( )) nach der Definition von v f" () = 7, so dali Hilfssatz 2 anwendbar
9y

ist, wodurch sich die Ungleichung (48) ergibt. Ahnlicherweise erhilt man —
beniitzend Hilfssatz 3 — auch die Ungleichung (49).
Im zweiten Falle ist Hilfssatz 2 nicht anwendbar. Doch folgt aus

oo

J u Qy(du|y) = _ 2y < ¢ die Ungleichung

q(y)
2¢
oL 1] 212

!
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’

£
und fiir e <« — um so mehr
2

(57) Qul[”_—‘@ 2, i] yz1- =3
Lav) 2 q@ 2 €
Was nun die Ungleichung (49) anbetrifft, im Falle f—ft—y;- > ¢ folgt ihr

- qy

Erfiilltsein wieder aus Hilfssatz 3; im Falle }’% < & wird nur das triviale
qly

q(y)
beniitzt.

Wihlt man nune <Z—s’, so gelten nach den obigen (vgl. (48), (49),

(57), (58)) fir y € ¥ — (Ny U Ny U Ny) jedenfalls die Ungleichungen

(487) Q [ [211(’”) B ) iJ | y) 1=,
aty) 2 4qly) 2 2
(49') Bolll o 7
qy) 2
Diese sind mit (48) und (49) vollstindig analogisch und haben — bei geeigneter

2
Wahl von 8, z. B. bei 6 = %— die Beziehung (56) zu Folge, ebenso wie (48)

und (49) die Beziehung (50), also auch (41) zu Folge hatte. Dadurch ist Satz
2" hereits bewiesen, bloB soll man & = 6 setzen.

Bemerkung zum Satz 2°. Aus den obigen ist ersichtlich, dafi bei der
Voraussetzung (39°) die Behauptung des Satzes 2 im Allgemeinen darum nicht

gilt, weil fiir diejenige y € ¥, fiir welche ii_l((_?j)) klein ist, der Hilfssatz 2 nicht
q\y
angewendet werden kann. o
Diese Schwierigkeit kommt aber nicht vor, wenn fiir @-fast alle y eV

etwa B
(59) PO 5 o> 0
q(y)
D 2
gilt. Dann folgt nimlich aus (49) fir y € Ny U N, U N, auch }_?__1((%) > %5‘0 o
q(y :
9
angenommen & < % £, — also Lift sich der Beweis von Satz 2 fiire < -:;—&:0 w—
mit = inf f"(u) — wortlich durchfiihren.
%“ <u< %
Eine fiir das Bestehen von (59) hinreichende Bedingung ist z. B.
(60) —(E‘x—l) >¢, fiir jede 2,¢X, a,¢ X und BeSy.

(B |,)
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Die Bedingung (60) 148t sich auch so formulieren, daB die MaBe »( - | x)
miteinander iquivalent sind und fiir ihre Dichtefunktionen A(y | ) — beziiglich
eines dominierenden MaBes auf (¥, Sy) —bei jedem @, € X, x, € X fast iiberall

M = g, gilt.
hly|a,) . ‘

Zum SchluB des vorliegenden Paragraphen mochte ich die Frage der
Verallgemeinerung des Satzes 1 fiir nicht normierbare Mafle betrachten.

Erstens bemerke man, daf§ die Mehrzahl der in den Paragraphen 1 und 2
angefiihrten Bezeichnungen auch dann sinnvoll sind, wenn P und @ statt
WahrscheinlichkeitsmaBe beliebige o-endliche Mafle bedeuten (auf die mog-
lichen Ausnahmen wird unten hingewiesen); daher werden wir sie auch in
diesem allgemeinen Falle beniitzen.

Es ist klar, daB} Satz 1 und seine Erginzung auch dann giiltig bleiben,
wenn P kein WahrscheinlichkeitsmaB, sondern ein beliebiges endliches Mal3
auf (X, §y) darstellt, niimlich wurde im Bewies kein Gebrauch von P(X) =1
gemacht. Ebenso kionnte auch @ ein beliebiges endliches Mafl bedeuten, blo3

; L G 1 i
sollte man in diesem Falle im Beweis die Malle @, —— P beniitzen,

QX) P(X)
Q bereits ein Wahrscheinlichkeitsmal3 darstellt. Will man Satz 1

: 4
wobei

auch fiir nicht normierbares (allerdings c-endliches) P verallgemeinern, so
betrifft man die Schwierigkeit, dali das Pefinitionsintegral (4) von 74P, Q)
nicht mehr unbedingt sinnvoll, sowie P nicht unbedingt o-endlich zu sein

braucht. Ist aber mit P auch P o-endlich und sind .7 (P, @) und .7 {(P, @)
beide sinnvoll, so 1ift sich der Beweis von Satz 1 und seiner Ergéinzung auch
fiir nicht normierbares P wortlich durchfiihren (falls @(X) == 1 aber doch

L Q@ und 1
X QX

endlich ist, so soll man P und @ erstens durch - P ersetzen).

Ist schlieBlich auch @ nur o-endlich, so kann man folgendermafien. vorgehen
(vorausgesetzt, daBl auch P und Q g-endlich sind):

Man stelle die Menge X in der Form X = EJ X (X;eSx, XinX;=0
i=0
fir 7 4 ) mit Q(X,) < 4 o= dar® und setze

(61) P(4) =P(ANnX), QA)=@Ad4NnX,) (AdeSy;i=0,1,...)
P.(B) = | »(Bla)P/(dx) = (v(B|x)P(dx
(62) P.(B) )év( ) P (dx) )_é‘v(Bh) (dz) (BeSy;im0,1,...)
Q(B)= (v B|z) Q,(dx) = [»B|x) Q(dx)
X Xi
_ P (dx) - Q,(dx) :
63 (y) = . gy = =1 i=0,1,...).
(63) piy) i) 7:(y) %) (t=0,1 )

8 Wahei X, die durch (19) definierte Menge bedeutet (also gilt @(X ;) = 0).
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Dann erhilt man durch Anwendung der im Beweis des Satzes 1 beniitzten

Methode — s. (28) und (29) — auf die Mafie Q; und L P

i

X)) P(X;)
) p(x) PiY) | 5 .
64) 3 7 P2 ade) = | gi0y) £122Y| A —1,2,...),
( Jq(a)f | M Jq(u)flgi(y)] (dy) (0 )
ferner gilt '
) (M| Adz) = P(X,) im ™) — B(¥, Jo f[pﬂ“’ ] dy),
qlz) ' e U
Ry Y

(65)
also besteht (64) auch fiir ¢ = 0 (mit der Gleichheit).

Nun gilt nach Hilfssatz 1, angewandt fiir das diskrete Wahrscheinlich-
keitsmal} definiert durch

‘u({u}) — \/j gl(y}

die Ungleichung

n e
i-1 ;

(es wurden auch die aus (61), (62), (63) folgenden Relafﬂonel >’ f) (y) = plw),

l\la

}(J) G(y), ¢,(y) = 0 henutzt), ferner gilt nach Hilfssatz 2

i

I

(67) 0 f[M] ) f F’@’?;f’“(y) B [M] .
0 q(y) q(y)
Aus (64), (65), (66), (67) exgibt sich sofort
e (@), < [ p()
AP, Q)= | glx P——]ALL'— (z) [ |—=| Aldz) =
; qua)f o] ) ,-ZOJ‘“” o

= (a1 (M] idy) —.7,(P, @),
; qly)

vorausgesetzt, dafl beide Integrale sinnvoll sind. Man erhilt in dieser Weise
die folgende Verallgemeinerung des Satzes 1:

Satz 3. Sind P und @ beliebige g-endliche MafBle auf (X, Sx) | mit endlichem

]f(P Q), sind ferner auch P und @ o-endlich, so ist auch JI(IT Q) sinnvoll,
und es qa[t

TP, @)= 7P, Q),

wobei die Gleichheit fiir ein streng konvexes f(u) dann und nur dann gilt, wenn
(13) (bzw. (16)) besteht.
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§ 4. Eine Anwendung

_ Betrachten wir eine homogene Markoffsche Kette mit den m-stufigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten p{7.

Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anfangszustinde P® —
= (P, P, .. ) bzw. @D = (¢, ¢, ...) so bezeichne p{P bzw. ¢@
die Wahrscheinlichkeit des k-ten Zustandes im Zeitpunkt », und man setze
P® — (p(, p, .. .), @M = (¢{M, ¢f”, ...). Dann bestehen offenbar die
Gleichungen

(68) pirtm= 3 p p@, gt = 2 o,
i i
die bedeuten, daf P@+m bzw. @@tm (fiir beliebige natiirliche Zahlen n
und m) auffaBbar sind als die Verteilungen bestimmter, durch einen Kanal
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten p{p iibertragener Signale, deren ur-
gpriingliche Verteilung P bzw. @ war.
Es gilt also nach Satz 1 fiir eine beliebige konvexe Funktion J(w)

(69) jf(P("), Q{n))%rjf(P(n-bm), QEmy

Ist 7 (PD, QW) < 4 oo, so folgt aus (69) (mit der Wahl m =1)
und aus (35), daB die GroBen 7 (P™, @ M) fiir n —> <o einen endlichen Grenz-
wert haben, und infolge dessen

(70) THP®, @) — T (P, QM) 0 fir n— oo

— gleichmiBig in m — gilt.
Aus (70) folgt nach Satz 2" — falls die Funktion f(u) die Voraussetzungen
dieses Satzes erfiillt — die Bezichung
<¢l
fiir jedes & = 0.

(71) lLim 2 PpP=1, NE ., = {(-i,j) :
n—= (i,)ENfm '

Als Anwendung der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wollen wir
nun auf Grund von (71) den Markoffschen Satz beweisen, dall jede homogene
Markoffsche Kette mit endlich vielen méglichen Zustanden N, fiir die es ein
mqy und 7, mit pi) >0 (i = 1, 2,..., N) gibt, ergodisch ist.

Wiihlen wir also eine beliebige in (0, + o) definierte zweimal differenzier-
bare Funktion f(u) mit

v R

q 9‘}" I

(399 inf f{u) >0 fiir jede O0<a<b< -+ oo
a<u<b
und f(0) = lim f(u) < 4-oo. Wihlen wir ferner etwa @) = L, i, e 1
u—=>+0 N N N

Dann ist die Endlichkeit von & (P®, QL) fiir be]iebige Anfangsverteilung
PO gesichert, also gilt — nach’den oben Gesagten — die Beziehung (71).

Setzen wir K, (e) = {i P = %—} und
I

(72) d = min pifn) > 0.
1=<i<N
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Dann muB nach (71) fiir jedes ¢ € K ,(¢) und geniigend groBes n (4, j,) € Np,
d. h.

(73) | B gfpr e — g pifmal| < agffh gfftm fir 7eK,(e)
gelten, woraus durch Summieren

(1) lfirm, & o0 — oy, WIS o™ g, o0 S o™
L nlE.

nlE 1€ Kule,

folgt. Hier besteht nach der Definition von K, (¢)

(75) 2 fh>1—=;
i€ Ku(e)
um auch _> p{ abschiitzen zu kénnen, multiplizieren wir (73) durch

€® , N
p{" und summieren nach #; dadurch ergibt sich

|q}r:+mo) 2‘ ps_n)pgr;n)_p}f+mn) 2 g pg,r;u)| <

i€ Kn(e) i€ Ky(e)
g gq}:+mo) 2 q‘,-”) 7,8,7[:0) < g(g}rﬁmn))z
i€ Ku(®)

und hieraus — beniitzend (68) —

(76) |q§g+mn)~ 2‘ i pg_?;o) = p}ﬁiLmu)A 2 qm pglr_lu+nzn)| o E(g}ngmu))z_
i ¢ Kaple) i ¢ Kale)
Aus (76) folgt nach der Definition von K, (¢) und nach (62)
(1) yimo)
P Pijy (- mg) 3
77 s o< K P T mg)|
(77) 2 PV = . = | o T Oy o ;
i¢ Ka(e) Jo
Beriicksichtigt man (75) und (77), so erhilt man aus (74)
; &

(78) M}:ero) — 7}};‘4‘”’*0)! < sq}‘:"'mﬂ) Gl [2,§g-rnln) 4= { §g+mu))2] E 1

1
epfrmo <3[4l

Auf Grund von (78) und (73) sieht man gleich, indem man auch die aus
(68) und (72) folgende Beziehung ¢{ = d beriicksichtigt, daBi | p® — ¢{ |
bei geniigend groBem n fiir jedes 7 € K (¢) ,klein** sein mufi. Dasselbe gilt
aber offenbar — vgl. (77) — auch fiir i ¢ K,(¢). Dadurch ist die Limesrelation
(79) lim |p{ — ¢! =0 (1=1,2,...,N)
fir @@ = l,i, e
N N
(iiltigkeit fiir beliebige P® und QW folgt.

Es sei nun P eine beliebige Anfangsverteilung und setzen wir @V =
= P®; dann gilt @M = P®+1 ynd (79) ergibt

80 lim |p{® — pltt] — 0 i=1,2 ...,N).
i i

n—eo

i . : i
,—| und beliebiges P bewiesen, woraus aber ihre
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Wiihlen wir also eine Folge n,, m,, ... von natiirlichen Zahlen derart,
daB jede der Folgen {pf*}i., (i=1,2, ..., N) konvergent ist: p{™ —p
(i=1,2,...,N), so muB P = (p, p,, . . ., py) nach (80) eine stationire Ver:
teilung der betrachteten Markoffschen Kette sein, und aus (79) folgt, indem
man nun P® — P setzt, daB die Verteilung @™ fiir n — oo bei beliebiger
Anfangsverteilung @ gegen diese stationiire Verteilung P strebt.

Setzt man insbesondere ¢iV = { 1 hir § =3

0 sonst
so ergibt sich
(81) lim 4P = p, fiir jede ¢ und £k,
-
also die Ergodizitit der betrachteten Markoffschen Kette.

Bemerkung. Die Homogenitiit der Markoffschen Kette wurde erst beim
Beweis der Existenz einer stationiiren Verteilung benutzt. Also ist die Beziehung
(79) auch fiir jede inhomogene Markoffsche Kette bewiesen, fiir welche die V oraus-
setzung (72) giiltig st (wobei nun m, und j, sowie die Ubergangswahrschein-
lichkeiten p{P = p{™ (n) selbst von dem Ausgangszeitpunkt abhiingen
diirfen, die Zahlen d(n) = inf p{l» (n) aber eine positive untere Grenze
haben sollen.) I=isN

Fithrt man den obigen Beweis mit der Wahl f(u) = ulogu durch, so
kann sie als ein rein informationstheoretischer Beweis angesehen werden,
indem dann im Beweis nur Eigenschaften der relativen Information (von
Ordnung 1) I(P || @) beniitzt werden.

Die oben beniitzte Methode scheint nicht nur fiir den Beweis der Ergodi-
zitit von Markoffschen Ketten, sondern auch fiir den Beweis von anderen
Grenzverteilungssiitzen geeignet zu sein. Da die Ungleichung (13) nicht nur
fiir WahrscheinlichkeitsmaBe, sondern auch fiir bestimmte o-endliche MaGe
giiltig ist (vgl. Satz 3) kann man erwarten, daB mit Hilfe der in diesem Parag-
raphen angewandten Methode — nach entsprechender Verallgemeinerung
von Satz 2 bzw. 2 — auch manche Siitze beziiglich nicht normierbaren beding-
ten Verteilungen (vgl. [8]) beweisbar werden. ‘

(Eingegangen: 16. Januar, 1963.)
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OAHO TEOPETUKO-UH®OPMALIMOHHOE HEPABEHCTBO M ETO0
NMPUMEHEHHME K [OOKA3ATEJIbCTBY J3ProgM4YHOCTU UEINEW
MAPKOBA

I. CSISZAR
Pe3tome

Inst HeKaTopoil BuINyKIOR QyHKUMK f() M A1 BepoATHOCTHBIX mep P u
QHa HeKOTOPOM u3MepuMom nipocrparcrse (X, Sx) Mol 06osHauum uepes .7 (P, @)

BeJIMUHHY [ qf [£ Mdzx) rue p u g — naoTHocT Mep P i @ oTHocsumecs K o-
; q

Konequoﬁ)fwepe Ana (X,8%). T{P, Q) aBnsercs 06o01ieHHeM NMOHATHsI OTHOCH-
TeabHOM uHGopMaluu (IUTPONUM), TAK KaK B caydae f(w) = ulogu mbl nMeeM
TP, @) = I(P]|@) = H(P).

Ecit mbl Tonkyem Py @ Kax pacripejienenus CUrianos npyu BXoae KaHana
(X, Y, »(-|x)), IpOMCXONALMX U3 IBYX PasIHUHBIX UCTOUYHHMKOB, TOT/IA pacrpe-
penennss P u @ BBIXO/IHBIX CHTHAJNIOB  NOJIYYarTCs  (hopmyTamu P(E) =
= [ »(E|2) P(dz), Q(E) = [ v(E|2) Q(dz).

X X

B Hacrosieit paGore gjoKasbiBaetcst, uto 7 (P, @) =< .7(P. @)(reopema 1),
KpoMe Toro jauel ycnosue pasenctsa.” (P, @) = (P, @) n ero npumenenus
K HEKOTOPBIM UYaCTHBIM CIyYasiM a TaloKe OJiHa OLEHKa B Cliyyae MajlocTH pas-
nocru. 7 (P, @) — .7 4(P, @) (nonoJmenne K eopeme 1, eopembl 2 u 2’). Teopema 1
ofo0L@aeTest U JUIsl o-KoHeunbix mep (Teopema 3).

B KauecTBe npumeHeHusi pe3ysibTaTOB CTaThbH B § 3 aBTOpP aeT TeOPEeTHKO-
utdopmaloHHOe [0Ka3aTeNbCTBO 3PTOJMYHOCTH HEKOTOpBIX Ieneit Maprosa;
[IpH 9TOM OH He TOJIb3YeTcsl co00payKeHUAMH Teopun MaTpull. JoKasaTenbcTBo
TAKOTO XapakTepa [IaeTcst 3/1eCh BIEpBBIE.



