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Johannes Czermak, Salzburg

Uber eine formale ,,dialektische* Logik!)

Die Haltung mancher Vertreter der dialektischen Logik zum Widerspruchsprinzip
erscheint mitunter widerspruchsvoll. So ist fiir F. Kumpf die dialektische Negation P
»eben nicht nur die logische Negation von p* (aber doch auch? ), wihrend das
formallogische Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch immer gilt (vgl. [7],
S. 257 f.). P. V. Kopnin gibt in [5], S. 143, die Church’sche Kalkiildefinition aus [L],
S. 48 f., schreibt aber dann auf S. 165: ,,Von einigen Wissenschaftlern wird angenom-
men, dafl die Dialektik ihre eigene Logik der Ableitung von Folgerungen aus Primissen
schaffi, d. h. ihren eigenen logischen Kalkiil, der nicht auf den formallogischen Ge-
setzen (Identitit, ausgeschlossener Widerspruch), sondern auf den Gesetzen der Dialek-
tik aufbaut. Wir kénnen hier die Formen solcher Kalkiile nicht analysieren, weil es
noch niemandem gelang, sie aufzubauen. .. Sie beweist nochmals, dafl man keinen
logischen Kalkiil aufbauen kann, wenn man gleichzeitig das formallogische Gesetz vom
ausgeschlossenen Widerspruch verwirft. Der logische Kalkil ist ein Apparat, um nach
angegebenen Regeln mit Zeichen zu operieren. Einige dieser Regeln sind fiir einen
jeden Kalkiil unerliBlich, die anderen nur fiir bestimmte Formen. Von den ersten ist
das Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch das formallogische Minimum . . .* Nun
wird man nach Lektiire des III. Kapitels von [5] Kopnin nicht gerade als Autoritit auf
dem Gebiet der formalen Logik zitieren. Wir nehmen das obige Zitat vielmehr nur zum
Anla8, Kalkiile der formalen Logik zu untersuchen, in denen der Satz vom ausgeschlos-
senen Widerspruch nicht ableitbar ist. Solche Kalkiile seien im folgenden ,,Kalkiile
einer dialektischen Logik* genannt, ohne daf damit der Anspruch verbunden wire,
daB sie als eine adiquate Formulierung einer dialektischen Logik aufgefafit werden
kénnen. Es ist natiirlich iiberhaupt nicht einzusehen, warum es solche Kalkiile nicht
geben soll. Schon Popper hat in [9], S. 821, auf einen solchen Kalkiil hingewiesen, und
Segerbergs Kalkiil JQ in [12], S. 41, enthilt den Widerspruch sogar als Axiom. Wir
konstruieren zunichst (in anderer Weise als Popper) einen ,,dualintuitionistischen**
Kalkiil und gehen zu diesem Zweck von Gentzens Sequenzenkalkiil (vgl. [3]) aus.

Der Kklassische Sequenzenkalkiil

Die Sprache der im folgenden zu betrachtenden Systeme enthilt an logischen
Zeichen N (Negation), K (Konjunktion), A (Disjunktion), () (Allquantor), (E) (Exi-
stenzquantor), = (Sequenzenzeichen), in einigen Fillen auch C (Implikation), L
(Notwendigkeit) und M (Mbglichkeit), weiters je abzihlbar unendlich viele freie und
gebundene Objektvariable (mitgeteilt durch a, b bzw. u, %, v, z, mit und ohne Indizes)
und fiir jede natiirliche Zahl n hochstens abzihlbar unendlich viele n-stellige Pridikats-
zeichen (mitgeteilt durch P, Q, R). Primformeln sind Ausdriicke der Gestalt Plags s
a,), wobei P ein n-stelliges Pradikatzeichen ist. Formeln werden nach Lukasiewicz in
klammerfreier Schreibweise induktiv definiert. Endliche (evtl. leere) Folgen von (durch
Kommas getrennte) Formeln werden durch grofie, Formeln durch kleine griechische
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Buchstaben bezeichnet (7 vorzugsweise fiir Primformeln). Sequenzen sind Ausdriicke
der Gestalt I'> A. Die Formeln links vom Squenzenzeichen heifien ,,Antecedens-
formeln®, die Formeln rechts davon ,,Succedensformeln®‘.

Axiome sind alle Sequenzen der Gestalta > a

NoapB A—=Q r=A . o, I'>A
: Vi1 _;@__. w1l) ——— Kiil Ay V- ——
Regeln V) Fheazo Wl oT-a (K1) = TA
'>A,080 w2 '—= A Kii '>A oo

V2 F A e ® W2 F5 a0 (Ki2) oAy

Die bisher genannten Regeln heifien ,,Strukturschlufregeln*. Von den Vertauschungs-
regeln (V1), (V2) machen wir im folgenden oft stillschweigend Gebrauch.

T'->Aa« a ' A
N1) NaT-a N2) F5A Ne
a,I->ABT—>A '=Ao I'=>AB
(1) ISR (h20) [oRSs (A2) [N
o, T~ A B,T A r=AaTl-A48
(Kla) gop T4 EIP) Rag T4 (K2) —F5A, Kap

Mit den bisher genannten Regeln erhalten wir die klassische Aussagenlogik (ohne
Implikation). Wir bezeichnen dieses System mit C.

a(a), > A I'> A, aa)
(E1) (Ex)a(x), > A (E2) ' A, (Ex)a(x)
a(a),T—>A '~ A, aa)
©1) e, T= 4 (62) T3 A ()

Die Regeln (E1) und (G2) sind der folgenden ,,Variablenbedingung*‘ unterworfen: die
freie Objektvariable a darf in der Konklusion nicht auftreten.

Mit allen angegebenen Regeln erhalten wir die klassische Pridikatenlogik erster
Stufe. Dieses System sei mit QC bezeichnet. Eine Formel & heifit in einem Sequenzen-
kalkiil herleitbar, wenn in ihm die Sequenz > ¢ herleitbar ist.

Der dualintuitionistische Kalkiil

Der intuitionistische (implikationslose) Sequenzenkalkiil J bzw. QJ geht aus dem
klassischen Sequenzenkalkill C bzw. QC hervor, wenn man festsetzt, daB in jeder
Sequenz héchstens eine Succedensformel auftreten darf. Wir nennen den Kalkiil, der
aus C bzw. QC entsteht, wenn man sich auf Sequenzen mit hochstens einer Antece-
densformel beschrinkt, den ,,dualintuitionistischen Kalkiil** DJ bzw. DQJ. Wir unter-
suchen das Verhiltnis von DQJ zu QJ und definieren induktiv iiber den Formelaufbau
eine bijektive involutorische Abbildung der Menge der Formeln auf sich:

* sei 7 fiir Primformeln (AaB)* sei Ka*f*
(Na)* sei Na* (Kaf)* sei Aa*p*
((x)au(x))* sei (Ex) (e (x))* ((Ex)a(x))* sei (x)(a(x))*

I'* geht aus " hervor, indem man jede Formel & aus I" durch a* ersetzt.
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Satz I a) I'> A ist genau dann in DQJ (bzw. DJ) herleitbar, wenn A* - I'* in QJ
(bzw. J) herleitbar ist.
b) I' > A ist genau dann in QJ (bzw. J) herleitbar, wenn A* = I'* in DQJ
(bzw. DJ) herleitbar ist.
(Beweis durch Herleitungsinduktion).

Der Kalkiil DQJ kann daher dual zum intuitionistischen Kalkiil entwickelt werden.
Mit Hilfe des Satzes 1 und entsprechender Eigenschaften der intuitionistischen Logik
beweist man leicht die Zulissigkeit der Schnittregel
'+Aa o ¥->0

Lv—-A0
(wobei in unserem Fall natiirlich ¥ leer und I' héchstens einelementig ist) und die
Vollstindigkeit beziiglich der klassischen N-A-Logik (jede klassisch allgemeingiiltige
N-A-Formel ist in DQJ herleitbar; wir beweisen unten ein stirkeres Ergebnis), die
Zulissigkeit des Modus ponens in der Form

- a > ANof

(SCHN)

B
u. a. m. Weiters sieht man sofort, dafl die Formeln bzw. Sequenzen
(1) ANaa (3) Noo > NNNo (5) NKafi > ANaNg
(2) NNa ~> « (4) NAafS ~ KNaNg (6) ANaNg - NKof
in DJ herleitbar sind im Gegensatz zu den folgenden:
(7) @ > NNa (8) KNaa ~ 8 (9) KNaNg -~ NAaS

Aus der Herleitbarkeit von (2) und der Unableitbarkeit von (7) folgt, dafl in DJ die
doppelt negierte Formel ,,stirker ist als die nicht negierte. Im Hinblick auf (8) kénnte
man auch die Unableitbarkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch
(10)NKNaw

vermuten, zumal gilt: Ist > ANaa in J herleitbar, so KNa*a* — in DJ und damit
—* NKNa*a* in DJ. Umgekehrt gilt aber nur: Ist - NKNao in DJ herleitbar, so
NANa*a* = in DJ und somit - NNANa*a* in J, und das doppelt negierte Tertium
non datur ist bekanntlich in J herleitbar. Nun kann (10) tatsichlich in DJ hergeleitet

werden: a=aq
KaNa = o Eﬁ;’}
=&, NKaNa (N1)
Na - NKaNa (K1b)

KaNa - NKaNa (N2)
=+ NKaNa, NKaNa (Kii2)
-+ NEKaNa

Somit ist dieser ,,dualintuitionistische Kalkiil** nicht Kalkiil einer dialektischen Logik
(in dem in der Einleitung definierten Sinn), obwohl das ,,Ex falso quodlibet” in der
Form von (8) nicht herleitbar ist. Um die Herleitbarkeit von (10) zu verhindern, kann
man eine der in der Herleitung von (10) verwendeten Regeln abzuschwichen ver-
suchen. Zu diesem Zweck betrachten wir weiter unten modallogische Interpretationen;
vorher befassen wir uns noch kurz mit der Implikation.
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Die Implikation

Um die Implikation in den bisher angegebenen Systemen einzufiihren, fiigen wir
diesen die beiden Regeln
r+AapI'=+0 (c2) a8 A

Caff, '~ A, 0 I' = Caf, A
hinzu. (Im Falle ] bzw. QJ ist A leer und ® hochstens einelementig; im Fall' DJ bzw.
DQJ ist I' leer). Die Implikation stort etwas die in Satz 1 ausgedriickte Dualitit; wir
kénnen die Abbildung * zwar fortsetzen: (Cof)* sei NCp*a*, doch ist sie dann nicht
mehr involutorisch und das ,,genau dann, wenn‘* in Satz 1a, 1b muf zu einem ,,wenn,
dann® abgeschwicht werden. Wihrend sich der Kalkiil DJ beziiglich der Herleitbarkeit
implikationsloser Formeln als sehr stark erweist, ist das Gegenteil der Fall fiir Formeln,
wenn sie mehrere Implikationszeichen enthalten. So ist z. B. eine Formel CaCfa im
allgemeinen in DJ nicht herleitbar. Eine gewisse Verstirkung des Systems erreicht man,
wenn man (C2) durch
y =8, 4

INe) -+ CaB, &
ersetzt, wobei I’{a) leer ist, wenn I' aus der Formel & besteht, ansonsten aber mit r
iibereinstimmt. Es erscheint aber in unserem Fall natiirlicher, sich auf Sequenzen von
implikationslosen Formeln zu beschrinken und das Sequenzenzeichen als ,,reine‘
Implikation (bestehend zwischen der Antecedensformel und der Disjunktion der
Succedensformeln) zu interpretieren.

(C1)

(C2)

Modallogische Interpretationen

Fiigen wir dem System C bzw. QC die beiden Regeln
a,'—>A Ir->a
La, > A L' La
hinzu (die Formeln diirfen natiirlich nun auch L’s enthalten), so erhalten wir Sequen-
zenversionen des Lewis’schen Modalsystems S4, die wir mit LS4 (ohne Quantoren)
und LQS4 (mit Quantoren) bezeichnen. Wihlen wir aber statt L das Grundzeichen M
und nehmen wir die beiden Regeln

a—>MA '+A,q
Mo~ MA M2) F5A, Ma
zu C bzw. QC hinzu, so seien die so entstehenden Systeme mit MS4 bzw. MQS4
benannt. Die L- und M-Versionen von S4 entsprechen sich wie folgt: Definiert man in
LS4 (LQS4) das Zeichen M als Abkiirzung fiir NLN, so sind (M1) und (M2) zuldssige
Regeln, definiert man umgekehrt in MS4 (MQS4) L als Abkiirzung fiir NMN, so sind
(L1) und (L2) zulissig. Setzt man die Abbildung ab> a* fort auf die Menge aller
implikationslosen Formeln, die auch modale Zeichen enthalten diirfen, indem man der
induktiven Definition noch

(La)* sei Ma* (Ma)* sei La*

(L1) (L2)

(M1)
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hinzufiigt, so gilt der Satz: I' = A ist genau dann in LS4 (LQS4) herleitbar, wenn
A*>T* in MS4 (MQS4) herleitbar ist. Wir definieren fiir nicht-modale Formeln o
,»modallogische Interpretationen® ok, ay, oM und oy wie folgt (X stehe fiir L oder
M):

Ty sei 7 fiir jede Primformel 7 aX sei Xay

(Na)y  sei NXay (Cof)y sei CXay Xfy
(AaB)y se% AXay Xfy (Kaf)x sei KXoy Xy
((w)a)y sei (u)Xoy ((Eu) o)y sei (Eu)Xoy

X bzw. Iy entstehe aus I', indem man jede Formel & aus I' durch aX bzw. ax
ersetzt. Dann gilt bekanntlich (vgl. z. B. [10], S. 219; [18], S. 208): Die Formel « ist
genau dann in J (bzw. QJ) herleitbar, wenn al (und damit @y ) in LS4 (bzw. LQS4)
herleitbar ist. Ist die Sequenz "> AL in LS4 herleitbar, so ist I'M 8 in J herleitbar,
wobei § eine Formel aus A oder beliebig ist, falls A leer ist. Weiters gilt (vgl. [2]): Eine
Formel @ ist genau dann in C (bzw. QC) herleitbar, wenn o™ in MS4 (bzw. MQS4 +
CLM(Eu)a(Eu)LMa) herleitbar ist. Die Formel « ist genau dann in G (bzw. QC)
herleitbar, wenn aig in S5 (bzw. QS5) herleitbar ist. Es gilt nun iiberraschenderweise
Satz 2. Jede klassische N-K-A-Tautologie ist in DJ herleitbar.

Beweis: Sei o eine klassische N-K-A-Tautologie. Dann ist in MS4 die Sequenz - aM
herleitbar, in LS4 daher (aM)*—>, d. h. (a*)L . Hieraus folgt, dafl a*— in J herleitbar
ist; mit Satz 1 erhalten wir die Behauptung.

Satz 2 zeigt, daB8 die Einschrinkung auf Sequenzen mit nur einer Antecedensformel
sich auf die Herleitbarkeit von N-K-A-Formeln nicht auswirkt.

In S4 sind (CTNNm)p; und (NK7Nm)y nicht herleitbar. Dieser Sachverhalt legt es
nahe, die nicht-modale Logik, deren Theoreme die Menge Dy = {a:aM ist in 84 bzw.
QS4 herleitbar} bilden, zu untersuchen, zumal sich L und M zueinander dual verhalten
und die entsprechende Menge Dy, mit der intuitionistischen Logik zusammenfillt. Es
gilt aber nun:

Satz 3. Ist  eine klassische Tautologie und f eine beliebige Formel, so sind Kaa, Aaf
und Cfa in Dy;.

Beweis: (Koa)ys ist KMoy Mayy; (Aap) ist AMogBags (CBar)yy ist CMByMoyy. Ist & eine
klassische Tautologie, so ist May; in S4 herleitbar.

Insbesondere folgt hieraus, dafl keine der folgenden SchluBregeln

« ANof a Cof ABB KBB
g 8 B 8

in Dy zuldssig ist. (Man setze NK#N7 fiir § und eine beliebige Formel aus Dy fiir a).
Satz 3 erschwert eine sinnvolle Interpretation von Dpy- Betrachten wir nun aber die
Herleitung von NK#N7 in DJ: versuchen wir, die Herleitung der entsprechenden
Formel (NK#Nm)ys in MS4 durchzufiihren, so ist der nach einem (K1)- und vor einem
(N2)-Schluf notwendige (M1)-Schlu nur dann durchfiihrbar, wenn jede Succedens-
formel die Gestalt Mo hat; dies ist aber im allgemeinen nicht der Fall. Wir versuchen
nun, einen Kalkiil zu formulieren, der etwas schwicher ist als Dy, aber, so hoffen wir,
einer sinnvollen Interpretation zuginglicher ist.
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Der Sequenzenkalkiil SDL

habe als Axiome alle Sequenzen der Gestalt & — @ und als Regeln (V1), (V2), (W1),
(W2), (Kiil), (Ki2), (N1), (K2), (A2a), (A2b), sowie

o a>A o a—=>0 -0
N2°) i a (D) =R F~©

(<] a—)A o B—>A
(K1a) o2k (K16%) gomsr

mit der Einschrinkung: in A darf keine Formel der Gestalt N6 vorkommen. Wir

definieren zu jeder micht-modalen Formel a eine Formel o, indem wir in der

induktiven Definition von 0fj den ersten Punkt (,,1TM sei 7 fiir jede Primformel 7*)

ersetzen durch ,,my; sei M fiir jede Primformel 7.

Satz 4. Ist ' = A in SDL herleitbar und enthilt diese Sequenz an logischen Zeichen
nur N und K, so ist I'yj = Af; in MS4 herleitbar.

Beweis durch Herleitunginduktion.

a) Ist ' > A ein SDL-Axiom, so ist 'y > Agj ein MS4-Axiom.

b) Ist I' > A Konklusion eines Strukturschlusses mit. Primisse ¥ —>®©, so folgt
'y = Ay durch einen gleichen StrukturschluB aus der nach I.V. (Induktionsvoraus-
setzung) in MS4 herleitbaren Primisse Wiz > Ofj.

¢) Ist '>A von der Gestalt Ne>A und Konklusion eines (N1)-Schlusses mit
Primisse = A,q, so ist nach L.V. in MS4 die Sequenz —> Aj;,ap; herleitbar. Hieraus
folgt mit einem (M2)- und (N1)-Schlufi NMog; = Agj. Diese Sequenz stimmt aber
mit (Na)g; = Ay tiberein.

d) Ist '> A von der Gestalt - A‘, Na und Konklusion eines (N2°)-Schlusses mit
Primisse @ ~> A‘, so ist nach LV. in MS4 die Sequenz af; > A‘y herleitbar.
(M2)-Schliisse und darauf ein (M1)-Schluf liefern Maj; = MAf;. Mit (N2) folgt in
MS4 (*) > MAjj, NMajj. Nun enthilt A nur Formeln der Gestalt 7 oder Kfy. Da in
MS4 die Formeln EMMmM#7 und EMKMAMYKMfM7Y herleitbar sind und das Erset-
zungstheorem gilt, folgt aus der Herleitbarkeit von (*) jene von > Ag;, (Na)jz.

e) Ist ' > A von der Gestalt Kaf—> A und Konklusion eines (K17)-Schlusses mit
Primisse @ > A bzw. $—> @, so ist nach LV. aj; > Af; bzw. f§; > Afj in MS4
herleitbar. Ahnlich wie in Fall d) schlieBen wir auf Mag; > Ay bzw. MBjz > Ay
und hieraus mit (K1) auf (Kaf)j; = Ajj-

f) Ist ' > A von der Gestalt I'> A‘, Ka§ und Konklusion eines (K2)-Schlusses mit
Primissen I'> A%, o und I'> A, B, so sind nach LV. in MS4 die Sequenzen
iz = Ay 0y und Iz = Ay, By herleitbar; mit (M2)- und (K2)-Schliissen erhalten
wir FM - Al\_/l’ (KO‘B)M

Satz 5. Jede in SDL herleitbare N-K-Formel liegt in Dps.

Beweis: Ist & in SDL herleitbar, so ist nach Satz 4 ajj in MS4 herleitbar. o ist keine
Primformel; o unterscheidet sich von Q) nur dadurch, dafl aj; vor jeder Primformel
MM, @y vor jeder Primformel jedoch nur M stehen hat. Wegen EMMaM® in $4 sind
o und o in S4 dquivalent.

Insbesondere folgt nun: Die Formel NK7N7 ist in SDL nicht herleitbar. Weiters
erkennt man die Unableitbarkeit der Sequenz m = NN7 in SDL.

(Wir hiitten natiirlich die Sitze 4 und 5 auch ausdehnen kdénnen auf Formeln bzw.
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Sequenzen, in denen das Disjunktionszeichen vorkommt, wenn wir die Regel (D1°) in
der Weise einschrinken, da in © keine Formel der Gestalt N6 vorkommen darf.
Weiters kénnten wir dem System SDL auch die Regeln fiir Implikation und Quantoren
hinzufiigen.)

Ersetzen wir im Kalkiil SDL die Regeln (W1), (Kiil) und (N1) durch

- A Na—~> A, o
a—>A Na—~ A

Ao
Na—=> A

(W1°) (Kii1®) (N1°)
so erhalten wir einen Sequenzenkalkiil SDL°, in dem in allen Herleitungen nur
Sequenzen mit hdchstens einer Antecedensformel auftreten (SDL° ist somit ein
Teilsystem von DJ).

Es gilt nun

Satz 6. Eine Formel ist genau dann ist SDL herleitbar, wenn sie in SDLherleitbar ist.

Semantische Uberlegungen

Eine strikte Rechtfertigung wiirde der Kalkiil SDL erst erfahren, wenn man eine
Semantik im Stil Kripkes oder Montagues (vgl. [6], [11] und [8] konstruieren kénnte,
die ihrerseits eine , dialektische‘* Interpretation gestatten wiirde (ihnlich wie etwa
Grzegorczyk’s Interpretation der intuitionistischen Logik in [4]). Halten wir uns
zunichst an die Modallogik, so kdnnten wir von einer Menge M von Gesichtspunkten
(Hinsichten), einer die Menge M strukturierenden Relation R und einer Funkiion ¢,
die jedem Gesichtspunkt und jeder Primformel einen Wahrheitswert zuordnet, aus-
gehen, Man kénnte dann einen dialektischen ,,Widerspruch** auflésen z. B. in der Form
»»Es gibt einen Gesichtspunkt A, unter dem a wahr ist, und einen Gesichtspunkt B, der
zu A in der Relation steht, so dafl @ unter B falsch ist.“ (Dies liefert natiirlich eine
andere Semantik als eine der iiblichen modallogischen Kripkesemantiken fiir aM.) Es
erscheint uns jedoch vielversprechender, einer Anregung von F. Melms zu folgen, von
einer Menge S von Situationen (Entwicklungsstadien), einer Funktion f, die jedem s
€S eine Menge f(s) von Tendenzen (die man sich durch Mengen von Primformeln
beschrieben denken kann) zuordnet, einer die Menge Sxf(S) strukturierenden Rela-
tion R (im Sinne der Abfolge der Situationen und der Dominanz gewisser Tendenzen)
und einer dreistelligen Funktion y von PxSxf(S) in {w,f} (wobei P die Menge der
Primformeln ist) auszugehen.

Anmerkungen

1. Die vorlicgende Arbeit entstand im Rahmen eines Proseminars iiber dialektische Logik an der
Universitdt Salzburg. Der Verfasser dankt Herrn Friedrich Melms fiir Kritik und Anregungen. Der
Vortrag konnte krankheitshalber nicht gehalten werden.
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