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赋 s范数 Orlicz 空间的若干几何性质

摘 要

Orlicz 空间作为 Banach 空间理论的重要研究内容被广泛应用到的各类学科

中。在国内外数学工作者近一个世纪的努力下，Orlicz 空间理论日益完善，赋 s
范数Orlicz 空间是Orlicz 空间的一种推广形式，它包含了经典的Orlicz 空间及各

类广义 Orlicz 空间，其理论及应用更具一般性，对这类空间的探索不但可以丰

富Orlicz 空间理论，更可以为 Banach 空间提供直观资料，本文分别对赋 s范数

的Orlicz 序列空间的Kadec-Klee 性质和  性质和赋 s范数的Orlicz 函数空间的

Kadec-Klee 性质进行讨论，主要工作内容总结如下：

首先，简述了本文课题来源和研究Orlicz 空间的目的及意义，介绍了Orlicz
空间的发展历程和Orlicz 空间理论的重要成果，并展示了本文各部分研究内容

及结论。

其次，研究赋 s范数的Orlicz 序列空间的Kadec-Klee 性质。Kadec-Klee 性
质是 Banach 空间几何性质中的较为重要的性质，其与不动点理论密切相关。许

多数学工作者对赋Luxemburg 范数，Orlicz 范数和 p-Amemiya 范数的Orlicz 空

间的Kadec-Klee 性质进行了深入研究，得到了很多优秀的结果。本文给出赋 s范
数的Orlicz 序列空间具有Kadec-Klee 性质的三个等价命题。

再次，研究赋 s范数的Orlicz 序列空间的  性质。具有  性质的 Banach 空

间具有 Kadec-Klee 性质，具有  性质的 Banach 空间具有正规结构，进而具有

不动点性质，本文给出了一个 s范数的计算公式，并利用该公式给出赋 s范数的

Orlicz 序列空间具有  性质的刻画。

最后，研究赋 s范数Orlicz 函数空间的Kadec-Klee 性质。由于赋 s范数的

Orlicz 函数空间的复杂性，在对偶空间不清晰的条件下，增加了解决赋 s范数

Orlicz 函数空间具有Kadec-Klee 性质的难度。本文寻找到了一个新的手段即利

用赋 s范数Orlicz 函数空间的端点的刻画，解决赋 s范数Orlicz 函数空间具有

Kadec-Klee 性质的刻画。

关键词 Orlicz 空间；s范数；Kadec-Klee 性质；  性质
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Some Geometric Properties of

Orlicz Spaces Equipped with s-norms

Abstract

As an important research content of Banach spaces, Orlicz spaces are widely
used in various disciplines. With the efforts of mathematics workers for nearly a
century, theory of Orlicz spaces is becoming more and more perfect. Orlicz spaces
equipped with s-norms is a generalization of Orlicz spaces. It includes classical
Orlicz space and all kinds of generalized Orlicz space. Its theory and application are
more general. The exploration of this kind of space can not only enrich Orlicz space
theory, but also provide intuitive data for Banach space. In this paper, the necessary
and sufficient condition for Kadec-Klee property of Orlicz sequnce space and Orlicz
function space equipped with s-norms and  property of Orlicz sequence space
equipped with s-norms are discussed. The main work is summarized as follows:

Firstly, the purpose and significance of studying Orlicz space was introduced
briefly in this chapter, introduced the development process of Orlicz spaces and the
outstanding achievements of Orlicz space theory, and showed the research contents
and conclusions of each part of this text.

Secondly, the Kadec-Klee property of Orlicz sequence spaces equipped with
s-norms was studied. As we all know, Kadec-Klee property is an important property
in the geometric properties of Banach space, which is closely related to the fixed
point theory. Many mathematicians have deeply studied the Kadec-Klee property of
Orlicz space equipped with Orlicz norm, Luxemburg norm and p-Amemiya norm,
and obtained many excellent results. In this chapter, we gave three equivalent
propositions that Orlicz sequence spaces equipped with s-norms have
Kadec-Klee property.

Thirdly, the  property of Orlicz sequence space equipped with s-norms was
discussed, Banach spaces with  property have Kadec-Klee property and normal
structure and then it have the fixed point property. In this chapter, we gave a
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calculation formula of s-norms, and used this formula to characterize the equivalent
proposition that Orlicz sequence space equipped with s-norms has  property.

Finally, the Kadec-Klee property of Orlicz function space equipped with
s-norms was discussed. Due to the complexity of Orlicz function space equipped
with s-norms, it is more difficult to solve the problem that Orlicz function space
equipped with s-norms has Kadec-Klee property under the condition of unclear dual
space. In this chapter, a new method is found, that is, using the characterization of
the extreme point of Orlicz function space equipped with s-norms to solve the
characterization of the Kadec-Klee property of Orlicz function space equipped with
s-norms.

Keywords Orlicz sapce, s-norms, Kadec-Klee property,  property
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第 1 章 绪 论

1.1 课题来源和研究的目的及意义

1.1.1 课题来源

本课题研究源自导师崔云安教授的国家自然科学基金项目(11871181)。

1.1.2 课题研究的目的及意义

波兰著名数学家 Wɫadysɫaw Orlicz 为解决傅里叶级数收敛的完备

性问题于 1931 年联系积分方程以其名字引入了赋 Orlicz 范数的 Orlicz
空间 [1-4]，使之成为 (1 )  pL p 空间的推广，其作为一类具体的 Banach
空间类，Orlicz 函数生成的函数各式各样，因此 Orlicz 空间几乎包括所

有的 Banach 空间类，这不仅为研究 Banach 空间提供了充足的模型库

和无数实例，同时也为解决一般 Banach 空间的几何理论问题提供较为

清晰的研究思路和解题方法。Orlicz 空间几何理论发展到今天愈来愈完

善，应用日益广泛，根据不同理论和应用需求，Orlicz 空间以不同形式

向众多领域进行扩充和延伸。

随着关于可测函数的 Orlicz 空间 
oL 空间和 Orlicz 范数的产生，从 20

世纪 50 年代到 21 世纪初，众多数学工作者已经得出经典Orlicz函数、Luxemburg

范数和 p-Amemiay 范数可以分别使用 Amemiya 公式
0

1inf (1 ( ))o

k
x I kx

k  
  、

0

1inf max{1, ( )}
k

x I kx
k  

 和
1

0

1inf (1 ( ))p p p

k
x I kx

k  
  (1 )p   来定义[5,6]，这

拓展了 Orlicz 空间理论内容。2019 年 Marek Wisła 对 Orlicz 空间赋予 s
范数得到赋 s范数的 Orlicz 空间[7]，作为经典 Orlicz 空间的推广，其包含在

Orlicz 空间中的上述所有范数。他们利用外函数 ( )s u 的概念给出 s范数的定义：

, 0

1inf ( ( ))
s k

x s I kx
k  

 。新引入的赋 s范数的 Orlicz 空间几乎蕴含了其他类

型 Orlicz 空间的所有情况，从而使 Orlicz 空间理论得到推广和深化，

赋 s范数的 Orlicz 空间的应用范围也日益扩大。

赋 s范数的 Orlicz 空间的几何性质对研究 Orlicz 空间有着重要地

位，在研究其几何性质的过程中，可以获得一定经验，使得在探究

Banach 空间几何性质时，就可以参考赋 s范数的 Orlicz 空间几何理论
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的解决方法，并利用相似的方法和技巧，拓宽思路来讨论。这样既有

助于研究工作的进行，又能通过不断完善 Orlicz 空间理论来使得 Orlicz
空间能够向着更宽泛的方向发展，使之能被渗透到更多的学科中。

1.2 国内外研究发展状况

1.2.1 Orlicz 空间理论发展状况

1932 年，波兰著名数学家 WɫadysɫawvOrlicz 为解决傅里叶级数收

敛的完备性问题引入了的赋 Orlicz 范数的 Orlicz 空间 o
L ，并于 1936 年

定义了 Orlicz 范数： sup ( ) ( ) : ( ) 1o

G

x x t g t dt I y

 
  

 
 。

1950 年，Nakano 在半序 Banach 空间中引入模范数形成模半序空

间 [8]，Orlicz 空间就是模半序空间的一个特例。

1955 年， W.A.J Luxemburg 引入 Luxemburg 范数，并深入研究赋

Luxemburg 范数 Orlicz 空间 L，证明了 Luxemburg 范数与 Orlicz 范数等价，

并得到 Luxemburg 范数为：
0

1inf max{1, ( )}
k

x I kx
k  

 。 L 的形成成为推动

Orlicz 空间理论发展的关键，在很大程度上完善了 Orlicz 空间理论。

1958 年，Rutickiĭ Ya.B.和 Krasnoselʹskiĭ M.A.为了解决非线性积分

方程中的确解问题讨论了一类特殊的 Orlicz 空间，这类空间由不满足 2
条件的 Orlicz 函数生成 [9]，而后总结了他们和 Orlicz 、 Luxemburg 等人的

结果，并集中收集于 1961 年出版的《 Convex Functions and Orlicz Spaces》，
该书的出版象征了 Orlicz 空间理论已经基本成型，对日后众多数学工作

者研究 Orlicz 空间理论具有重要意义。此书一经出版，中国数学研究者

吴从炘教授便第一时间将其翻译成中文《凸函数与 Orlicz 空间》，以便

于国内学者对 Orlicz 空间理论的进行深入研究，国内数学工作者们在此

基础上对 Orlicz 空间进行探讨并取得了一些不菲的结果，为 Orlicz 空间

理论在中国发展做出重要贡献。

进入 20 世纪 60 年代，世界各地研究 Orlicz 空间的数学工作者越

来越多，有关 Orlicz 空间理论的一些好的结果被逐步发现，Orlicz 空间

理论日臻完善。 60 年代初期，日本学者 ANDO,T.和美国数学工作者

RAO,M.M.相继独立地得到了 Orlicz 空间对偶空间的刻画 [10,11]；60 年代

中期，王廷辅先生研究了该空间有界凸集是紧集的等价条件 [12]；丁夏

畦和 Trudinger,N.S.分别对索伯列夫定理进行推广 [13,14]，使其能被应用

到偏微分方程理论中；60 年代后期，Gaposkin,V.F.得到该空间具有无
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条件基是空间自反的等价条件 [15]。

到 20 世纪 80~90 年代，吴从炘先生、王廷辅先生等数学工作者相

继出版了三本有关 Orlicz 空间的专著 [16-18]，这在很大程度上充实了

Orlicz 空间理论，使其得到了更系统总结，哈尔滨从此成为 Orlicz 空间

理论的核心研究地之一，以他们为首的数学研究者汇集于此得到了许

多有价值的成果 [19-28]。

20 世纪末，Maligranda、Henryk Hudzik 等人在讨论 Orlicz 范数与

Amemiya 范 数 相 等 条 件 时 ， 提 出 了 p-Amemiya 范 数 的 定 义 ：
1

0

1inf (1 ( )) (1 )p p p

k
x I kx p

k  
     ，以此为基础详细研究了赋 p-Amemiya 范

数的 Orlicz 空间 , pL 的几何性质，并取得突破性的进展，给出该空间的

对偶空间的结构 [29-33]。

经过了众多数学工作者接近一个世纪努力钻研，为 Orlicz 空间理

论注入生机和活力，其内容更加完善，在强化的同时不断开拓创新，

使其能够更为广泛的应用和渗透到其他学科中。

1.2.2 赋 s 范数的 Orlicz 空间理论发展状况

2019 年 Marek Wisła 对 Orlicz 空间赋予 s范数得到赋 s范数的 Orlicz
空间 ,sL ( ,sl )，是 Orlicz 空间的一种更为普遍的推广形态。 s范数的引入使得

Orlicz 空间的其他范数都能被 s范数表达出来，从而使 Orlicz 空间理论得到

更系统地推广和深化。

Marek Wisła 于 2019 年发表《Orlicz spaces equipped with s-norms》

一文，利用外函数 ( )s u 的概念给出 s范数的定义：
, 0

1inf ( ( ))
s k

x s I kx
k  

 。并给

出其对偶空间的结构、s范数的计算公式等一系列性质。同年，崔云安、安莉丽

等人对该空间的端点进行讨论并发表了《赋 s范数的Orlicz 空间的端点》[34]。

对这类空间的探索可以为 Banach 空间提供直观材料，还可以拓宽思路，

利用相通的方法和技巧来讨论其他空间的几何性质问题，因此我们更

需要研究该空间的几何性质。

1.3 主要研究内容

时至今日，在国内外学者的研究下，许多关于 L和
oL的几何性质成果已经

给出[35-52]，但是对 ,sL 的几何性质研究成果却寥寥无几，还有很多重要的几何性

质没有讨论，如：正规结构，单调性，部分点态性质等。本文主要讨论赋 s范数
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的 Orlicz 空间的 Kadec-Klee 性质和  性质。

第一部分，叙述了赋 s范数的 Orlicz 空间的基本结构及 Banach 空间中一

些几何性质的刻画，为本文的研究工作提供了正确的方向。

第二部分，研究赋 s范数Orlicz 序列空间 ,sl 的 Kadec-Klee 性质，解决

2 刻画问题，利用 ,sl 中的模收敛与范数的收敛的等价条件给出 ,sl 具有

Kadec-Klee 性质的等价刻画。

第三部分，研究赋 s范数的Orlicz 序列空间 ,sl 的  性质，通过研究相关论

文，比较赋Luxemburg 范数，赋Orlicz 范数和赋 p-Amemiya 范数的Orlicz空间 
性质的判别条件，讨论 ,sl 具有  性质的条件。

第四部分，研究赋 s范数的Orlicz 函数空间 ,sL 的Kadec-Klee 性质，利用相

关 s范数的性质和有关 ,sL 的端点的性质，给出 ,sL 具有Kadec-Klee 性质的充要

条件。
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第 2 章 赋 s范数的 Orlicz 序列空间的 Kadec-Klee 性

质

2.1 引言及预备知识

Kadec-Klee 性质与 Banach 空间的逼近论与不动点性质联系密切，且在逼近

论和概率论等方面有重要应用，国内泛函分析方向研究者已给出有关本性质的

众多成果。陈述涛先生、王玉文先生等人分别在《Orlicz 序列空间的H 性质》[50]9,10

和《关于Orlicz 空间H 性质的注记》[51]218-220中给出Orlicz 空间的Kadec-Klee 性
质的判别。随后，崔云安、左明霞等人合作研究了其他的 Orlicz 的空间和

Musielak-Orlicz 空间中的 Kadec-Klee 性质的刻画 [52]6-10。本章首先给出有关

Orlicz 空间和赋 s范数的Orlicz 空间的基本定义，在该序列空间上，联系 Banach
空间的知识分别从 Orlicz 空间的对偶向量空间、 Kadec-Klee 性质、一致

Kadec-Klee 性质几个方面进行研究，进而给出赋 s范数的Orlicz 序列空间 ,sl 具

有Kadec-Klee 性质的等价刻画。

本文中，设 X 为Banach 空间， *X 为 X 的对偶向量空间， ( )S X ， ( )B X 分

别为 X 的单位球面和单位球，N、R为非负整数集和实数集。

定义 2.1[16]7 称 R R ： 为 Orlicz 函数是指：

（1） ( )u 是连续的凸函数且为偶函数；

（2） ( ) 0u  当且仅当 (0) 0  ；

（3） ( )lim
u

u
u


 。

定义 2.2[16]8 设 ( )u 为 Orlicz 函数，则称  ( ) sup | | ( ), 0v uv u u    为

( )u 的余函数。

定义 2.3[16]14,18 设  0 ( ( )), ( )l x x i x i R   ，称 0:I l R
  为 x关于的模是

指：

1

( ) ( ( ))
i

I x x i





 
由 I生成的 Orlicz 序列空间记为：

0
1

: 0, ( ) ( ( ))
i

l x l I x x i  


 


 
       
 

存在
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0
1

: 0, ( ) ( ( ))
i

l x l I x x i  


 


 
       
 

任意

在Orlicz 序列空间中定义Luxemburg 范数：

|| || inf 0, ( ) 1xx k I
k 

    
 

和 Orlicz 范数：

1
sup ( ) ( ) : ( ) 1o

i
x x i y i I y






   
 


及 Amemiya 范数

0

1|| || inf (1 ( ))A

k
x I kx

k 
 

已经证明：
A ox x
 
 。记

[ ,|| || ]l l    ， [ ,|| || ]h h   

[ ,|| || ]o ol l    ， [ ,|| || ]o oh h   

定义 2.4[7]6 称 :[0, ) [1, )s    为外函数是指：

（1） s为凸函数；

（2）对任意的 0u  ，  max ,1 ( ) 1u s u u   。

定义 2.5[7]6 设 s为外函数，为 Orlicz 函数，在 Orlicz 序列中定义 s范数：

, 0

1|| || inf ( ( ))s k
x s I kx

k 


记

, ,[ ,|| || ]s sl l    ， , ,[ ,|| || ]s sh h   

为赋 s范数的 Orlicz 序列空间。

定义 2.6[7]12-16 设 s为外函数， ' ( )s u 为 ( )s u 的右导数，对任意的0 1v  ，

定义：

' 1

0
( ) ( )

v
v s u dt 

 
对任意的0 u  ，0 v  ，定义：

' '( , ) 1 ( ( )) ( )s u v s u vs u     
对任意的 , \{(0)}sx l ，定义：

 ( ) inf 0 : ( ( ), ( ( | |))) 0sk x k I kx I p k x
    

 ( ) sup 0 : ( ( ), ( ( | |))) 0sk x k I kx I p k x
    

记

( ) [ ( ), ( )]k x k x k x 
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定义 2.7[16]9 称满足 2 条件（即 2 ）是指：存在 0K  ， 0 0u  ，当 0| |u u
时，有

(2 ) ( )u K u  
称满足 2 条件（即 2 ）是指：存在 (0,1)  ， 0 0u  ，当 0| |u u 时，有

1( ) ( )
2 2
u u

  

定 义 2.8[16]119 称 ( )x S X 为 X 的 Kadec-Klee 点 是 指 ： 对 任 意 的

( ) ( )nx B X ， w
nx x ，蕴涵 nx x 。

定义 2.9[16]119 称 X 具有 UKK性质是指：对任意的 0  ，存在 (0,1)  ，

( ) ( )nx B X ，  ( ) inf || ||:n n msep x x x n m     ， w
nx x ，蕴涵 || || 1x   。

2.2 赋 s范数的 Orlicz 序列空间的 Kedec-Klee 性质

引 理 2.1[16]119,120 若 ( )S X 上的任意点均为 Kadec-Klee 点，则 X 具有

Kadec-Klee 性质。

引 理 2.2[16]9 对任意Orlicz 函数， 2  2 。

引 理 2.3 对任意Orlicz 函数，若 2 ，则 , ,s sl h  。

引理 2.4[7]6,7 设  为 Orlicz 函数， s 为外函数，对任意的 x l ，有

,|| || || || || ||osx x x    ，故 s范数与Luxemburg 范数和Orlicz 范数等价。

引 理 2.5[7]18 设为 Orlicz 函数， s为外函数，对任意的 \{0}x l ，有：

(1) 当 ( )k x ，则存在 (0, ) ( )k k x   ， ,
1|| || ( ( ))sx s I kx
k  ；

(2) 若 ( )k x  ，则有 ,
1|| || lim ( ( ))s k

x s I kx
k 

 。

定理 2.1 设为Orlicz 函数， s为外函数， ,sl 为赋 s范数的Orlicz 序列空

间，以下三个命题等价：

(1) ,sl 为UKK空间；

(2) ,sl 具有 Kadec-Klee 性质；

(3) 2 。

证明：

(1) (2) 显然。
(2) (3)
假设 2 ，则存在 ,( )sx S l ，当n时，满足

,|| (0,...,0, ( 1), ( 2) ...) || 1sx n x n   ，
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设 (0,...,0, ( 1),..., ( ),0,...)
mn

x x n x m  ，则存在 1 2 im m m N    ，使

1 2 ,
1|| (0,...,0, ( 1),..., ( ),0,...) ||
2sx m x m  

2 3 ,
1|| (0,...,0, ( 1),..., ( ),0,...) ||
2sx m x m  

依此类推，

1 ,
1|| (0,...,0, ( 1),..., ( ),0,...) ||
2i i sx m x m   

由 ( )I x  可知，

1

1

( ( )) 0
i

i

m

j m

x j






  ( )i

令 1 ,(0,...,0, ( 1),..., ( ),0,...)i i i sx x m x m h    ，则对任意 F ， ( ) 0ix  。

对任意 , *sv l ，令

1
( ) ( ) ( )

j
v x v j x j





  
则

1

1

( ) ( ) ( ) 0
i

i

m

i
j m

v x v j x j






  ( )i (2-1)

从而 0w
ix  ，令

0 0 0 0 0 1 0 1( (1),..., ( ), ( 1),..., ( ), ( 1),...)i i i ix x x m x m x m x m    (2-2)

0 0 1
0 0 0 1

( 1) ( )( (1),..., ( ), ,..., , ( 1),...)i i
i i i

x m x my x x m x m
k k





  (2-3)

由上式可知，

0 0 1
0 0 0 1

0 0 1

( 1) ( )(0,..., ,..., ,0,...) (0,..., ( 1),..., ( ),0,...)

1 (0,..., ( 1),..., ( ),0,...) 0

i i
i i i

w

i i i

x m x my x x m x m
k k

x x m x m
k







   

   

则
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1 1 1

1

1

1

,

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1

0 0 0 0
1 1 1

1 ( ( ))

1 ( ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )))

1 1( ( ( )) ( ( )) ( ( ))) ( ( ( ))

  











        



      



         

       

    

  

i i i i

i i i i

i i

i i i

i s

m m m m

j j m j m j m j m

m m

j j m j m j m

y s I ky
k

s kx i x i kx i kx i kx i
k

s kx i kx i kx i s x i
k k

1 1

1 1

0
1 1

0 0 0,
1 1

( ( )))

1 ( ( ( )) ( ( )))

 

 

 


   

 

    

 

 

i i

i

i i

i i

m m

j m

m m

s
j m j m

kx i

x s x i kx i
k

当 k时，
1 1

0 0
1 1

1 ( ( ( )) ( ( ))) 0
i i

i i

m m

j m j m
s x i kx i

k

 

   

    
从而 ,lim || || 1i si

y 
 ，但

,
,

1 1lim lim 0
2i isi i

s

y x x
k k 



   ½

产生矛盾，故 2 。

(3) (1)

由 2 ，则对任意 0  ，存在 1 0  ，使得 ,|| ||
4sx 

  ，有 1( ( ))I x i   ,

对上述 1 ，存在 (0,1)  ，使得 ,|| || 1sx    ，有 1( ( )) 1I x i    。

设 ,( ) ( )n sx B l ， w
nx x 且 ( )nsep x  。若 ,|| || 1sx    ，则存在一个有

限子集 I N ，使得 ,|| | || 1I sx    。由 w
nx x 和 I 有限可知 ( ) ( )nx i x i ，则

nx x 。

若 0x  ，则显然。

若 0x  ，若 = ( )n nk k x 无界，令
2

n
n

x xy 
 ，则 w

ny x 且 ,|| || 1n sy   。

由线性函数的延拓定理可知，存在 ( )f S X  ，使得 ,( ) || || 1sf x x   ，则

,|| || || || || || ( ) ( ) 1n n s nf y y f y f x     (2-4)
故 ,|| || 1n sy   ，则有 ,lim || || 1

n sn
y 。因此，

,
2 (1 ( ))

1 1(1 ( )) (1 ( ))

2

n n
n n ns

n n n

n n
n

k k k ky I kx k x
k k k k k k

I kx I k x
k k



 


  

 

   


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由此可知， n

n

k k
k k

 
  

有界， n

n

k k
k k

 
  

存在收敛子列。因此，设 = ( )n nk k x 有界，

则  n nk k 存在收敛子列，不妨设 nk k 。

I 为有限子集，则 , ,|| | || || ||I s sx x    。存在 k N ，使

,|| | || 1I sx    且 ,|| | ||
2n m I sx x 

  (2-5)

对任意的 ,n m k ， n m ， 1( | ) 1n II x    ， \ ,|| | ||
2n m N I sx x 

  。由

( )nsep x  ，有

\ ,|| | ||
4n N I sx 

  或 \ ,|| | ||
4m N I sx 

  (2-6)

由公式(2-6)，假设 \ ,|| | ||
4n N I sx 

  ，则 \ ,|| | ||
8n N I sx 

  ， \( | ) 2n N II x   。

由 ,|| || 1n sx   ， 1nk  ，对任意的n N ，

\,

\,

\,

, ,

1 2 ( | )

s( ( | ))

1 s( ( | ))

1 1s( ( | )) s( ( | ))

|

n n N Is

n n N Is

n n n N Is
n

n n I I
n

I s s

x I x

x I x

x I k x
k

I k x I kx
k k
x x











 

 

  

 

 

 

  

故 ,|| || 1sx    ， ,sl 具有UKK性质。

□

2.3 本章小结

我们首先讨论了 , ,s sl h  的条件，并通过此条件完成了定理的必要性证明，

得到了 ,sl 具有 UKK 性质与 ,sl 具有 KK 性质是等价的。然后解决 2 时 ,sl 的

刻画，定义了序列 iy ，此定义形式也可用到其他性质的讨论中，随后又讨论了

 nk 的有界性，在 Banach空间 中 UKK 空间就是具有一致的 Kadec-Klee 的

Banach空间，得到 2 也是 ,sl 具有UKK性质的充分条件。
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第 3 章 赋 s范数的 Orlicz 序列空间的  性质

3.1 引言及预备知识

 性质作为 Banach空间几何理论中的重要内容，与 Banach空间的正规结

构、接近一致凸等性质有着极为密切的联系，因此对赋 s范数的Orlicz 空间的
性质的研究也尤为重要。在本章中，利用 s范数的定义解决K 有界问题，并给

出赋 s范数的Orlicz 空间的性质的等价命题。以下是与性质相关联的基本定

义：

定义 3.1[16]84 称 X 具有性质是指：对任意的 0  ，存在 (0,1)  ，对任

意的 ( )x B X ， ( ) ( )nx B X ， ( )nsep x  ，则存在 1n  ，满足 || || 1
2

nx x 
  。

定义 3.2[16]119 称 X 是 (NUC)接近一致凸 的是指：对任意 0  ，存在

(0,1)  ，任意 ( ) ( )nx B X ， ( )nsep x  ，有 1( ) ( )nco x B X 。

3.2 赋 s范数的 Orlicz 序列空间  性质

引 理 3.1[16]119 设 X 为 Banach 空间，则下列性质有如下关系：

NUC UKK H   
引 理 3.2[16]27-28 对任意 ,( )sf l 

 ，
,s

v l F
 ， ，F为 , ,( \ )s sl h 

  上奇异

泛函全体（即任意 ,sx h ， ( ) 0x  ）， f 存在唯一的分解 f v   。

引 理 3.3 对 任 意 Orlicz 函 数  和 外 函 数 s ， 若 2 ， 则

,
1: || || ( ( )) , 0sK k a x s I kx b b a
k 

       
 

有界。

证明：

令 ( ) [ ( ), ( )]k x k x k x  ，当 ( )k x 且存在 (0, ) ( )k k x   时，有

,
1|| || ( ( ))sx s I kx
k  (3-1)

设 2 ，则对任意 1l  ，存在 1h  ， 0 0u  ，使得当 0u u 时，有

( ) ( )lu hl u  

令 2l  ， 1
2

h 
  ，对任意的 0b a  ，存在 ,sx l ，使得 ,s

a x b


  ，对任

意 0u  ，有

(2 ) (2 ) ( )u u    (3-2)
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则

,

2( ( ))
2s

aa x s I u
a

  (3-3)

因此
2( ( )) 2s I u
a  。

从而

 

0

0

0

1

1 1

0

2( ( ( )))

2 2( ( ( ))) ( ( ( )))

12 2
2

i i

i

i i

i

s x i
a

s x i s x i
a a

i



 



 



   

   



 

对任意的 ( )k k x ，
2k l
a

 ，存在m N ，使 12m ml k l
a

  ，则有

( ) ( ) ( )m ml u hl u   (3-4)
于是，由公式(3-3)和(3-4)得

0

0 0

,
1

1 1

1

1 1( ( )) ( ( ( )))

1 2 1 2= ( ( ( ))) ( ( ) ( ( )))
2

12 ( ) ( )

s
i i

m

i i i i

m
m m

m

b x s I kx s kx i
k k

as k x i s hl x i
k a k a

a ahhl hl
k l l




 

 

   



   

   

   



 

则 log ( )h
blm c
a

  ，从而 12 ck l
a

 ，即K有界。

□

引理 3.4[7]7-9 对任意 Orlicz 函数和外函数 s，Orlicz 序列空间 ,sl 具有半法

都性质。

定理 3.1 设为Orlicz 函数， s为外函数， ,sl 为赋 s范数的Orlicz 序列空

间，以下三个命题等价：

(1) ,sl 具有性质；

(2) ,sl 是接近一致凸 ( )NUC 的；

(3) 22   。

证明：
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(1) (2) 显然。

(2) (3)

已知 ,sl 是接近一致凸的充要条件是 ,sl 是自反的UKK空间，且 2 与 ,sl

具有UKK性质是等价的，故只需证 ,sl 是自反的充分必要条件是 22   。

必要性：

若 ,sl 自反，则 ,sh 自反，从而有 , ,( )s sh h
  ，由引理(2.3)可知 , ,

( )s s
h l 


 

 。

于是有

       , , ,, , , ,
/s s ss s s s

h l h l h l F h   

  

     
     

则F  ,且 , ,s sl h  ，从而 22   。

充分性：

若 2 ，则 , ,s sl h  ， , , ,
( ) ( )s s s
l h l 

 
  

  ；若 2 ，则
, ,s s

l h  
 ，

,, ,
( ) ( ) ss s
l h l 

 
 

  。于是 , ,( )s sl l
  ，证毕。

(3) (1)

假设 22   且 ,sl 不具有 性质，则存在 0 0  ，对任意的 (0,1)  ，

,( )n sx S l ， 0( )nsep x  ，有 || || 1
2

nx x 
  。

存在n N ,令 ( ) [ ( ), ( )]k k x k x k x   ， ( ) [ ( ), ( )]n n n nk k x k x k x   ，则

,
1|| || ( ( ))sx s I kx
k  ； ,

1|| || ( ( ))n s n n
n

x s I k x
k 

设 0 max{ , }nk k k ，根据引理(3.3)得 0k  ，令 0

0 1
k
k

 


。由是凸函数及

22   ，存在 1 (0,1)  ， 0 0u  ，当 0u u 时，有

1( ) (1 ) ( )u u      (3-5)
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于是，对任意 1 (0,1)  ，当 0u u 时，有

1
1 1 1( ) ( ) (1 ) ( )u u u   


      (3-6)

当 0nk u u 时，令 n
n

k
k k

 


，则有

1( ) (1 ) ( )n n n nk u k u      (3-7)

下面证
0

0

0

0 1

3lim sup ( ( ))n ni n i i

kk x i 




  

  ，假设当时，
0

0

1

3( ( ))n n
i i

kk x i 






  ，由 s为

外函数，即 s为凸函数且对任意 0u  ，max{1, } ( ) 1u s u u   有

, , ,

2 2 2(1 )

1 1( ( ) ( ( ) ( ( ( )))

= { ( ( )) ( ( )) ( ( ( )))}

{ ( ) ( ) ( ( ))}

n ns s s

n n
n n n

n n n

n n n
n n n

n n n n

n n n
n n n

n n n n

x x x x

k k kks I kx s I k x s I x x
k k kk k k
k k k kkks I kx s I k x s I x x
kk k k k k k k
k k k kkkI kx I k x I x x
kk k k k k k k

 

  

  

  

  

  

   


   




  

  


   

  

0 0 0

0 0

0

0

0

{ ( ) ( ) ( ( ))}

{ ( ) ( ( ) ( ))}

2( ( ) ( ))

( (

n n n
n n n

i i i i i in n n n

n n n
n n n

i i i in n n n

n n
n n

i in n n

n n

i in n

k k k kkkkx k x x x
kk k k k k k k
k k kk kk k x x x kx
kk k k k k k k
k k k kkx k x
kk k k k k k
k k k
kk k k



  

  

 

 










      

  


      

  


   

 


 



  

 





0

1
0

01

0

0

1 0

2) (1 ) ( ))

2( )
2

3

2

n n
n

n n
i in

kkx k x
k k k

kk x
k k
k
k















   


  

 




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产生矛盾，故
0

0

0

0 1

3lim sup ( ( ))n ni n i i

kk x i 




  

  。利用 2 条件和模收敛与范数收敛的

等 价 条 件 ， 故 存 在 1 0( )  ， 使 得
0

, 1|| ( ) ||n i s
i i
x i e 






 ， 从 而

0

, 1
1

|| ( ( ) ( )) ||
i

n m i s
i

x i x i e 


  。存在 0n N ，当 0,n m n 时，

0

0 0

,
1 1, , ,

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ( )

3 30( )

i

n m n m i n ms
i i i i is s s

x x x i x i e x i x i

 

 


     

    

 

  

产生矛盾，故 ,sl 具有性质。

□

3.3 本章小结

Orlicz 空间的性质在Orlicz 空间的几何性质起着重要作用，本章为了研究

Orlicz 序列空间的 性质，首先讨论了在 2 条件下单位球面上序列范数可

达点集的有界性；其次利用奇异泛函，得到Orlicz 序列空间 ,sl 是自反的充分必

要条件是 22   ；最后，在此基础上，根据赋Orlicz 范数的Orlicz 空间的
性质，给出赋 s范数的Orlicz序列空间具有性质的等价命题的证明。
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第 4 章 赋 s范数的 Orlicz 函数空间的 Kadec-Klee 性

质

4.1 引言及预备知识

近几年来，Orlicz 空间作为一类经典的 Banach 空间向更为广泛应用的方向

迅速发展，对Orlicz 空间的几何性质的研究成为推动Orlicz 空间发展的关键部

分。其中对于赋Orlicz 范数，Luxemburge 范数， p-Amemiya 范数的Orlicz 空间

的Kadec-Klee 性质的刻画问题均被解决。本章主要研究赋 s范数的Orlicz 函数空

间的Kadec-Klee 性质的刻画问题。

本章中， , ,G  为有限的不含原子的测度空间， 0 0 )(L L  为有限测度集

G 上可测实函数的所有 等价类 的集合。  ,X  为 Banach 空间， X 表示

Banach 空间 X 的对偶向量空间。N ， R， R将分别表示非负整数集、实数所

集和正实数集。 ( )S X 和 ( )B X 将分别表示Banach 空间 X 的单位球面和单位球。

定义 4.1[16]6称 : R R  为严格凸的是指：对任意的u v ，有

( ) ( )( )
2 2

u v u v  
 

定义 4.2[7]9称外函数 s在Holder 意义下与 s共轭是指：对任意 ,sx L ，

,s
y L 
 ，有

*, ,
| ( ) ( ) | s s
G

x t y t dt x y 
 ‖‖ ‖‖

定义 4.3[16]51 称 ,( )sx S L 为 ( )B X 的端点是指：存在 , ( )y z B X ，使得

2
y zx 

 ，则 x y z  。 ( )B X 端点的全体记为 ( ( ))Ext B X 。

定义 4.4[16]7称 0u R 为 ( )u 的严格凸点是指：对任意v w ，若 02
v w u

 ，

有

0
( ) ( )( )

2
v wu  

 
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( )u 的全体严格凸点记为 S。

定义 4.5[16]32称集合 ,{ }n sA x L  是 *,s
L


弱紧的是指：存在{ }nx 子集{ }
in

x 和

,sx L ，使得对任意的 *,s
v L


 ，有 ( ) ( )

in
v x v x 。

定义 4.6[16]6称满足 2 条件（即 2 ）是指：存在 0K  ， 0 0u  ，当 0| |u u
时，有

(2 ) ( )u K u  

4.2 赋 s范数的 Orlicz 函数空间 Kadec-Klee 性质

引理 4.1[16]51 若  是严格凸的，则对任意 [ , ] (0,1), , 0a b D   ，任意

[ , ]a b  ， | |u D ， | |v D ， | |u v   ，存在 0  ，使得

[ (1 ) ] (1 )[ ( ) (1 ) ( )]u v u v            

引理 4.2[16]34-35若集合 ,{ }n sA x L  满足

0

( )lim sup 0n

n

I x







 


则 A是 *,s
L


弱紧的。

引理 4.3[16]125-127，设 ,,n sx x L , 0( ) ( )n nI k x I k x  且 0( ) ( )n nk x t k x t ，若

2 ，则有

,
0n s

x x


 

引理 4.4[16]119若 ( )B X 上的任意点均为端点，则称 X 是严格凸的。

定理 4.1设 s为外函数，为Orlicz 函数， ,sL 具有Kadec Klee 性质的充分

必要条件是：

(1) 2 ；
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(2) 在 R上是严格凸的。

证明：

必要性：

i)若 2 ，存在 , , )\( s sx S L E  ，使得
,

lim ( ) 0n sn
x x x


   ，其中

( ) inf 0, ( )xx I 


     
 

且 lim ( ) 0nn
I x x

  。

对任意的 , 0n m  ，令

 :| ( ) |nG t G x t n   ；  , : | ( ) |n mG t G n x t m   

由
,

lim ( )n sn
x x x


  ，则有

, ,
lim ( )

n mGm s
x x 

 


因此对任意n N ，存在 0nm n  ，使得
, ,

( )
2n mnG

s

xx 


 。令
,n mnn Gx x ，则

,

( )
2n s

xx 




现证 0w
nx  。对任意 *

,( )sf v L    ，由于 ,n sx E ，则 ( ) 0nx  且

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n mn

n n n
G G

f x v x v t x t dt v t x t dt    。

由 ( ) ( )
G

v t x t dt   和 ,lim ( ) 0
nn mn

m G


 ，则有

,

lim ( ) ( ) 0
n mn

n
G

v t x t




令 ( ) ( ) ( )n ny t x t x t  ，则 w
ny x ，且

|, ,,
1 1

nn G Gs ss
y x x

 
  

因此
,

1n s
y


 。但是

, ,

( )
2n ns s

xy x x 
 

 
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产生矛盾，则 ,sL 具有Kadec-Klee性质。

ii) 若  不 是 严 格 凸 的 ， 存 在 ,( )sx S L 使 得 x 不 是 端 点 ， 存 在

* **
0 [ ( ), ( )]k k x k x 使得 0({ :| ( ) | }) 0m t G k x t S   。因此存在 0A  , 0B  ,

0 a b  ，当 ( , )u a b 时，

( )u Au B   (4-1)
令

0 0

0 0

{ :| ( ) | ( , )}
1 1{ :| ( ) | ( , )}n

G t G k x t a b

G t G k x t a b
n n

  

    

则有 0lim ( ) ( )nn
m G m G


 。

为不失一般性，对任意 0t G ，假设 ( ) 0x t � 。因此，存在 0n N 使  0
0nm G  。

令
0 0

1 ( )
( )

nn G

c x t dt
m G

  ，则
0 0

a bc
k k

  。令
0 00 |( ) ( )
n nG G Gx t c x t   ， 0

0

k
n b

  ，则

对任意 0 0( , )k k k    和
0n

t G ，有 ( ) ( , )kx t a b 。因此，

  

0

0

0

0

0

0

0

0

0

|

|

|

0

|

( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

( ( ))

( ( ))
n

n n

n

n

n

G GG

n

G

n
G G

G

n
G

G

G

I kx t kx t dt kx t dt

A kx tt B

Akcm G Bm G kx t dt

kc m G kx t

I

dt k t

dt

k t

x d

x





   



   

   



    

 







即 0( ( )) ( ( ))I kx t I kx t  。

故当 ( ( ), ( ( | |))) 0s I kx I p k x     时， 0 0( ( ), ( ( | |))) 0s I kx I p k x    
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当 ( ( ), ( ( | |))) 0s I kx I p k x     时， 0 0( ( ), ( ( | |))) 0s I kx I p k x     。由公式(4-1)，

有

0 0 0 0, ,
0 0

1 1( ( ( ))) ( ( ( )))
s s

x s I k x t s I k x t x
k k  

   (4-2)

将 0G 划分成两个子集 (1)
1G 和 (2)

1G 且 (1) (2)
1 1G G ，使得

0

(1) (2)
1 1

1( ) ( ) ( )
2 nm G m G m G 

再将 (1)
1G 和 (2)

1G 分别划分成两个子集 (1)
2G ， (2)

2G 和 (3)
2G ， (4)

2G 且 (1) (2)
2 2G G ，

(3) (4)
2 2G G ，使得

0

(1) (2) (3) (4)
2 2 2 2 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 nm G m G m G m G m G   

依此类推，对任意n N 和 1,2,..., 2ni  ，得到序列 ( ){ }inG 使得

(2 1) (2 )
0

1( ) ( ) ( )
2

i i
n n nm G m G m G  

令

1 12 2 0( 2 1) ( 2 )

1 1

|( ) ( ) ( ) ( )n n n
i i

n n
i i

n G G
G G

x t c c x t     


 

    
 

因此，存在 * **
0 [ ( ), ( )]k k x k x ，使得

(1) ( 2)
1 1 0

0 0

0 0 0 0
|

0 0
|

0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ( ))

n

n n

n
G GG G

G GG

I k x t k c dt k c dt k x t dt

k c dt k x t dt

I k x t

 



       

   



  

 

则有 0 0 0 0, , ,
0 0

1 1( ( ( ))) ( ( ( )))n ns s s
x x s I k x t s I k x t x

k k   
    。

令
0|( ) ( ) ( )
nn n G Gx t x t x t   ，则
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0

( )limsup 0nI x










由引理(4.2)，假设存在 ,sx L 使
*,L s

nx x ，又由 ,n sx E ，则有 w
nx x 成

立。令 
0|( )
nG Gx x x t   ，那么 w

nx x 。

设 *,
( ) ( )

s
y t S L


 是  0x t 的一个支撑泛函，令

0 0

1 ( )
( )

nn G

d y t dt
m G

  和

0 00 |( ) ( )
n nG G Gy t d y t   ，则

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0
|

|

|

0 0 ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) 1

n n

n n

n n

G

G GG

G GG

G GG

s

y x y t x t dt

y t x t dt y t x t dt

cddt y t x t dt

c y t dt y t x t dt

y x x




 

 

 

  



 

 

 

即 * *0 0 0 0 0 0, , , ,
( ) ( ) 1

s s s s
y y x y x y x x

   
    。

另一方面，取 0k  ，满足 *
*

,

1 ( ( ))
s

y s I ky
k 

 ，则

*

0 0

00 0 0

*
0 0,

*
0

*

|

*

|

*

1 ( ( ( )))

1 ( ( ( )) )

1 ( ( ) ( ( )) )

1 1( ( ( ( )) ) ( ( )) )
( )

1 ( ( ( ))) 1

n n

n n n

s

G

G G G

nG G G G

y s I ky t
k

s ky t dt
k

s kd dt ky t dt
k

s ky t dt dt ky t dt
k m G

s I ky t
k





 

   

   



 



 

  

因此， *0 ,
1

s
y


 。

万方数据



哈尔滨理工大学理学硕士学位论文

-22-

由 wnx x， 
,,

lim inf 1
 

 n ss n
x x 和  

0,
( ) 1


 

s
x y x ，因此 

,
1




s
x 。

再由

(1)
1, ,

2
Gn m s s

x x 
 

 

可知 nx 不是柯西列，产生矛盾。

充分性：

设 s 是外函数，  是 Orlicz 函数，且  是严格凸的满足 2 条件，取

,, ( )n sx x S L ，当 n时，满足
,

2n s
x x


  且 w

nx x 。

对任意的 ,sx L ，令
1( ) ( ( ))f k s I kx
k  ，存在 0a  ，设   :  aG t x t a 

满足   0am G  。由外函数的定义可知

( )1 ( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( )
a a

a
G G

I kx k ka kaf k s I kx dt dt m G
k k k k k




  
     

且

1 1( ) ( ( ))f k s I kx
k k 

由
( )lim

u

u
u


 可知，当 ( )k x  时， lim ( )

k
f k


 且

0
lim ( )
k

f k


 。那么就存在

* **( ), ( )n n nk k x k x    ，使得

,

1 ( ( )) 1n n ns
n

x s I k x
k 

  (4-3)

最后，证明 nx x ，假设 0n nk x k x


½ （ n），则存在 0 00, 0   满足：

对任意的n N ，有   0 0 0: n nm t G k x k x      成立。

i)假设 ( )nk 是有界的且  
0

1s , , 2,. .p .u n
n

knk


   。因此，
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0 0

0 0 0 0

0 ; 1n

n n

k k k k
k k k k k k k k

   
   

(4-4)

由 ( ( ))n n nk s I k x ，则

{ :| ( )| }

( ( ))

( ( ))

( ( ))

( ) ({ :| ( ) | })
n n

n n n

n n
G

n n
t G k x t k

n n

k k s I k x

k x t dt

k x t dt

k m t G k x t k



 

 

 

 

   





则存在 k N ，使得    0: ( )
( ) 3n n
km t G k x t k
k


   


，令

0

0 0

| ( ) |
: | ( ) |

| ( ) ( ) |

n n

n

n n

k x t k
G t G k x t k

k x t k x t 

 
    
   

则 0( )
3nm G 

 。由引理(4.1)，存在 1 0  ，使得对任意的 nt G 有

0 0
1 0

0 0 0

( ( ( ) ( ))) (1 )[ ( ( )) ( ( ))]n n
n n n

n n n

k k k kx t x t k x t k x t
k k k k k k

      
  

(4-5)

由外函数 s和 Orlicz 函数的定义和公式(4-4)和(4-5)可得

0 0
,

0 0

0 0 0

0 0 0|

0 0
1 0

0 0 0

0

0 |

2 ( ( ( ( ) ( ))))

( ( ( ( ) ( ))) ( ( ( ) ( ))) )

((1 )( ( ( )) ( ( )) )

+ (

n n

n n

n

n n
n ns

n n

n n n
n n

n n nG G G

n n
n n

n n nG G

n G G

k k k kx x s I x t x t
k k k k

k k k k k ks x t x t dt x t x t dt
k k k k k k

k k k ks k x t dt k x t dt
k k k k k k

k
k k






   



 
     




    

 




 

 

 0
0 |

( )) ( ( )) )
n

n
n n

n G G

kk x t dt k x t dt
k k

 
 
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0 0
0

0 0 0 0

0
1 0

0 0

0 0
1 0

0 0 0

1
0

[ ( ( ( )) ( ( ))

( ( ( ( )) ( ( )) ))]

2 ( ( ( ( )) ( ( )) ))

1 12 ( ( ( ))

n n

n n

n

n n
n n

n n G G

n
n n

n nG G

n n
n n

n n nG G

n n
n G

k k k ks k x t dt k x t dt
k k k k k k

k ks k x t dt k x t dt
k k k k

k k k ks k x t dt k x t dt
k k k k k k

k x t dt
k k








   

 

   
 


    

 

    

 

 

 

 0

1
0

01

0 01

( ( )) )

22 ( ( ( )) ( ( )))
2

( ) ( )22 ( )
2

22 ( )
2 3

1
n

n

n

G

n n
G

n n

G

k x t dt

k x t k x t dt
k

k x t k x t dt
k

k





 

   


  

  







产生矛盾，即 0 ( )n nk x k x n  。

ii)若  nk 不是有界的，为不是一般性，假设 lim nn
k


 ，令

2
n

n
x xy 

 ，

0

0

n
n

n

k kl
k k




则 w
ny x ， ,lim 1n sn

y 
‖ ‖ 。从而，

,

0 0
0

0 0 0

0
0

12 lim lim ( ( ))

lim ( ( ))

1 1lim (1 ( )) (1 ( ))

2

n n nsn n
n

n n
n nn

n n n

n nn
n

y s I l y
l
k k k ks I k x k x
k k k k k k

I k x I k x
k k

 



 
















 



显然，序列  nl 是有界的，且

0
0

0

0

0

lim lim im
1

l

n

n
nn n n

n

k kl kk
kk
k

k  
  


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依照上述方法可得

0n nl x k x

接下来证明 0lim nn
k k


 ，只需证  n nk x t 弱*收敛于  0k x t 。对任意 0  和

*,s
v E


 ，由 v具有绝对连续的范数，因此存在 0  ，E G 且 ( )m E  ，使得

*, 3E s
v

k



‖ ‖ (4-6)

由 叶 果 洛 夫 定 理 ， 存 在 0e G 且 0( )m e  ， 使 得 当 0|t G e 时 ， 有

0( ) ( )n nk x t k x t 。因此，存在 0n N ，当 0n n 时，对任意的 0|t G e 满足

0
*

0 | ,
,

( )
3n n G e s

s

k x k x
v
 



 ‖ ‖
‖‖

(4-7)

因此

0 0

* * *0

0

0 0

0

0 0

0 | , , ,, , ,

|

| ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

|

)

( )

3 3 3

n n
G G

n n n n
e e

n n G e n e es s ss s s

G e

k x t v t dt k x t v t dt

k x t k x t v t dt k x t v t dt k x t v t dt

k x k x v k x v k x v  

   

    



   

  

 









 

  

即
*

0
w

n nk x k x 。又由 w
nx x 可知， 0nk k 。由公式(4-3)可知，

1( ) ( )n n ns k I k x
 ， 1

0 0( ) ( )s k I k x


从而 0( ) ( )n nI k x I k x  ，利用引理(4.3)得

,
0n s

x x


 

□
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4.3 本章小结

本章给出赋 s范数的Orlicz 函数空间 , sL 具有Kadec-Klee 性质的判别准则。

以前都是在其对偶空间清晰的条件下，利用生成函数的仿射区间构造反例给出

充分性证明，而本章是在对偶空间不清晰的条件下将是运用新的证明思路即通

过利用赋 s范数端点的等价条件构造反例而得出的充分性证明，此思路还可以推

广到某些几何性质的研究证明中。最后给出 , sL 具有Kadec-Klee 性质的充要条

件。
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结 论

经典Orlicz 范数、Luxemburg 范数、p-Amemiay 范数和 s范数可以分别使用

Amemiya 公 式 ：
0

1inf (1 ( ))o

k
x I kx

k  
  、

0

1inf max{1, ( )}
k

x I kx
k  

 、

1

0

1inf (1 ( ))p p p

k
x I kx

k  
  和

, 0

1inf ( ( ))
s k

x s I kx
k  

 来定义，其中是Orlicz 函数

且 ( ) ( ( ))
G

I x x t dt   ，1 p  。赋 s范数的Orlicz 空间是经典Orlicz 空间的一

种更为广泛的推广形式，其包含在Orlicz 空间中的上述所有范数。本文在诸多

学者得出的成果的基础上，创新思路来研究赋 s范数的Orlicz 函数空间 ,sL 的

Kadec-Klee 性质和赋 s范数的Orlicz 序列空间 ,sl 的Kadec-Klee 性质和  性质。

首先，回顾Orlicz 空间的发展历程，对Orlicz 空间几何理论的背景和主要研

究成果进行综述和分析，展示了研究赋 s范数的Orlicz 空间的几何性质对Orlicz
空间的发展具有指导意义。

其次，Kadec-Klee 性质是Banach 空间几何理论的基础概念，本文第 2 章根

据经典 Orlicz 序列空间的 Kadec-Klee 性质的研究成果，得出了 , sl 具有

Kadec-Klee 性质的判别准则为 2 。

再次， 性质是 Banach 空间几何的重要分支，许多重要成果都与  性质有

关，  性质蕴涵接近一致凸性和一致Kadec-Klee 性质，因此具有鲜明的几何意

义。本文出 , sl 具有  性质的等价条件为 2 2   。

最后，我们找到了一个新的方法，借助赋 s范数Orlicz 函数空间端点的刻画

给出生成函数严格凸是赋 s范数Orlicz 函数空间具有Kadec-Klee 性质的必要条

件，最终得到赋 s范数Orlicz 函数空间具有Kadec-Klee 性质的充要条件为是

严格凸的且 2 。

赋 s范数的Orlicz 空间是的Orlicz 空间的推广形式之一，对该空间几何性质

的研究很浅，例如：一致凸，正规结构，一致非方及空间的点态性质等。这些

有待于我们进行更深入的研究。
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