Forschungsergebnisse aus dem 1. Mathematischen
Institut der Universitit Miinster

Von Heinrich Bebnke

Die folgende Abhandlung gibt, in einzelne, unabhingige Abschnitte
aufgegliedert, einen Bericht iiber die seit 1959 vom I. Mathematischen
Institut der Universitit Munster veroffentlichten Arbeiten zur Funktionen-
theorie. Wir beginnen dabei mit der lokalen Theorie (Abschnitt 1-3) und
schlieBen (in Abschnitt 4 und 5) die globale Theorie an, fiir welche die
lokale ‘Theorie ihre Bausteine liefert. AbschlieBend werden in diesem
Bericht einige Ergebnisse aus der Theorie der Riemannschen Flichen
besprochen (Abschnitt 6).

Im Abschnitt 1 ist zugleich eine knappe Einfithrung in die fiir die ganze
Abhandlung wesentlichen Grundbegriffe enthalten.

Aus dem Literaturverzeichnis ist zu erkennen, wie eng die besprochenen
Untersuchungen mit den wissenschaftlichen Forschungen an anderen
Instituten in Frankreich, den USA und in Deutschland verflochten sind.
Die Funktionentheorie mehrerer Verinderlicher, die schon 40 Jahre lang
Forschungsgebiet des I. Mathematischen Instituts ist, gehort zu den
mathematischen Disziplinen, die sich in den letzten Jahren besonders
schnell entwickelt haben und durch ihre interessanten und engen Verbin-
dungen mit anderen mathematischen Gebieten von den Forschern in allen
Lindern beachtet werden.

Wir sind den verschiedenen zustindigen Landesstellen besonders dankbar
fiir die Unterstiitzungen, die uns Einladungen und Diskussionen mit nam-
haften auslindischen Gelehrten erméglichten,

1. Zur lokalen Geometrie

Grundlegend fiir die Funktionentheorie einer komplexen Verinderlichen
ist der Begrift der Riemannschen Fliche. Man war daher schon frith bemiiht,
diesen Begriff in die Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinderlicher
zu Ubertragen. Freilich war hier das Problem, welches die richtige Ver-



118 Ergebnisse aus dem I. Mathematischen Institut Miinster

allgemeinerung iiberhaupt ist. Man kniipfte zunichst an den vorstellungs-

miBig einfacheren Begriff der konkreten (= iiberlagerten) Riemannschen

Fliche an. Die komplex #-dimensionale Verallgemeinerung fiihrte so, man

wiitde heute sagen, zum Begriff des normalen redugierten komplexen Ranmes

(um 1950). Aber fiir die Abbildungstheorie zum Beispiel war dieser Begriff

noch nicht allgemein genug. So wurden bald die allgemeineren sogenannten

Serreschen (= reduzierten) komplexen Réinme (um 1955) und noch einmal

spiter (um 1960) die wieder allgemeineren komplexen Réiume schlechthin (auch

Grauertsche komplexe Réiume genannt) eingefiihrt. Noch immer aber reichte

dieser Begriff vom Standpunkt der Abbildungstheorie nicht aus, wenn man

nimlich auf komplexen Riumen auch reelle Analysis, Differentialgeometrie
und Differentialtopologie treiben will. So werden in jiingster Zeit die noch
allgemeineren sogenannten differenzierbaren Riume eingefiihrt und unter-

sucht (vgl. 31 33),

Wie bei den klassischen komplexen Riumen mul} man hier zunichst die
lokale Struktur dieser Riume angeben. Sei R? die reelle #-dimensionale
Ebene, C™ die komplexe #-dimensionale Ebene, G C R” cin Gebiet. Eine
Teilmenge A C G heilt N-abgeschlossen in G, wenn es zu jedem x € G in
einer Umgebung U(x) C G N-mal stetig differenzierbare Funktionen
fi» i €], gibt mit AN U(x)={y;y€ U(x), fi(y) =0 fiir alle i € J}.
Hierbei sei N =0,1, ...,00, m,w*. N = o bedeute reellanalytisch,
N — w* (im Falle R®* = Cm, n = 2 ) holomotph. w*-abgeschlossene
Mengen zum Beispiel sind also die klassischen analytischen Mengen der
Funktionentheorie. @V sei die Garbe der N-mal stetig differenzierbaren
Funktionskeime des R? (ist NV = w* und also R? = Cm, so schreibt man
auch 2°" = 0). SN C ZN|G sei eine Idealuntergarbe, deren genaue
Nullstellenmenge A ist. Das Paar (A, 2¥[,n| A) heilt N-differenzierbarer
Raum (= komplexer Raum, falls NV = »* und also R? = C™ ist und FN
lokalendlich erzeugt ist). (A*, Z*N |, .n|A*) sei ein weiterer N-differen-
sietbarer Raum mit .4* C G* C R#*. Ein Paar (@, @) heilbit eine IV-dif-
ferengierbare Abbildung (A, DN| | A) — (A%, D*N| .| A¥), wenn gilt:
1. @: A — A* ist eine stetige Abbildung A — A*.

2. Zu jedem x € A gibt es in einer Umgebung U(x) C G C R® eine N-mal stetig
differenzierbare Fortsetzungsabbildung @: U(x) — R mit fo,, 0 bes f fiir
Jedes y € A O U(x), foy) E'ﬁmfﬂ-

3. Der durch @ indugierte Garbenhomomorphismns A @ g D*N[ zn|A*

— GN| N| A ist D.
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Naheliegend sagt man jetzt, wann (@, @) bi-N-differengierbar (oder
umkehrbar N-differenzierbar) ist. Im Falle NV = w* heilen die entspre-
chenden Begriffe holomorph und bibolomorph (oder umkehrbar holomorph).

Ein N-differengierbarer Raum ist nun ein Paar (X, V) mit den Figen-
schaften:

1. X it ein topologischer Haunsdorffraum, SN eine Garbe von komplexen
lokalen (nicht notwendig noetherschen ) Algebren, die einen stetigen 1-Schnitt bat.

2. Zu jedem x € X gibt es eine Umgebung U (x), einen differengierbaren Raum
(A, DN N|A) (sogenannten lokalen Reprisentanten von (X, GN)) und ein
Paar (¥, @) mit: W: U(x) — A ist topologisch, ¥: U(x) @, DN/ ~|-A
— DN |U(x) ist ein Garbenisomorphismus, der den 1-Schnitt in den 1-Schnitt
siberfiibrt.

3. Ist y € X ein weiterer Punkt mit einem ugehirigen U (y), differengierbarem
Raum (A*, D*N| ,.N|.A*) und  gugehorigem Paar (D, D), so ist mit
A: = AnPUX) N UQY)), A* = A* n dU(x) N U()) das Paar
(@ oW1, d1oF) : (A, GV ,N|A) - (A%, D¥|,N|A*) bi-N-differen-

gierbar.

Zwischen IN-differenzierbaren Riumen werden naheliegend N-differen-
zierbare und  bi-N-differengierbare  Abbildungen definiert. (X, ZV) heilt
reduziert, wenn jeder Reprisentant (A, ZN/,n|A) von (X, ZN) re-
duziert ist, das heilit wenn IV = #N(A) = Garbe der auf .4 verschwin-
denden Funktionskeime aus &N ist. Mit einem reduzierten Raum
(A, DN [sn|A) ist jeder dazu bi-IN-differenzierbar idquivalente Raum
reduziert. Jeder N-differenzierbare Raum erzeugt einen reduzierten
N-differenzierbaren Raum.

Im Falle NV = o ergeben obige Definitionen die sogenannten reel/-
analytischen Réawme, im Falle N = w* die komplexen Réiume von H. Granert.
Jeder reduzierte komplexe Raum erzeugt in natiirlicher Weise einen
reduzierten /V-differenzierbaren Raum. Sehr wichtig sind in jlingster Zeit
Untersuchungen beziiglich des Zusammenhanges zwischen der komplexen
Struktur und den differenzietbaren Strukturen auf einem komplexen Raum.
Eine Reihe erster interessanter Resultate hierzu findet sich in 27 31, 33, Dabei
steht zundchst natiirlich die lokale differentielle Geometrie komplexer
Riume im Vordergrund des Interesses. Fin Satz des einfachsten Typs
sagt hier zum Beispiel:
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Ist Ago C C" ein analytischer Mengenkeim, der differengierbar keine Singularitit
hat, 50 hat Ay, anch holonorph keine Singnlaritat®s.

Man kann auch die Existenz differenzierbarer Flichenkeime auf A, mit
der komplexen Struktur auf .4;, in Verbindung bringen, differenzierbare
und holomorphe minimale Einbettungsdimensionen miteinander ver-
gleichen?®? oder sich fragen, ob sich holomorphe Relationen in analytischen
Garben, die sich differenzierbar fortsetzen lassen, auch holomorph fort-
setzen lassen®!. — Fir die Untersuchungen der lokalen Geometrie sind
aullerdem geeignet einzufiihrende Tangentialvektorriume an differenzier-
bare Riume von Bedeutung, etwa

T = T(DN/,n) ={ds d: DL/ llom. . Gl

df - g(x9) + f(x%) dg = d f- g fir alle [,z2eP,
und mit df = reell, falls [ ,,reell** ist} (vgl. 33).

Reell-analytische und komplexe Riume sind bislang recht ausfiihrlich
untersucht worden. Fiir die ersteren finden sich in * mehrere interessante
Ergebnisse.

Da der Korper R algebraisch nicht abgeschlossen ist, und da es im R!
kein Analogon zum Cauchyschen Integralsatz gibt, ergeben sich bei
Untersuchungen reell-analytischer Mengen Besonderheiten gegeniiber
komplex-analytischen Mengen. So gibt es zum Beispiel reell-analytische
Mengen, die nicht Nullstellenmengen kohirenter Idealgarben sind; der
Identititssatz fiir reindimensionale reell-analytische Mengen und Funk-
tionen ist nicht allgemein giiltig; die Singularititenmenge und die Menge
der nicht normalen Punkte sind zwar niederdimensional, aber im allge-
meinen nicht wieder reell-analytisch; selbst einfache, eigentliche Projek-
tionen reell-analytischer Mengen sind nicht einmal pseudo-analytisch; und
es gilt nicht der Hilbertsche Nullstellensatz.

Aus dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz erhilt man immerhin eine
lokale Zetlegung reell-analytischer Mengen in endlich viele Komponenten
und endlich viele Zusammenhangskomponenten von Mannigfaltigkeits-
punkten,

Interessante Beziehungen bestehen zwischen reell-analytischen Mengen-
keimen und ihren komplexen Fortsetzungen. Die Komplexifizierung eines
reell-analytischen Mengenkeimes ist komplex gewohnlich bzw. irreduzibel
bzw. normal genau dann, wenn der reelle Mengenkeim reell gewohnlich
bzw. irreduzibel bzw. normal ist. Daraus ergibt sich, daB} die reellen und
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komplexen Strukturhalme einer komplex-analytischen Menge beztiglich
Regularitit, Integritit und Normalitit algebraisch gleich sind. Reell-
analytische Rdume mit kohdrenter Strukturgarbe haben jedoch global
einfache Strukturen. So gelten die Analoga zu den Theoremen .4 und B;
»kohirente® reelle Riume sind in holomorph-vollstindige komplexe
Riume einbettbar, womit Kriterien fiir ihre Einbettbarkeit in reelle Zahlen-
rdume gegeben sind. Aus der Beziechung der kohirenten Riume zu den
komplexen Riumen erhilt man den Identititssatz sowie die Analytizitit
der Singularititenmenge und der Menge der nicht normalen Punkte.

Die lokale Geometrie in der Funktionentheorie spiegelt sich ferner in
einer Reihe von Sitzen, welche sehr weitgehende Verallgemeinerungen
des klassischen Satzes von Osgood und Hartogs sind. Dieser sagt bekannt-
lich, da3 eine Funktion in einem Gebiet G ¢ C» bereits dann holomorph
ist, wenn ihre Beschrinkung auf simtliche achsenparallele Geraden durch &
holomorph ist. Nun besitzt der Satz Verallgemeinerungen fiir Funktionen
auf reduzierten®® und beliebigen komplexen Riumen32. Dahinter steht
eine noch allgemeinere Struktur, welche den Satz von Osgood und Hartogs
auf kohidrente Garben iiber belicbigen komplexen Riumen verallge-
meinert?% 30, 32, Das Problem ist, wann eine Schnittfliche in einer Garbe
einer Untergarbe angehort unter der Voraussetzung, dal gewisse tensorielle
- Beschrinkungen dieser Schnittfliche auf Unterriume in den entsprechenden
Beschrinkungen der Untergarbe enthalten sind. Ein Spezialfall ist ein auch
als Hindeutigkeitssatz fiir Schnittflichen zu deutendes Ergebnis, nach dem
cine Schnittfliche bereits dann in der Untergarbe liegt, wenn sie nur in
jedem Punkt bis zu einer bestimmten endlichen Ordnung in der Untergarbe
liegt. Als Anwendungen erhilt man Eindeutigkeitssitze fiir holomorphe
Funktionen auf komplexen Riumen und Aussagen iiber die differenzier-
baren Strukturen auf komplexen Riumen?!. Bei den komplizierten Induk-
tionsbeweisen werden wesentlich die Existenz und gewisse Eigenschaften
von Primirzerlegungen der Halme kohirenter Garben ausgenutzt.

(W'. Fensch und K. Spallek)

2. Amwendung der lokalen Algebra

In diesem Paragraphen soll unter einem ,komplexen Raum* stets ein
reduzierter komplexer Raum verstanden werden (s. 1). Im folgenden soll
tiber solche Forschungen in der Theorie der komplexen Riume referiert
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