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MATHEMATIQUES

SUR LES ESPACES LINEAIRES DONT LA SPHERE UNITAIRE EST
FAIBLEMENT COMPACTE

Par V. GANTMAKHER et V. SMULIAN
(Présenté par S. N. Bernstein, de I’Académie, le 28. VIII. 1957)

Nous allons adopter la terminologie proposée par M. Banach(?).
Dans tout ce qui suit E désigne un espace du type (B).
Notons d’abord la proposition suivante: )
1) E, étant un sous-espace séparable de E, il existe pour toute
fonctionnelle linéaire F (f) définie dans E, une suite {xn } telle que l'on a:
F(f)=limf(@) et |au|<|F|+— (2=1,2,..) (1)

n—-oo

Cette proposition a été démontrée par I. M. Gelfand (2) pour le cas
2 = E, On la démontre par la méme méthode dans lqs_conditions qui
viennent d’étre énoncées. Remarquons que d’apreés (1) lim |z, |<|F]| et

n—oo
|F (f)| =1lim|f (xz)| <|f]lim |z, |, c’est-a-dire |F|<lim|zn|, d’oh [F|=
=lim |z,|. En multipliant z, par des nombres convenablement choisis,
on obtient les égalités:
[F| = |Znl|* »=1,2,3,...).

Nous dirons que la spheére |z|<<1 est dénombrablement fermée, si

pour chaque suite bornée {z, } il existe un élément z, tel que 1'on a
lim f (2) < f (%) <1im f (z;) pour chaque fC E.

2) La sphére |x| <1 dans E étant dénombrablement fermée, il corres-
pond d toute fonctionnelle linéaire F (f) définie dans un sous-espace linéaire
séparable E, C E un élément zoC E tol que

|Fi=|2o|, et F(f)=f(x,) pour chaque fC Ej.

Démonstration. On a F(f) =1limf(z,)(fCE,) ou |z.|=|F]|.
11 existe, par hypothese, un élément z, tel que

lim / (2) < f (%0) < limf(z,) dans E.

* 1] faut remarquer qu’on peut déduire presque immédiatement du résultat
obtenu le théoreme de M. Mazur sur la forme générale des fonctionnelles linéaires

définies dans un sous-espace séparable de (m) (3).
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VOiPOgu:,Ixi(l)n:c, ;’(f) = f(%,) pour chaque f(C E,. Il est aussi facile de

3) Si la sphére' |z| <1 de lespace sé ble E Z
fermée, Uespace E est régulier. g | e o e o
' Démonstration. E étant séparable, il existe dans % un ensemble
den.or.nbrablej et total {fn} des fonctionnelles linéaires. D’aprés la pro-
position 2) il correspond & chaque F(E un élément 2o C E, tel que
Fl('fn) = i gxo) (n=1,2,3,...). De méme il correspond & toute f,C E un
dlement 2,C £ tel que F (fo) = fy(ay) et F (fa) = fu () (n=1,3,3, ...).
omme fo (Zo) = fa(2g) (n=1,2,3,...), on a %o =z, Ainsi F (f) = f (x,)
pour chaque fC E. '

M 11 C 1n Iq es [)eul; on dedllue
Hlll rons a l)] ese lr (b]]l[llellt- deS I‘GSIIIL&LS d u

A. Pour qu’un espace E soit régulier i ; ;
' ' gulier il faut et il suffit ;
|@| <1 de E soit transfiniment fermée*. L i

B Dém ons tration. La nécessité des conditions indiquées étant
ev_1dente, il ne reste .ql.l’c“i démontrer leur suffisance. Soit FCE, et
soit & un nombre transfini quelconque. Considérons un ensemble quelcorique

Geo = { fusfar oo fer o (B0 < 8) }

ou |[fe|<1 et toutes les f: sont différentes. Si G
1 t 1 : g, st un e

dénombrable, il existe un élément z, tel que F(f) =gf(x ) ourns?lglble
fC Ge, et|z |<|F|. O déduit aisé i nsfinio
1C Gy, g < | L [- On en dé uit aisément par induction transfinie
qu 15 er(lilgs’q dg Inleme quel que soit le nombre transfini £.

n deduit de la proposition A (ce qui a déja été indiqué
la proposition suivante: (o : e Ae F-Ges)

B. Tout sous-espace linéair 5 d :
e inéavre fermé d’un  espace régulier .
régulier. P gulier est aussi

%e}iit'e derniéreiproposition permet d’établir le
éoreme 1. Si E est régulier, la sphé tai ==
est faiblement compacte. ‘ ’ iR e L ) g o
D.e’monstration. Soit {xn}cE une suite quelconque bornée.
Considérons le sous-espace fermé séparable E, C E formé par la suite { Zn } .
E, etaE_nﬂt régulier, F; = E, est séparable et il en est donc de méme
pour E;; d’olt ’on voit que la sphére [F|<1 de E, est faibl
compacte (au sens de la convergence faible des fonctiénnelles)l. ;gl;slr:’sc
Fo(f) =f(xa) (n=1,2,3,...) pour fCE,. Il est évident que |F,|=
= | Zn | <C-' (n=1,2, ...),. donc la suite_{ Fn} contient une suite partielle
{Fn,-} qu converge faiblement vers F,. Alors Fo; (f) > Fy (f), donc
f (#n;) = f (zo) pour chaque fC E,, c’est-A-dire la suite {.c }
faiblement vers z,. 4
Théoréme 2. Les deuzx notions: la sphére unitaire de E est dénom-

converge

*.U.ne sphére i,x|<4 est dite transfiniment fermée lorsque pour toute suite
transfinie { z, } » 6, (2| < 4, il existe un élément z, tel que ’on a

éi_rr;f(xg) < f (=) g;‘iﬁof (@) pour chaque f(CC E.
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11 suffit de montrer que la premiére propriété implique la deuxiéme.

Soit {z,} une suite bornée (|z.|<1). Envisageons un sous-espace
linéaire E,C E fermé et séparable contenant la suite {xn} E, étant
régulier en vertu de 3), la sphére |z| <1 est faiblement compacte.

Théoréme 3. St la sphére |xz|<1 de E est faiblement compacte,
la sphére |f| <1 de E l’est également.

Démonstration. Considérons une suite bornée |f,|<1. Il existe
une fonctionnelle f, (z) telle que 1’on a:

lim fn (2) < fo () <lim fn (z) dans E.
Formons un sous-espace linéaire fermé séparable E;C E contenant

{fn} et fo,. Pour une fonctionnelle arbitraire FOCE: on a Fy(f) =f(x)
pour chaque fC E;, et, par conséquent:

Lim Fy (fn) = 1im £ (o) < fo (@) < 1im fn (20) = 1im Fy (fa)-
On a donc
Lim Fy (fn) < Fy (fo) < 1im Fy (fn)-

Ceci étant établi le théoréme a démontrer résulte immédiatement du
théoréme précédent.

I1 est aisé de démontrer maintenant le

Théoréme 4. Etant donnée la suite

E,E® E®, ... E®™, ... (E® = Ba-D; n=1,2,..; EO=E)

les deux cas suivants peuvent se présenter: )

1) la sphére |z|<1 de chaque E™ (n = 0,1,...) est faiblement com-
pacte;

2) la sphére |z| <1 de chaque E®™ (n =0, 1, 2, ...) ne l’est pas.

Remarquons que la propriété de la sphére |z|<1 d’étre faiblement
compacte implique les trois propriétés suivantes:

A) Toute fonctionnelle linéaire F (f) est faiblement continue.

B) Pour que le systéme d’équations fy(x)=cy(v=1,2,...) ait une
solution y telle que |y| <M, il faut et il suffit que l'inégalité

n

s
1

se présente pour toute suite finie A;...A, de nombres réels.

C) Chaque sous-espace linéaire TCE fermé et séparable est régulie-
rement fermé.

1) 11 serait intéressant de savoir si ’une de ces propriétes (ou un
groupe de ces propriétés) est équivalente & la propriété de la spheére
unitaire d’étre faiblement compacte.

2) 11 parait intéressant de résoudre la question si le réciproque du
théoréme 2 est vrai. La réponse est affirmative pour le cas ol E est
séparable, ce qu’a 6té trouvé pour la prémiére fois par S. Banach (%).
On a donc la proposition: '

L’ espace séparable E est régulier si la sphére | x| <1 est faiblement
compacte.

S. Banach a démontré cette proposition par une méthode assez
compliquée. Il est clair que cette proposition est une conséquence imme-
diate de 3°.
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F(f) =\ /(@) d0 (),
Q

ou Q est la sphere |z|<<1 dans E.

Université d’Etat. Manuscrit recu
Odessa. le 28. VIII. 1937.
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