Matematica. — Swr i representation des fonetionnelles cone
inues. Nota di R. Gareavx, preseutate dul Secio V. Vourenga,

Les fonctions #(w), dont il sera question ici, sout des fonctions réelles
continues de la rariable réelle o, U <=« = 1. Nous désiguerans par 1)
L'egnsemble da ces fonetions, telles que A =<z:<DB. A ¢t B étant denx
nombres donnés.

Nous désignerons par V![5]|. avee ou sans indice, des expressions de
la forme:

Vowtn i ]
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K, dtant wne constaute. K, une fonction continue de e, . ... V&
Soit UI[s]} wie fonctionnelle défince et continue dans 1. O peiet
déterminer une suite d'eapressions Vil de la porme (1), tetles gue

(2) U L] =lmV,[:],
2@

la converyence dtant uadforme dans foud cnseinhia compael exirait de D.

Ce théoréms est aualogne i celui de Weiorstrass sur fa reprézentation
d'une fonetion continue comme limite d'une suite de polynomes. i a ¢té
¢énoncé et démontrd par M. Fréchat {Annales do I'Feole normale supéricnry,
mai 1910). J'en ai indiqué une démonstration plus Alémentaire {Comptes
rendus, 4 aout 1913).

1l peui &tre intévexsant de posséder une représeutation {2}, la conver-
genca étant uniforme dans tout le domaine D. Le théoréme swivant dtablit
Jes conditions néeessaires ot wnflisuntes auryuelles deit satisfaire Ulls]i pour
que ce résultat puisse étre obtenu.

Tutorive. — La faactionaclle T[] clant difinie dans D, ponr
gu'elle soit limite dexpressions V, [3]. la convergenee clanl uniforne
dung Dy dl foul el il suffr que:

12} Uz} soit umiformement confinue dons 1;

2°) quel qus s0il & posilif, on puisse diriser /intervatle (0.1} daans
dequel sont définies les fouctions #He), en wn nonbre fint d'intervalles tels
que, s 2(«) . {(@) sont dewr fouctions du domeine D ayani la méme va-
leur moyenne dans chagua de cos intorvatles, an ait:

U] — Tifd])! <.
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A} La eondition est uécessaive. Nous supposons que U;[¢], est la limite
d'expressions ¥, [2].. la convergenss étans uniforme dans D. Nous vérifions
d’abord que les conditions 1%} ot 2°) sont satisfaites pour feute eXpression
Vui[4]). De 13 pons conchuons qwelles le sont pour U,[2]).

B} La coudition est suifisante. Nous supposons les conditions 1) et 2%)
sutisfaices pour UI[z] . Ktaut douné e positif, il woes faat déterminer une
expression V'[z]| telle que:

(U [5]] == VI[]|l < e

dans e domasine 3, Nous opérons da In fagon suivante pour coustruire
Ve

z) Nous divisons 1'intervalle (0, 1) enintervalles I, . ..., Ig, d’éten-
duea &, ..., d,, séparés pav les points /y ..., dgy, eb tels que, si 7,7 ont
Ia méme valeur morenne dung chacny d'cuz, nous 0yens

(0[] — DI <5

8) Soit d le plus petit des nmubres dx, et k un nombre plus petit
que d. Nous désignerons par {{e) une fouction continve, constante dans los
intervalles (0. YL o T {lgmi =} k. 1) oli ella est éoale & LA
¢t lindaire dans les intervalles restants.

X toute fonction £(re} mous atfachons un newbrs Uil =u(l ..., &
ainsi défni:

8i { appartient a D, U|[£], est Ia valenr de la fonetionnelle que nous
considérons, pour la fonetion ¢,

8i [ w'appartient pas & D. nous ramplagons par B ceur des nombres
i qui sond plus grands que B, ot par A ceux qui sont plus petits que A.
Les nombres 7. aindd abtenns, caractérisens une fonction {'{«) appartenant
4 1, et nous pososs U [L] = 0L,

La forotion w{ly. .., &) == UILL]| est ainsi définie et coutinue pour
toutes les vajeurs de ses variables.

¢) A tote fonetion z e D, nous faisons correspondre la fonotion 2
(appartenant ou uon 4 1Y avant la méme valeur maeyenne gue 7z dans chacun
des intervalles i,.

Nous démoatrons, ensuito, que si 'on choisit & pius petit qu'un certain
nombre Jy, oo a:

&

UiLsT — el <.

En eifet, si & appartiont &2 D, c'est évidant d'apets a}.
Et si { n'appartient pas & D, nons formons unz fonction #, correspondant,
45" an sens précddemment indiqué, et voisine do z. Par l'intermédiaire
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de UI[s]| et U|[{'],. e nous appuyant sur ce que U|[7], est uniformément
continue daus D, veus démoutrens que indgalité précédeute est satisfaite
dés que A< 4.

d) Quand g varie dams 1), la foreiien { correspondante varie entre
des limites & — 24, B 42, Nous déterminons wn polyneme p(g, . ... &)
tol que dars ce deruier domaine nous ayons:

. &
iy, "'*gq}_}i(:l PR :q).<i;

alors:
" g
r. = i
L O I T Y o | o i
£y v vy derpriment Doduwewent au worvea des valeurs moyenies
&yevdy de 2 dans bes intervalles |, ... 1. On a:

P S =l 5g)

- i L Tix
8i wous remplacions les quantités 5, par leurs valeurs ", 2{e) dee, py de-
LR = |

viendrait wne expression V'3, muis dans laywelle les fonetions K, ue
seraient pas coutinmnes.
¢} Pour éviter vet incomvénient, aw lieu de g nous substituons:

. i
soem |7 wta) seed de
v lR—1

@(e) étant une fonotiou centinus nulle aux points & (ce qui rend les fone-
tions K, cootipnes), érale & 1 dans les intervallus

O 0 — s s = =Wy (g - B, 1),
et linéaive dan~ les intervelles restunts,
Dés quo 4 ost plis petit qu'une certaine quantitd kj, on a:

. r s
SIS Yl N S <1 .

Or, si nous cemplagens 1os 20 par lours expressions. p, devient una
expression V [3] . pour laguelle on z:

UL — V]| <o

V {3} est Uexpression cherchde



