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赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的若干几何性质

摘 要

Banach 空间几何理论是现代泛函分析的重要分支，Orlicz 空间是经典 Lebesgue
空间 (Lp) 的推广。作为一类具体的 Banach 空间，Orlicz 空间被广泛应用于方程理

论、逼近论、不动点理论、预报算子及概率论等理论中。众所周知，p-Amemiya
范数公式实现了 Orlicz 范数公式和 Luxemburg 范数公式形式上的统一。赋

p-Amemiya 范数 Orlicz 空间是赋 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数 Orlicz 空间的推广，

赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间中许多几何性质获得了通用的判别准则。因此，研

究赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的几何性质具有重要的理论意义和应用价值。

本文主要对赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的光滑性、严格凸性和暴露性进行

研究。全文共分五章，具体内容如下：

1. 在赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间的对偶空间中定义一类新范数，新范

数将实现Orlicz空间有界线性泛函 f的 Orlicz 范数计算公式和 Luxemburg 范数计算

公式形式上的统一。给出赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间中有界线性泛函 f的
范数计算公式，得到该空间单位球面上点的支撑泛函的具体表达式。利用支撑泛

函的具体表达式彻底解决赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间光滑点的刻画问题，

从点态性质的结果出发获得空间具有光滑性的判别准则。

2. 给出赋 p-Amemiya范数 Orlicz 序列空间中有界线性泛函 f的范数计算公式，

该范数公式是有界线性泛函 f的Orlicz范数计算公式和Luxemburg范数计算公式的

推广。利用有界线性泛函 f的范数计算公式获得赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空

间单位球面上点的支撑泛函的具体表达式，解决该空间光滑点的刻画问题，并得

到空间具有光滑性的判别准则。

3. 使用新的技巧给出赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间具有严格凸性的证

明，该方法简化了赋 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数 Orlicz 序列空间中相应结论的

证明。

4. 利用赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间单位球面上点的支撑泛函的具体表达式

给出该空间暴露点的充要条件。结果表明，当 1<p<∞时，赋 p-Amemiya 范数 Orlicz
空间中暴露点的判据弱于赋 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数 Orlicz 空间暴露点的判

据。利用单位球面上暴露点的刻画，获得赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间具有暴露

性的判别准则。

关键词 Orlicz 空间；Orlicz 范数；Luxemburg 范数；p-Amemiya 范数；光滑点；严
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Some Geometric Properties of Orlicz Spaces Equipped

with the p-Amemiya Norm

Abstract

Geometric theory of Banach spaces is a great part of modern functional analysis.
Orlicz space is a generalization of classical Lebesgue (Lp) space. As a kind of specific
Banach space, it is widely used in equation theory, approximation theory, fixed point
theory, operator theory, probability theory and other theories. It is well known that the
p-Amemiya norm formula provides formal unity between the Orlicz norm formula and
the Luxemburg norm formula, Orlicz space endowed with the p-Amemiya norm is an
extension of Orlicz space endowed with the Orlicz and Luxemburg norm. In Orlicz
spaces endowed with the p-Amemiya norm,a lot of geometric properties obtained
general criteria. So, it is of great theoretical significance and practical value to research
geometric properties of Orlicz spaces endowed with the p-Amemiya norm.

In this dissertation, smoothness, strict convexity and exposedness of Orlicz spaces
endowed with the p-Amemiya norm are studied. Five chapters are consisted in this
thesis, the main contents are as follows:

Firstly, we define a new sort of norms in the dual spaces of Orlicz function spaces
endowed with the p-Amemiya norm. The new sort of norm formulas will realize unity
formally about bounded linear functional f’s norm calculation formulas. The norm
calculation formulas of bounded linear functional in these spaces are provided.
Furthermore, the precise form of support functional for the point on the unit sphere in
Orlicz function spaces endowed with the p-Amemiya norm is presented. The
characteristic of smooth points is given by using the explicit form of support functional
of points on the unit sphere. Finally, general criteria for smoothness of Orlicz function
spaces endowed with the p-Amemiya norm are obtained by using the results of
pointwise property.

Secondly, the norm calculation formula about bounded linear functional f of Orlicz
sequence spaces endowed with the p-Amemiya norm is given. By using the norm
calculation formula of bounded linear functional, we obtain the specific form of
supporting functional on unit spherical point in Orlicz sequence spaces endowed with
the p-Amemiya norm, and the question of characteristic about smooth points is settled.
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From the result of pointwise property, we got the criteria for smoothness of Orlicz
sequence spaces endowed with the p-Amemiya norm.

Thirdly, we employ a new technique to obtain the criteria for strict convexity of
Orlicz sequence spaces endowed with the p-Amemiya norm. This technique simplifies
the corresponding conclusions of Orlicz sequence spaces endowed with the Orlicz and
Luxemburg norm.

Finally，we take advantage of the specific form of supporting functional about a
point on the unit sphere to gain the criteria for exposed points of Orlicz spaces endowed
with the p-Amemiya norm. The criteria for exposed points have displayed that the
criteria for exposed points of Orlicz spaces endowed with the p-Amemiya (1<p<∞ )
norm are weaker than that of Orlicz spaces endowed with the Orlicz and Luxemburg
norm. We obtain criteria for exposedness of these spaces by the aid of characterization
of exposed points.

Keywords Orlicz space; Orlicz norm; Luxemburg norm; p-Amemyia norm; smooth
point; strict convexity; exposed point
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第 1 章 绪 论

1.1 本课题的研究目的和意义

1.1.1 课题来源

本课题属于理论研究范畴，来源于指导教师的国家自然科学基金项目（项

目编号：11871181）。

1.1.2 研究目的及意义

泛函分析是现代数学的一个重要分支，Banach 空间理论及应用作为泛函分

析的研究内容之一，在现代数学中占有着重要的地位。1932 年，波兰著名数学

家 Banach S 出版《线性算子理论》一书，从此数学工作者们开始对 Banach 空

间进行研究。1936 年，Clarkson J A 在 Banach 空间中引入了一致凸空间的概念[1]，

一致凸空间的引入开创了 Banach 空间几何理论研究的先河。半个多世纪来，数

学工作者们对 Banach 空间的几何理论做了大量的研究工作，并取得很多漂亮的

结果。例如：局部凸空间中紧凸集可以由其端点的凸包表示的 Krein-Milman 定

理，利用有界线性泛函范数是否可达来判定空间自反的 James 定理，

Bishop-Phelps 定理表明支撑点在边界上的稠密性及范数可达泛函在对偶空间的

稠密性，关于定理的具体内容可参看文献[2,3]。Banach 空间理论被成功应用到

了方程理论、控制论、逼近论、鞅理论等领域[4-9]。

随着 Banach 空间几何理论的应用和发展需要，对具体 Banach 空间进行研

究越来越重要。对具体 Banach 空间的研究，使学者们能对一般 Banach 空间理

论有更加清晰地认识。同时具体Banach空间为解决应用问题提供具体空间框架。

1932 年，波兰著名数学家 Orlicz W 定义了 Orlicz 空间[10]。Orlicz 空间将经典的

Lebesgue 空间进行推广，由于 Orlicz 空间更具有一般性，使得 Orlicz 空间为

Banach 空间提供众多的实例，反例。例如：James 定义的 (一致) 非方性与

Schaeffer 定义的 (一致) 非方性等价，但两人所定义的局部一致非方性是否等价

却成了 Banach 空间中的难题。直至 1988 年，陈述涛和王玉文用 Orlicz 空间提

供的反例证明了两人定义的局部一致非方不等价[11]，该难题才得以解决。Orlicz
空间理论在方程理论、不动点理论、逼近论等众多学科有着广泛的应用[12-18]。
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Orlicz 空间理论长期以来一直受到广大学者的关注。

1.2 Banach 空间几何理论

Banach 空间凸性的研究，从 1936 年 Clarkson J A 在研究向量测度的 RNP
定理时引入一致凸 Banach 空间的概念开始[1]。目前已知的最强凸性空间是一致

凸空间，然而 Banach 空间是一致凸的例子却很少。于是人们开始对一致凸空间

进行各种推广和弱化，推广和弱化了凸性在最佳逼近和不动点理论应用中起着

重要的作用[6-9]。作为最弱凸性的严格凸性是研究其它几何问题的基础。Miles H
W，崔云安，Hudzik H，劳炳元，朱熹平等分别给出了 Orlicz 空间端点的刻画

和严格凸性的判据[19-20]。九十年代，崔云安，王廷辅，Hudzik H，Kurc W，Wisla
M 等给出 Orlicz 空间强端点的判据[21-24]。强 U 点和端点都是刻画空间具有严格

凸性的点态性质，在 Banach 空间中，强 U 点要强于端点[25]。例如在 2l 中  1,1x 
和  1, 1y   是单位球面端点，但 x和 y都不是单位球面的强 U 点。强 U 点可以

解决局部最佳逼近元的唯一性问题，而端点不能解决该问题。因此在解决局部

最佳逼近问题时强 U 点比端点更为重要。Kamińska A，Cui Y，Hudzik H，Meng
C 给出 Orlicz 空间具有严格凸的判据[26,27]。Musielak-Orlicz 空间中端点和强 U
点的刻画由 Hudzik H，崔云安和左明霞等于 2007 年在文献[28]中给出。

Banach 空间几何理论中，对偶关系的研究具有相当重要的地位。光滑性作

为凸性的对偶性质被提出，一经提出便受到学者们的广泛关注。众所周知，在

自反的 Banach 空间中，一致凸空间的对偶空间是一致光滑空间，对一致凸空间

的各种弱化得到了对偶空间光滑性的各种弱化，如局部一致凸空间的对偶空间

为强光滑空间，弱局部一致凸空间的对偶空间为很光滑空间，严格凸空间的对

偶空间为光滑空间。光滑性与范数的各种可微性之间有对应关系。光滑性与不

动点性质也有密切的联系。一致光滑空间由 Khamsi M 于 1992 年引入，他证明

了一致光滑空间蕴含 NS结构，故一致光滑空间具有不动点性质[29]。(弱) 接近

一致光滑的空间由 Garcia-Falset J 于 1997 年引入，他证明了 (弱) 接近一致光滑

的 Banach 空间具有不动点性质[30]。近几十年来，Orlicz 空间的光滑性得到学者

们的广泛关注，王廷辅，陈述涛，Grzaslewicz R，石忠锐和 Hudzik H 分别给出

Orlicz 空间的各种光滑点和相应光滑性的判别准则[31-38]。Zbąszyniak Z，王廷辅，

边淑荣，郝翠霞，刘莉芳，Vigelis R，Cavalcante C 给出 Musielak-Orlicz 空间各

种光滑点刻画和相应光滑性的判据[39-45]。

暴露性是 Banach 空间理论的重要研究内容之一。1935 年，Straszewicz S 引
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入暴露点的概念[46]。1963 年，Lindenstrauss J 引入了强暴露点的概念[47]。暴露

点和强暴露点是研究 Banach 几何理论的重要工具。暴露点和强暴露点在分离定

理和向量测度的 Radon-Nikodym 定理中有着重要的作用。1974 年，Phelps R 利

用切片的概念证明了 Banach 空间具有 RNP 性质的充分条件是 Banach 空间 X的

每一个非空有界闭凸集都可以表示为强暴露点的闭凸包[48]。Banach 空间的暴露

点一定是端点，但反之不对，严格凸的 Banach 空间端点是暴露点。Banach 空间

的强暴露点一定是强端点，局部一致凸的 Banach 空间强端点是强暴露点。1990
年，Nan C 引入了弱强暴露点的概念，并且得到若 Banach 空间 X是弱一致凸的

且具有 Bishop-Phelps 性质，则 X的任意有界闭凸子集可表示为其弱强暴露点的

闭包[49]。1996 年，Cui Y，Hudzik H 等证明了在 Banach 空间中弱强暴露性质与

非常光滑性具有对偶性质[50]。王廷辅，王保祥，Grzaslewicz R，Hudzik H 和

Pallaschke D，计东海，石忠锐等解决了赋 Orlicz 范数 Orlicz 空间暴露点和强暴

露点的刻画问题[51-58]。2012 年，石忠锐，刘春燕利用正规光滑点给出了赋

Luxemburg 范数 Musielak-Orlicz 序列空间暴露点和强暴露点的判据[59-60]。

1.3 Orlicz 空间理论

1932 年，Orlicz 空间由波兰数学家 Orlicz W 引入，他对满足Δ2 条件的 N-
函数生成的 Orlicz 空间进行了研究[10]。1955 年，与 Orlicz 范数等价的 Luxemburg
范数由 Luxemburg W 提出，Luxemburg 范数的提出极大地推动了 Orlicz 空间理

论的形成和发展[61]。不满足Δ2 条件的 Orlicz 函数生成的 Orlicz 空间的性质由

Krasnoselskii M A 和 Rutickii Y B 进行了系统的研究，1958 年《凸函数与 Orlicz
空间》的出版标志着 Orlicz 空间理论基本形成[62]。之后的几十年，国内外的数

学工作者致力于 Orlicz 空间理论的研究，做了大量细致入微的工作，主要结果

有：Orlicz 空间对偶空间的结构为  *L L F   [63,64]。有界线性泛函的范数计

算公式由 Ando T 和 Rao M M 在文献[65,66]中给出。Orlicz 空间的基和同构问题

学者们也进行了深入的研究[67-70]。随着《奥尔里奇空间及其应用》，《Orlicz 空间

几何理论》，《Geometry of Orlicz Spaces》这三部专著的相继问世[71-73]。Orlicz 空

间理论得到了极大地丰富。

在广大数学工作者的不懈努力下，Orlicz 空间理论得到了迅速的发展，在其

内容不断完善的同时，学者们继续开拓新的方向，将 Orlicz 空间进行各种推广

和深化，空间的推广有 Musielak-Orlicz 空间、Orlicz-Bochner 空间、Orlicz-Lorentz
空间等，对于范数的推广有 p-Amemyia 范数、F-范数、s-范数等[74-112]。
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赋p-Amemyia范数Orlicz空间是赋经典Orlicz范数和Luxemburg范数Orlicz
空间的重要推广。上世纪五十年代，Amemiya 在文献[63]中引入了如下范数公

式：

  
0

1inf 1A

k
x I kx

k 
 

Krasnoslskii M A，Rutickii Y B，Nakano H，Luxemburg W A J 和 Zaanen A C
分别证明了在 Orlicz 函数满足某些假设条件的情况下 Orlicz 范数和 Amemiya 范
数相等，即

o Ax x

 [61-64]。在 2000 年，Hudzik H 和 Maligranda L 证明了在由

任意 Orlicz 函数生成的 Orlicz 空间中以上结论成立[78]。不难证明，Luxemburg
范数也可以被写成 Amemiya 公式的形式[79]，即

  
0

1inf max 1,
k

x I kx
k  



2000 年，Hudzik H 和 Maligranda L 提议在 Orlicz 空间中引入由外函数生成

的 p-Amemiya 范数[78]，其中外函数定义为：

   
 

1

1 , 1

max 1, ,

p p

p
u ps u

u p


     
  

Orlicz 空间中的任意点 x的 p-Amemiya 范数定义为：

   0,

1inf ( ) 1k ppx s I kx p
k 

   

这样，我们得到了一族等价范数且满足下式：

 , , , ' ,1
1 'o

p p
x x x x x x p p

      
        

2008 年，崔云安，段丽芬，Hudzik H 和 Wisla M 深入的研究了赋 p-Amemiya
范数 Orlicz 函数空间，讨论了范数可达的条件，并给出该空间端点的刻画和严

格凸的判据[79]。之后几年众多数学工作者致力于赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间

理论的研究，该空间的各种凸性、各种非方性、各种单调性、最佳逼近问题、

不动点问题、对偶空间结构等都得到解决[80-94]。2015 年，Wisla M 对赋 p-Amemiya
范数的 Orlicz 空间的研究结果进行总结，并提出一些公开问题[95]。2019 年，Wisla
M 将赋 p-Amemiya 范数的 Orlicz 空间进行推广得到更一般的赋 s-范数 Orlicz 空
间[96]，崔云安及他的硕士和博士研究生们近年来给出了赋 s-范数 Orlicz 空间的

端点、强端点、严格凸、中点局部一致凸、单调性、最佳逼近和 H 性质等的判

据[97-100]。

p-Amemiya 范数公式将 Luxemburg 范数公式和 Orlicz 范数公式的形式进行
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了统一，p-Amemiya 范数的引入了结束了几十年来将赋 Orlicz 范数 Orlicz 空间

和赋 Luxemburg 范数 Orlicz 空间作为两类平行的 Orlicz 空间来研究的现状，将

两类空间统一起来寻找空间几何性质的统一判别准则，这将激发更多学者对赋

p-Amemiya 范数 Orlicz 空间进行研究，得到更多几何性质的统一判别准则。

1.4 主要研究内容

本文主要内容和结构如下：

第一章绪论，简要概述了Orlicz空间研究背景及理论意义、发展历史和研究

现状，介绍了论文所讨论内容、背景及意义。

第二章，研究赋p-Amemiya范数Orlicz函数空间 , pL 的光滑性。首先，在 , pL

的对偶空间  *, pL 中引入一类新范数
*

,q
 ，并证明

*

,q
 为赋p-Amemiya范数

Orlicz函数空间有界线性泛函的范数计算公式。其次，通过有界线性泛函的范数

公式给出 , pL 单位球面上点的支撑泛函的具体形式。再次，利用支撑泛函的具

体形式研究单位球面上光滑点的刻画问题。最后，利用点态性质的结果获得 , pL

具有光滑性的充要条件。

第三章，研究赋p-Amemiya范数Orlicz序列空间 , pl 的光滑性。在 , pl 的对偶

空间  *, pl 引入有界线性泛函 f 的范数计算公式
*

,q
f


，该范数计算不仅实现了

of

和 f


形式上的统一，更将Orlicz空间的有界线性泛函的范数计算公式进

行一般化。利用 , pl 上有界线性泛函范数计算公式研究单位球面上点的支撑泛函

的具体形式，进一步探讨单位球面上光滑点的刻画问题，最后给出 , pl 具有光滑

性的判据。

第四章，研究 , pl 的严格凸性。使用新的技巧给出 , pl 具有严格凸性的判据，
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该技巧简化了赋Orlicz (1-Amemiya) 范数Orlicz序列空间 ol 和赋Luxemburg

( -Amemiya) 范数Orlicz序列空间 l中相应结论的证明。

第五章，研究赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间 , pL 和 , pl 的暴露性。利用单

位球面上点的支撑泛函的具体形式，得到 , pL 和 , pl 暴露点的判据，结果表明，

当1 p  时， , pL 和 , pl 暴露点的判据弱于 oL ， L ，
ol和 l暴露点的判据。

从暴露点的刻画出发获得 , pL 和 , pl 具有暴露性的判别准则。

1.5 预备知识

本小节主要介绍后面几章中需要用到的 Orlicz 空间中的相关概念、定理及

常用不等式。

1.5.1 Orlicz 空间

和分别表示自然数集和实数集。

对于函数 : [0, ]   ，定义

     sup 0 : 0 , sup 0 :a u u b u u         

函数称为 Orlicz 函数是指  0 =0 ，存在0 u 满足  0 u   ，它

在  ,b b  是偶的凸函数，且在b处是左连续的。

用  , ,G  表示一个 -有限，无原子的完备测度空间。所有定义在 G上的

 -可测函数构成的集合记为 0 ( )L  。在其上定义凸模    0: 0,I L  
   

  ( ) ,
G

I x x t d   
按照通常的线性运算，集合     0 : 0,L x L I x         构成一个线性空

间，称为 Orlicz 函数空间。     0 : 0,E x L I x         为 L 的序连续

子空间。

在 Orlicz 空间定义如下等价范数：
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inf 0 : 1xx I


      
  

，

     sup : , 1o

G

x x t v t d v L I v  

 
   

 


和

 
1

, 0

1inf 1 ( )p p
p k

x I kx
k  

 

分别称为 Luxemburg 范数、Orlicz 范数和 p-Amemyia 范数，其中  : 0,  
为的Young 不等式意义下的余函数：

    sup : 0v u v u u   

此时也是的Young 不等式意义下的余函数，二者是互余的 Orlicz 函数。

令 ,p p   ,q q  分别代表   的左右导数。规定  p b    ，对任意

x b ，  p x   (  q b   ，对任意 v b ，  q v   )。

p和 q表示取值为 1, 的共轭数，i.e.，1 1 1p q  。

为了叙述方便，赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间记为：  , ,
,p p

L L  
  ，

 , ,
,p p

E E  
  。

类似可定义赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间：  , ,
,p p

l l  
  ，

 , ,
,p p

h h  
  。

定义 1.1[73] 称 Orlicz 函数满足 2  2 条件 (记作 2 ， 2 ) 是指

存在 u0>0，K>2 使得当 0u u ( 0u u ) 时，    2u K u   。

定义函数  ,: 1,p pL    

 
    

 
    

1 1, 1

1, , 1

, , 1

p

p

I x I p x p

x p I x

I p x p I x




  



 

     
    


  
定义函数    * **

, ,: 0, , : 0,p p p pk L k L    
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   
  

*

**

( ) inf 0 : 0 inf

( ) sup 0 : 0

p p

p p

k x k kx

k x k kx





     

  

显然，    * **
, ,p p px L k x k x   。定义    * **( )p p pK x k x k x   ， 。

引理 1.1[79] 设1 p  ，  , \ 0px L ，则下列结论成立：

(i) 若      * ** , i.e.,p p pk x k x K x   ，则   
1

,

1lim 1 p p
p k

x I kx
k  

  ；

(ii) 若    * **
p pk x k x  ，则   

1

,

1 1 p p
p

x I kx
k 

  其中   * ,pk k x  ；

(iii) 若  **
pk x  ，则   

1

,

1 1 p p
p

x I kx
k 

  其中    * **
p pk k x k x   ， 。

引理 1.2[79] 任意  , \ 0x L  ， *
,

( )=1k x x  
，即  K x 。

引理 1.3[95] 令1 p  ，设 、 是互余的 Orlicz 函数，若 p-Amemyia 范

数是 *k -有限的，则  *, ,p qE L  ，其中1 1 1p q  。

定义 1.2[73] 称  *L  为奇异泛函，是指 x E  ，有   0x  ，记为 F  。

引理 1.4[73] 对任意的 F  ，

      
 

sup : sup : \o x
x I x x L

x
E


  

   

        
  

其中   ( ) inf 0,x I x      。

以上引理结论对于 Orlicz 序列空间同样成立。

1.5.2 常用不等式

Young 不等式、Minkowski 不等式和Holder 不等式都是非常重要的不等式，

在很多数学学科中都有着广泛的应用。本小节主要给出文章中涉及的三类不等

式形式。

1) Young 不等式

对任意的 ,u v，有下面的 Young 不等式
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   uv u v  

当    ,v p u p u   或    ,u q v q v    时等号成立。

2) Holder 不等式

引理 1.5[96]  ， 是互余的 Orlicz 函数，对  , ,G  上的任意可测函数 x，y，
Holder 不等式

    , ,p q
G

x t y t d x y
 

 

成立。

引理 1.6[96] 令 1 ,p q   ，设    
1

1 p p
ps u u  ，    

1

1 q q
qs v v  且满足

1 1 1p q  ，  , 0,u v   则Holder 等式        
1 1

1 1p qp q
p qu v s u s v u v     成

立，当且仅当
1 1

1q pu v  ( 1 11 1p qu v uv  或 )。

3) Minkowski 不等式

引理 1.7 (Minkowski 不等式) 令1 q  ，对任意序列   ,k k   ，有：

(i)
1 1 1
q q qq q q

k k k k
k k k
        

       
     
   ；

(ii) 对任意 , 0u v  ，     
1 1

1 1q qq qu v u v     ；

(iii) 对任意 , 0u v  ，    
1

1 11 11 1 1
2 2 2

q q
q qq qu v u v

           
。

证明：结论 (i) 可由 Minkowski 公式直接得到。

(ii) 令 1 1  ， 1 0  ， 2 u  ， 2 v  我们得到结论 (ii)。

(iii) 令 1
1
2

  ， 1
1
2

  ， 2 2
u  ， 2 2

v  得到结论 (iii)，证毕。
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第 2 章 赋 p-Amemyia范数Orlicz函数空间的光滑性

2.1 引言

Banach 空间的光滑性是 Banach 空间几何理论的重要研究内容之一。Banach
空间 X 的光滑性与支撑映射的连续性、范数的可微性、对偶空间 *X 的凸性都有

着对应关系。赋 Orlicz 范数 Orlicz 函数空间 oL 和赋 Luxemburg 范数的 Orlicz 函

数空间 L 的光滑性已经得到解决。由于赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 函数空间 , pL

的对偶空间比较复杂，对该空间光滑性的研究尚未展开。在本章，我们对 , pL 的

光滑性进行研究。下面来介绍光滑性的相关定义。

设 X 是实 Banach 空间， ( )S X 和 ( )B X 分别表示 X 的单位球面和单位球，

用 *X 表示 X 的对偶空间。

定义 2.1[2] 设 x X ，称  *f S X 为 x的支撑泛函是指  f x x 。x支撑

泛函的全体记为  Grad x 。

定义 2.2[2] 设  x S X ， *f X ，若  f x f ，则 f在点 x处范数可达。

定义 2.3[2] 称  x S X 为  B X 的光滑点是指 x存在唯一的支撑泛函。

定义 2.4[2] Banach 空间 X 具有光滑性，是指单位球面  S X 的点都是光滑

点。

2.2 对偶空间范数 *

,q
 和范数可达性

Orlicz 空间 L 的对偶空间  *L L F   [63-66]，  *f L 可以唯一分解为

f v   ， v L ， F  为奇异线性泛函。

令1 p  ，    *, pf v L    ，定义

   * If v   (2-1)

在文献[88]中，Cui Y，Hudzik H，Li J 已证明  * f 是  *, pL 中的凸模。在  *, pL
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中引入新的泛函

  
   
  

1
*

* 0*
, 0

*

0

1inf 11inf
1inf max

1

1,

q q

k
qq k

k

q
kf fs

k

kf

kf q
k

k








 




     

  
，

，

显然对于任意的  *, pf L ，
*

,1

of f
 

 。下面将给出
*

,
f f

  
 的证明，同

时得到对于任意的1 q  ，
*

,q
f


是  *, pL 上有界线性泛函 f的范数，且

*

,q
f



与 f

等价。

定理 2.1 任给  *
,1f L ，   * *

, 0

1inf max 1,
k

f f
k

kf 
   
  。

证明 任给  *
,1f L ，若  * f >1 则  * ff


 。若存在  *

,1f L 满足

 *1 ff


  ，则有
*

*
* *

( )1 1
( ) ( )
f f
f f


 

 
   

 
，矛盾。于是  * 1f   蕴含

 * f f 


 ，因此

     

    

* * *

* *

*

1 1 1

** *
,( ) 1 ( ) 1 0

inf min inf , inf

1 1 1min inf , inf inf max 1,

f f f

kf kf k

f

kf kf f
k

f

k k

     

 


  

 

   

   

  
 
 

 
  

 
    
 

定理证毕。

定理 2.2 令1 q  ，泛函   * *
, 0

1inf qq k
f fs

k
k

 
 是  *, pL 上的范数，其

中1 1 1p q  ，
*

,q
f


与 f


等价且满足

1
*

,
2q

q
f f f

  
  (2-2)

证明 当 q  时，结论已证。因此只讨论1 q  的情况。

对任意 ，有
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     * ** *
, ,0 0

1 1inf infq qq qk k
f s k f s k f f

k k
       

  
    

齐次性成立。

令  *1 2 , {0\ }, pf f L ， 0  ，存在 k，l >0 使得    **
1 1 ,

1
q q
s kf f

k
 


 

和    **
2 2 ,

1
q q

lf f
l
s  


  成立。由和 qs 的凸性，有

 

         

* * *
1 2 1 2 1 2,

* * * *
1 2

* *
1 2

1 2

, ,

1 1

2

q qq

q q q

q q

k l kl k l l kf f s f f s kf lf
kl k l kl k l k l
k l l ks kf lf s

l
kf ls

kl k l k l k

f

f

f

 

   





 

                          
        

 

令 0  ，三角不等式成立。

根据定理 2.1，知

      *

1 11
** *

,0 0 ( ) 1

1 1 1inf max 1, inf 1 2 inf 2q qq
qk k

q

kf
f k

k
kf ff

k k
f


 

    
     

于是，(2-2) 式成立，且
*

,
0 0 0

q
f f f

 
     ，定理证毕。

下面定义函数    *

,: 1,q pL     ，

 
     

 
    

1*

*

*

1, 1

1, , 1

, , 1

q

q

I q v q

q

I q

f

v

f

q

f

f



 





 

 

     
    


  
进一步，定义

        ** * * 1
,: 0, , inf 0 :p fL k k f   

     

           ** *
,: 0, , inf 0 : 0 infq p q qk f f kfL k k         

          *** **
,: 0, , sup 0 : 0q p q qk L kf f k kf     

显然，      * * **
, ,p p pf L k f k f   。定义    * **( )p p pK f k f k f   ， 。
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定义     : 0supp v t G v t   为 ,qv L 的支撑集。序列  nv 定义为

 
n nn G Tv v t   (2-3)

其中 n，     
1

: , , 0 ,n n n n
n

G t G v t n T G T T G




        。

定理 2.3 令 +f v  ，若 f 支撑集的测度有限，则有    * *
0f f  其中

     *
0 inf 0,f k I q v k      。

证明 假设        
1 1* *

0 0f k f 
 

  ，则有   0I q k v    ，于是得到

0k v b
 (否则，当    

1*
0 0 fk 


 时，对于任意 0k k 有   0I q k v   ，

矛盾)。故      0 0 0 0I k v k k sup kv pv  
        。因此    

1*
0k f


 ，

得到矛盾。

类似，若        
1 1* *

0 0f k f 
 

  ，则  0 0I k v k    ，故 0k v b
 。

因此        0 0I pvq k v q k su pv   
     。于是    

1*
0 0 fk 


 ，得到矛

盾。

引理 2.1[73] 令1 q  ，对任意 0a  有

 
 

11

0 1
1max 1
1

q
q q

x
q q

x a a
x






 


。

定理 2.4 令1 q  ，任意的    *,+ pf v L   ，下面结论成立

(i) 函数  qk kf 在区间[0, ) 是非降的；

(ii)        1* *10, 0 : qk s kf
k

f 
      

 
；

(iii) 函数   *1
q kfk s

k
 在     1*0, f


连续；

万方数据



哈尔滨理工大学理学博士学位论文

-14-

(iv) 函数   *1
q kfk s

k
 在   *0, qk f 是单调递减的；

(v) 函数   *1
q kfk s

k
 在   **0, qk f 是非增的；

(vi) 函数   *1
q kfk s

k
 在       1** *,q f fk 


是单调增加的；

(vii) 函数   *1
q kfk s

k
 在       1* *,q fk f 


是非降的，其中  * f 的定

义见 (2-1) 式。

证明 由于   k I q k v  和  *k kf 在 0, 非降，条件 (i) 成立。条

件 (ii) 显然成立。由 Lebesgue 控制收敛定理，条件 (iii) 成立。

(iv) 令  *
1 20 qk k fk   ， n nf v   ，其中 nv 定义见 (2-3) 式。对于任意

的 n，  *0 qk fk  有

           1 1* 1
q q

n n n nI q k v kf I q kk v I kv 
 

        

由定理 2.3，   i nI q k v  和  i nI k v  1,2i  为有限值，因此

     

     

   
          

   
       

   

2

2

2

2

2

2

2

*
2 2

2
1*

2 2
11

2 2

1*
2 2 2 2

11

2 2

1*
2 2 2 2

2
11

2

1 1

1

1 | ( ) |

1| |

1

1

1

( ) | | ( )

q n q n

q

n n

q
n

q

n n n nG

q
n

q

n n n q nG

qq
n

q

q

s k f s I k v
k k

k f I k v

k I k v

k f k v t q k v t dt I q k v

k I k v

k

k

k

k

k

k f k v t q k v t dt k f

k

k

I k v





















 













  















 


 




 



 




 






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令      
1 1

*
2 2

2 1

11 1min 1, q
n q n

q

nk f k f
k k

  
      

   
 ，由于  *

2 qk fk ，我们有

   2 2 0q n qk f k f   ，所以 0n  ，由 Young 不等式和引理 2.1，我们得到

  

          

   
           

   
     

   
      

*
2

2

1*
2 2 2

1
11

*
2

1*
2 2 1 2

11

1

1*
2 1

11

*

2 2

1

2 2

1

1

1
*

1 1
1

1

1

1

1 |

1

|

1

1 1

1

1

q n

q

n n n q nG

n
q

n

q

n n n nG
n

q
n

q

n n
n

q
n

q q
n n q n

q

q

q

s k f
k

k f v t q k v t dt k f
k

k f

k

k

k

k

k

f v t q k v t dt k I q k v

k I k v

k f I k v

I k v

k f s k f
k k



  
















 













  













 




  







  





 












n

令 n，有      
1 1

*
0 2 2

2 1

1 1min 1, 01
q q

n q k f k f
k k

   
        

  



，故

        * * *
2 0

2 1
1 1

1

1 1 1
q q qs k f s k f s k f

k k k
     

i.e.，函数   *1
q kfk s

k
 在   *0, qk f 上是单调递减的。

(v) 令  **
1 20 qk k fk   ， n nf v   ， nv 定义见 (2-3) 式，则有

      1
2 2 2 1

q
n nI q k v I k v k 



    

重复 (iv) 的过程，令 n，由  2 0q nk f  有 0n  ，故
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     2 1
* *

2 1

1 1
q qs k f s k f

k k
 

故条件 (v) 成立。

(vi) 令      
1** *

1 2qk k k ff 


   ， n nf v   ， nv 定义见 (2-3) 式。由定

理 2.3 知，   i nI q k v  和  i nI k v ( 1,2i  ) 为有限值，由于  **
1qk f k ，

        1
1 11 10 | | 1

q
q k f I v kq k v I k 



      

因此，对足够大的 n，有        1
1

1 1 10 1
q

q n nnk I q k v If k kv 


       。

令      1
2

1
*

1

1

1

11 1min 1, q
n q n

q

nk f k f
k k

  
      

   
 ，有

  

          

   
          

   
           

   
     

*

1*

1
11

*

1*

11
*

1*
2

1

1
1

1 1

1

1 1 1
2

1

1 1 2 1

2

2

11

1

1
*

1 1

2 2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

q n

q

n n n q nG

q
n

q

n n n q nG

n
q

n

q

n n n nG
n

q
n

q

n n

q

q

q

s k f
k

k f v t q k v t dt k f
k

k f

k f v t q k v t dt k f
k

k f

k f k v t q k v t dt k I q k v

k I k

k

v

k f I k

k

v

k



  



  































  









 



 
 









 

















   
      

11

1
*

1 1

2
2

*
2

2

1 11

n
q

n

q q
n n q n n

q
I k v

k f s k f

k

k k






  



 



   
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令 n，有     
1 1

*
0 1

2
1

1

1 1min 1, 01 q q
n q k kf

k k
f   

        
  




，于是

        * * *
0

1 2
1 2 2

2

1 1 1
q q qk f k f k fs s s

k k k
     

i.e.，函数   *1
q kfk s

k
 在       1** *,q f fk 


是单调增加的。

(vii) 令      
1* *

1 2qk f k k f


   ， n nf v   ， nv 定义如 (2-3) 式。则

        1
2 | | 1 0

q
q n nk f I q k v I kkv 



      。重复 (vi) 过程，令 n，

由  1 0q nk f  有 0n  ，有      *
21

1 2

*1 1
qs k f k f

k k
  ，定理证毕。

定理 2.5 令 q  ，则定理 2.4 中结论对于任意  *
,1 {0}\f L 成立。

证明 仅需证明 (iv)-(vii)。
(iv) 令  *

1 20 k k k f   ，则    2
* *

1 1k f k f   由于  2 0k f  。因此

           *
2 2

1

* *

2

*

2
1 1

1

1 1 1 1max 1, max 1,s k f k f k f s k f
k k k k

      

故条件 (iv) 成立。

(v) 令  **
1 20 k k k f   ， n nf v   ， nv 定义见 (2-3) 式，若  *

2 1nk f 
根据 (iv) 有

     
1

12
2

* *1 1s k f s k f
k k

  

假设  *
2 1nk f  ，由于    2 2 0nk f k f    ，有   2 | | 0nI q k v   。根

据 Young 不等式，有

          
       
    

*
2 2 2 2 2

2 2

2 2
2

2

1 1

1

n n n nG

n n nG

n nG

k f k v t q k v t dt I q k v k
k k

v t q k v t dt I q k v
k

v t q k v t dt









  

  



  

 










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       

   

2 2
1

*
1 1

1 1

1

1 1

n n nG

n n

v t q k v t dt I q k v
k

I k v k f
k k







  



 

 

=

故有

           
2

*

1

*
2 2

2

*
1 1

1

*1 1 1 1max 1, max 1,n n n ns k f k f k f s k f
k k k k

      

令 n，有      2 1
2 1

* *1 1s k f s k f
k k

   。

(vi) 令      
1** *

1 2k k k ff 


    ， n nf v   ， nv 定义见 (2-3) 式。由

 1 0k f  ，有  *
1 1k f  和   1 0I q k v   。令

  1
1 2

1 1min 1,n nI q k v
k k

  

      
   

根据 Young 不等式，有

          
       

       

    

*
1 1 1 1 1

1 1

1 1
1

1 1
2

*
2 2

2 2

1 1

1

1

1 1

n n n nG

n n nG

n n n nG

n n n n

k f k v t q k v t dt I q k v k
k k

v t q k v t dt I q k v
k

v t q k v t dt I q k v
k

I k v k f
k k









 







  

  

  



  

  

  

    





=

令 n，有   0 1
1 2

1 1 0n I q k v
k k

   

 
    

 
，于是

        1 0
1 2 2

* * *
2 2

1 1 1s k f s k f s k f
k k k

       。

(vii) 令      
1* *

1 2k f k k f


    ， n nf v   ， nv 定义为 (2-3) 式，由

 1 0k f  ，有  *
1 1k f  和   1 0I vq k  。重复 (vi) 的证明过程，n

时 0n  ，有

     
2

2
* *

1
1

1 1s k f s k f
k k

  
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故条件 (vii) 成立，定理证毕。

结合定理 2.4 和定理 2.5 可得下面定理 2.6。

定理 2.6 令1 q  ， ,p q为共轭数，对任意的    *

, \ 0pf L ，下面结论

成立

(i) 若    * **
q qk f k f  ，则   * *

,

1lim qq k
f f ks

k


 
 ；

(ii) 若    * **
q qk f k f  ，则   * *

,

1
qq

ff s
k

k


 其中   * ,q fk k  ；

(iii) 若  **
qk f  ，则   * *

,

1
qq

ff s
k

k


 其中    * **,q qk fk kf    。

定理 2.7 对于任意 Orlicz 函数，若b  ，则  *
qk f  。

证明 若b  ，则对任意    *

, \ 0pf L 有    
1* f


 ，显然有

        * * ** *
**, 0

1 1infq q qq k
q

f
k

f fs k s k
fk

f 
 

   

于是，        * ** 1*
q qk f k f f


  ，故命题得证。

定理 2.8 令1 q  ， ,p q为共轭数，对任意的    *

, \ 0pf L ，下面结论

成立：

(i) 当 q=1 时，若    1supp vI b    ，则  1K f  ；

(ii) 当1 q  时，若 0  ，则对任意 Orlicz 函数，  qK f  ，若 =0 ，

在 0, 不是线性函数，则  qK f  ；

(iii) 当 =q 时，对于任意的 Orlicz 函数，  K f  。

证明 (i) 当 q=1 时，     1 1f vI q   。若    1supp vI b    ，存在 k>0

使得  1 0kf  ，由  *
1k f 定义，有  *

1k f  ，即  1K f  。
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(ii) 若 0  ，则 0  ，于是当 k 时，    * kf kI kv    。

故存在 k>0 使得       1* 1
q

I q kfk v 


   ，因此  *
qk f  ，即  qK f  。

=0 的情况的证明与文献[79]中定理 4.3 的证明相仿，故在此省略。

(iii) 由  **
,

1f f
 

 有  *

,
1f f  

  ，于是  * *
,

1 f k f 
 。假设

存在 k>0 满足  * *
,

1 ff k k 
  ，则   0kf  ，当

*

,
1k f

 
 时得到

 * 1kf  ，矛盾。因此  * *
,

0 1 ff k 
  ，即  K f  。

2.3 有界线性泛函

定理2.9 令1 p  ， , 为Young不等式意义下取有限值的互余的Orlicz

函数，设 p-Amemiya 范数是 *k -有限的，令  *, pf L ，则 f存在唯一分解式

f v   其中 ,qv L ， F  ， 1 1 1p q  且

  
   
  

1
*

* 0*
, 0

*

0

1inf 1 , 1
inf

1i f

1

n max 1, ,

q

l
q

l

q

q

l

q
f

lf
ls lf

l
f

qlf
l








 




     

  



证明 由
*

,q
f


的定义，我们有

*

,1

o o of f v 
   

   ，  *

, 0

1inf , 1
l

f f I l
l

lv    

     
 

所以只需要证明1 q  的情形。

对于任意的  *, pf L ，若 0  则 Orlicz 函数空间是序连续的，即

, ,p pL E  。由引理 1.3 知  *, ,p qE L  。故假设 0  ， 0l  ，  , px S L ，
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取  pk xK ，由引理 1.4 和    
1

1p pI kkx    可得  kx  。根据 Young

不等式和Holder 不等式，有

           
             * *

1 1,

1 1
G

p q q

l

f

f x kx lv l kx kx t lv t dt l kx
k k

I kx I lv l s I kx s s
k

lf
k

l 

 

  

   

     



故     *1
q ff s

l
lx  ，由 x和 l的任意性，得到    *

,0

*1inf q ql
f lfs f

l



  。

由 0  和定理 2.8 知  qK f  。 0  ，取  ql fK ，   0 p q lvk K  ，

 , py S L 使得  0y k    。选取 0  ，使得

      
E

E l q lv t v t dt     

选 0k  使得   :H t G y t k      ，且

      
0

,
H H

l y t v t dt y t dt
k

    

定义       
\

0
G H H

y t
x t q lv t

k
  。由引理 1.7，有

  

       

       
        

1

, 0

1

00

1

0 0 0
0

1 1

0 0
0 0 0

,
0

1inf 1

1inf 1 /

1 1 /

1 11 1

( )

p p
p k

p p

G H Hk

p p

G H H

p p p p

p

x I
k

kq lv t dt ky t k dt
k

k q lv t dt k y t k dt
k

I k q lv I k q lv
k k k

q l
k

k

v

x





 





   

 

 

     
 

     







 

 

  

 

 

 

�

�
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故有  , ,p p
x q lv 

 。

由  ql fK 有       1* 1
q

I lv lq f


    。根据 Young 不等式和引理 1.4，

有

       

       

      

       

         

   

1
\ 0

, ,

1 1
\ 0 \ 0

,

1 1
0 0

,

,

*

,

*

,
,

1 1

1 , ,

1 , ,

2

,

1

1

1

2

G H H
p p

G H H G H
p

H H
p

p

p q
p

p q
p

f f x f q lv f yk
x x

lv q lv yk l q l yk
l x

lv q lv q lv yk l yk
l x

I
l x

s I q l

lv lv

lv lv

q lv

x

l

v s

I v

f
l x

s I q l f

l

l

v

l

 

    

  



  






 

 
 



 
 







 
















   

 

   

    

    



 

   
     

1

1 1
* *,

, ,
, , ,

1 2

1 2 1 2p
q q

p p p

l

q lv l l
f f

x x x



 



 
 

 
  



 
   

令 0  ，有
*

,q
f f


 ，结合

*

,q
f f


 得

*

,q
f f


 ，定理证毕。

定理 2.10 令1 p  ，则任意的奇异泛函在  , pS L 上是范数不可达的。

证明  , px S L  ，有

  , p
x x x   

 
    

定理证毕。

定理 2.11 令 1 p   ，设 , p
 是 *

pk 有限的，  *, {0}\pf v L    在
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 , px S L 范数可达当且仅当

a) 当 1q  , p  时

(i) ( )x  ；

(ii)        
G

vlv t x t dt I Ix l   其中  1l fK ；

(iii)   1I x  。

b) 当1 ,p q  ，1 1 1p q  时

(i)  kx  ；

(ii)        
G

vklv t dt Ix t k lIx   其中    ,p qx fk K l K  ；

(iii)          11 * * 1
qpI kx lf kx lfI 


   。

c) 当 , 1q p   时

(i)  kx  ；

(ii)        * *

, ,G
k kx t v t f dt I I v fx    

  其中  pk xK ；

(iii)  **
,

1f f
 

 。

证明 当 1q  和时，有
*

,1

of f
 

 ，
*

,
f f

  
 ，a) 和 c) 的结论在文

献[73]中已经证明，故仅需证明 b) 的结论。

对任意的    ,p qx fk K l K  ，由引理 1.4 和    
1

1p pI kkx     得到

 kx  。

           

         

     

*

* **
, , ,

1 1,

1 1

1 1
p q p q q

f kx lv

kx lv kx

kx

x lv kx l kx I I l kx
lk lk

I I l I lf
lk lk

s I s lf x f f
k l

 

 



 

  

   

 



  

 

   

 


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若条件 (i)-(iii) 成立，则上面所有的不等式变为等式，因此 f在  , px S L 处范

数可达。

反之，令    *, pf v L    在  , px S L 处范数可达，有

 

        

            

           

  

*

, ,

*

*

0

1 1 1,

1 1 1

1 1

1 0

q p

q p

q p

f x f

lv k l k s lf s I k
kl l k

I k I lv l k s lf

x

s I k
lk

k

x

x x x

x x x

k
x x

x

l k

I k I lv l k I I lv l
l lk

l k l
lk

 

 

 

 

 



  

   

  

  

    

     

  



由 Young 不等式和由引理 1.6，条件 (i)，(ii) 和 (iii)成立，定理证毕。

定理 2.12 令 1 p   ， , px L ，设 p-Amemiya 范数是 *
pk   ，则

   ,qv S L Grad x  当且仅当

a) 当 1,q p  时

(i)
,1

sgnwv x
w



  ，w 满足      , ,
( ) ( )p t w tx x xp t x    

  ，

. .a e t G   ；

(ii)  ,
1I xx  

 。

b) 当1 , , 1 1 1p q p q     时

(i)
,

sgn
q

wv x
w



  ，w满足        tp k w t pt kx x   ， . .a e t G   ，

其中  pk K x ；
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(ii)    1 1qI wIkx 
   。

c) 当 , 1q p   时

(i)        tp tk px t kv x   ， . .a e t G   ，其中  pk K x ；

(ii)   1I v  。

证明 已知
*

,1

of f
 

 ，
*

,
f f

  
 ，a) 和 c) 的结论在文献[73]中已经

证明，故仅需证明 b) 的结论。

充分性

设
, , ,

,
q p p

v x v x x
  

 = ，则     0v t x t  ， . .a e t G   ，给定 0v 在 x

处范数可达，取    0,p qk xK l K v  ，根据定理 2.11 b)-(ii) 和 Young 不等式，

有        0kx t t kx tp l v p   ， . .a e t G   ，根据定理 2.11 b)-(iii) 和 0  ，

有    1
0 1qI k lx I v

   。因此 0lv 就是要找的 w，令

       
,

sgn ,
q

wv t kx t kx p w t p
w

x 



   

根据 Young 不等式和
, p

 定义，有

    

     

, , ,

, ,

,

, , ,

11 , ,

1

1 1 1

p q p

q p

q q
p

q p q

v w x
w x

I
k w x

ws I

x

x

s I
w x w

x

k I w

w
kx

k

  



 

 





  

 





  





‖‖

充分性得证。

必要性
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若条件 (i) 不成立，即          0 ,lv w t p kx t kx tt p      ， . .a e t G   ，

根据定理 2.11 b)-(ii)， 0v 在 x处是范数不可达的，因此
,

sgn
q

v w w x


  不是 x

的支撑泛函。

若条件 (ii) 不成立，即    1 1qI wIkx 
   ，根据定理 2.11 b)-(iii) 和 0  ，

0v 在 x处是范数不可达的，因此
,

sgn
q

v w w x


  不是 x的支撑泛函，必要性得

证。

2.4 赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 函数空间的光滑点

令1 p  ，对任意的 x L 定义

        ( ) : ,
nn GG tn t G x t n tx t x      (2-4)

引理 2.2[73] 对任意 x L ，  lim lim o
n nn n

x x x x x
  

    其中 nx 定义见

(2-4) 式，     inf 0,x xI      。

由引理 2.2 和 p-Amemiya 范数的等价性，有

    ,
lim inf 0,n pn

x I xxx  
     

引理 2.3[73] 令 x L ，若   0x  ，则存在两个不同的奇异泛函  *
i S L 

满足     , 1, 2i x x i   。

定理 2.13 令1 p  ， x L ，对任意的奇异泛函，有      1** xx k



和    x x    成立。

证明 定义      n tn Gx tx t   ，则 ,n px E ，有

         **, 0

1 1infn p pp k n nx x
x

x s I k x k x xs I
k k  

     

令 n，有      1** xx k


 。由于    , 0pE   ，有

    ,n n p
x x x x x  


    
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令 n，则    x x    ，定理证毕。

定理 2.14 令1 p  ，    , \ 0px S L 且   1x k  ，其中  pk K x ，则

x的支撑泛函一定在 ,qL 中，其中1 1 1p q  ，是的 Young 不等式意义下

的余函数。

证明 当 p=1 和时，结论已经在文献[73]中给出证明，只需考虑  1,p 

的情形。令 f 为 x 的支撑泛函，则 f 存在唯一分解 f v   。若 0  ，则

       
G

f x t v t dt xx   。对任意    ,p qk K x l K f  ，根据定理 2.13 得到

     
     
   

     
     *

G

p q

p q

kl kl v t dt kl x

I I kl x

I I l

s I s I l

s I s kl

x t

kx lv

kx lv

kx lv

kx lf



 







 

 

 



 

  

 





 





该矛盾说明 0  ，定理证毕。

定理 2.15 令1 p  ，  , \ 0px L ，若  p x 是连续的，则 x是光滑点的

充分必要条件是   ,qGrad x L ，其中1 1 1p q  ，是的 Young 不等式意

义下的余函数。

证明 当 p=1 和时，结论已经在文献[73]中给出证明，只需考虑  1,p 
的情形。

充分性

令  0 ,qv S L 是 x的支撑泛函，若存在 x的另一个支撑泛函 f v   ，且

0  。则

0 0

2 2 2
f v v v  

 

也是 x的一个支撑泛函，且
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  0

1

0 , 0

1inf 1 1q q
q k

v I
k

kv 
   和    

1
*

, 0

1inf 1 1
q q

q k
f I kv k

k
 

   

根据的凸性和 Minkowski 不等式，有

   

      

0

1
*

0 0

0
,

1

0

11

00

*
0 , ,

11 inf 1
2 2 2

1inf 1
2 2 2

1 1 1inf 1 1
2 2

1
2 2

q q

k
q

q q

k

q qq q
k

q q

f v v vI k k
k

I I k
k

I kv I kv k
k

v f

kv kv










 



 

 

               

                 



 
 

    





 







因此，

   00

2 2 2
I Iv vI k

kv kv 

 



 

 
由于  p x 是连续的函数，所以    0v t v t ， . .a e t G   ，因此 0  ，即

0  。

必要性

设 f v   ( 0  ) 是 x的支撑泛函，则

      
1 1

* *
, ,0 0

1 11 inf 1 inf 1
q q q q

q qk k
kf vf I v

k k
k   

     

故 , px E ，根据引理 2.3，存在两个不同的奇异泛函 , 1, 2i i  满足 1i  ，

   i xx  。令 i if v     ，则 1 2f f 。根据定理 2.2 知
* *

1 2, ,
1

q q
f f

 
  。

根据定理 2.13，有

           

       

( )i iG G

G

f t v t dt t v t

x

dt x

t v t dt x f

x

x

x x x   



    

  

 


因此， 1 2,f f 都是 x的支撑泛函，这说明 x不是 , pL 的光滑点，定理证毕。
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定理 2.16    , \ 0px S L (1 p   ) 是  , pB L 的光滑点当且仅当

(i) 0a  ；

(ii) 若1 p  ，则     1 1pI I pkx k x
    或     1 1pI I pkx k x

    且

  1x k  ；

(iii) 若 p  ，则   1x  且         : tG xx t G p pt x   的测度为

零。

证明 必要性

若 (i) 不真，即 0a  ，设  0f v v   是 x 的一个支撑泛函。设

E G \supp(x)，且   0E  ，若   0Ev t   ，令

, ( ),
0,
v t supp x

v
t E


  
于是，

       
1 1

* *

, ,

1 11 1 1
q qq q

q q
v I lv I l v

l
l lv

l
    

       

由         , p
v x v x x 


    ，有

*

,
1

q
v 


  。所以 v  也是 x的一个支撑

泛函，但 v v    ，故 x不是  , pB L 的光滑点。

若     0Ev t t  ，取  ql fK ，存在 c>0，使得 lc a 。令

, ( ),
,

v t supp x
v

lc t E


  
于是，

       
1 1

* *

, ,

1 11 1 1
q qq q

q q
v I lv I l v

l
l lv

l
    

     

由于         , p
v x v x x 


    ，有

*

,
1

q
v 


  。所以 v  也是 x的一个支

撑泛函，但 v v    ，故 x不是  , pB L 的光滑点。
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(ii) 假设     1 1pI I pkx k x
    ，根据定理 2.12，有

    1 1pI kx xI p k 
    

若   1x k  ，根据定理 2.15 知 x 的所有的支撑泛函都在 ,qL 中。因此若

    1 1pI Ikx p k x
    ，必有     1 1pI Ikx p k x

    ，则集合

        1: , 1pV v p k x lv p k x k vI lIx
      

包含了无穷多个元素，根据定理 2.12 b)，每一个
,

sgn
q

v x v


 都是 x的支撑泛

函，这说明 x不是  , pB L 的光滑点。

现在，假设   1x k  ，根据定理 2.14 知，x的支撑泛函都在 ,qL F  中，

根据 Hahn-Banach 定理存在 F  ，满足      1 1pI kx xI p k 


   即

   11 p kxI  
  。根据引理 2.3 存在两个不同的奇异泛函 , 1, 2i i  满足

   1,i i xx    。定义   ( 1, 2)i if p ik x      ，则 1 2f f ，由定理 2.2

有
* *

1 2, ,
1

q q
f f

 
  。根据 Young 不等式，引理 1.6 和定理 2.13 有

        

     
     
      

*

, ,

1 ( )

1

1

i iG

p q

ip q

f x x k x t x

p k x

p kI

t p dt

I kx I x
k

kx I
k

s I kx s I
k

f

p

x

x

k x

 

 







 

 









 

  

 









 




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因此， 1 2,f f 都是 x的支撑泛函，这说明 x不是  , pB L 的光滑点。

(iii) 文献[73]证明了条件 (iii) 的必要性，在此省略。

充分性

令 f v   ( , ,qv L F  ) 是 x的一个支撑泛函。

当1 p  时，根据定理 2.11 b) 和 c) 的结论有    xp vk kl px   其

中  pk xK ，  ql fK ，若     1 1pI Ikx p k x
    成立，根据定理 2.11 b)

和 c) 的结论得到 0  ，因此    
,

sgn
q

v k x kp p xx  
 是 x的唯一支撑泛

函。若     1 1pI Ikx p k x
    ，根据定理 2.11 b)和 c) 的结论得到 0  ，因

此    
,

sgn
q

v k x kp p xx  是 x的唯一支撑泛函。

当 p  时，根据定理 2.11 a) 和定理 2.14 知 x的所有支撑泛函都在 ,1L 中，

根据定理 2.11 a) 知    
,1

sgnv k x kp p xx  
 是 x的唯一支撑泛函，证毕。

2.5 赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 函数空间的光滑性

定理 2.17 当1 p  时， , pL 是光滑的当且仅当

(i) 0a  ；

(ii)  p x 是连续函数；

(iii) 2 。

证明 充分性

条件 (iii) 蕴含 , ,p pL E  ，对于任意 , px E ，有   0 1x k   。若条件 (ii)

成立，则有    p x p x  ，即定理 2.16 中的 V只含有一个元素，由条件 (i) 和

定理 2.15 和 2.16 知，x是 , pL 的一个光滑点。
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必要性

条件 (i) 由定理 2.16 可得。

(ii) 若 ( )p x 不是连续函数，则存在常数 A， 1 2,v v ，  1 2,v v v  有  q v A  。

存 在 1G G 使 得          1
1 1 1

p
A G p A G 



   。 选 取 0a  使 得

                   1

1 1 1 1\ \ 1
p

A G q a G G p G a G GA   


     。选

取 2 1\G G G ，满足

                   1

2121 1
p

A G q a G p G aA G   


   

设        
1 2G G tx t aA qt    ，则     1 1pI Ix p x

    。将集合 1G 分解成两

个测度相等的集合 E和 F，令

       
21 1 2E F G tw t t tv v a     (2-5)

       
22 2 1E F G tw t t tv v a     (2-6)

则             
1 2

1,2i G Gq xt t aA q itw t      。

当 p=1 时，有 ( ( )) ( ) 1iI p x I w    ，  ,
1 1,2iw i

 
  ，

        ,1

o
iG G

x x x t p x t dt x t w t dt 
   

因此 1 2,w w 都是 x的支撑泛函， x的支撑泛函不唯一，故 x不是 ,1L 的光滑点。

当1 p  时，令  ,
1,2i i i q

v w w i


  ，根据引理 1.6 有
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   

          
, , , , ,

, , , ,

1 11 , ,

1 1 1 1 1

i
i iG

i ip q p q p

i p q i
i iq p q p

wv w dtx
x w x w x

t

I x

x

I w s I x s I

t

w
w x x

x

w

    

   

   

   

      



因此，  ,
1,2i i i q

v w w i


  都是
, p

x x


的支撑泛函，
, p

x x


不是  , pB L 的

光滑点。

当 p  时，类似前面构造        
1 2G Gx t t a tA q   满足

        1 2 1A G q a G   

1 2,w w 定义见 (2-5)，(2-6) 式，则 ,x E  ，
,

1x
 

 且      1iI I qx w    。

因此

        
,1 ,1 ,1,1

1 i ii
iG G

i i i

w t w tw q w t dt x t dt
w w w

  

   

故 ,1i iw w


都是 x的支撑泛函。因此，x不是  ,B L  的光滑点。

(iii) 令1 p   ，假设 2 ，根据 2 条件的定义，存在 nx  使得

   111 2n
n nx n x n

n
         

  
 (参见文献[73])，注意到

   
1(1 )

0

11 0nxn
n nx p t dt x

n




       
  


和

     1(1 )

1 11 0n

n
n n n nx

n

x
x p t dt x p x x

n n 

    
 

 
 




我们有

 1 11 1 1 11 1 1 2 2 1n n
n n n n n nx p x x xn x p x

n n n n
 

  
                       


     
    
         
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因此，
1 11 2 1n

n np x p x
n n 

 


      




 

 

 




  
。不失一般性，假设 2 2 1

2 2
x xp G


 
 

 
，

则存在不相交的集合族    3nG n   使得
1 1 11 1

2n n n nx p x G
n n


        
  


 
 



和   1

1
2n n nx G   成立。定义

3

11
nn G

n
x x

n






   
 

 ，则

         

3 3

1 1 11 1 1
2

G

n n n n
n n

I I p x t p tx dt

n

x

x x G
n

x

p 

   

 


 

 

          
 
 

    



 

故   1I x  ，    1I xp   。因此，有     1 1pI I px x
    。对于任意 l>1，令

m>2 满足
1 11 1l
m n

    
 

，则

         
1 11 1

1 11 2 1

G

n n n
n m

n
n n n

n m

I x I p lx x t p lx t dt

x p x G
n n

x p x G
n n





   











 

        
   

        

 
 
 

 
 
 

   
   







故   I lp x   ，所以有     1pI I plx lx
    ，

   111 2 n
n n n n

n m n m
I x G n x Glx

n
 

 



 

           
  

 

因此   1x  ，    1pK x  ，由定理 2.15，2.16 知 x不是 , pL 光滑点。

当 p  时，文献[32,72]用不同方法给出了充分性的证明，故在此省略。

2.6 本章小结

本章对赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间 , pL 的光滑性进行研究。首先，

在 , pL 的对偶空间  *, pL 引入一类能够实现
of

和 f


计算公式形式上统一的

万方数据



第 2 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间的光滑性

-35-

新范数
*

,q
f


。其次，证明了

*

,q
f


为赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间中有界

线性泛函的范数计算公式。再次，利用有界线性泛函的范数计算公式得到了 , pL

单位球面上点的支撑泛函的具体形式，并利用单位球面上点支撑泛函的具体形

式得到 , pL 单位球面上的点为光滑点的充要条件。最后，从点态性质的结果出

发获得了 , pL 具有光滑性的判据。
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第 3 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间的光滑性

3.1 引言

赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 序列空间 , pl 是赋 Orlicz 范数 Orlicz 序列空间 ol

和赋 Luxemburg 范数 Orlicz 序列空间 l的推广，由于 p-Amemyia 范数
, p

 的范

数生成函数变化多样，对该空间的研究需要引入新的技巧。目前，该空间几何

性质的研究尚不完备，很多点态性质和几何性质的判别准则尚未得到。在本章

中，我们将解决赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 序列空间 , pl 单位球面上光滑点的刻

画问题，进而获得 , pl 具有光滑性的判据。

记

     0
1

: , 1, 2
i

l x x i x i i



    

对 0x l ，   ( ) : 0supp x i x i   表示 x的支撑集。

3.2 有界线性泛函

引理 3.1 令1 p  ，为有限值的 Orlicz 函数则下面条件成立

(i) 若 p=1 且      1card supp x b  ，则 1( )K x  ；

(ii) 若1 p  ，且在 0, 不是线性函数，则对任意的 x有  pK x  ；

(iii) 若 p  ，则对任意的 x有  K x  。

证明 (i) 对任意的  , \ 0px l ，文献[79]中已证明

    lim ,
k

p kx i b i supp x 
 

若   card supp x  或b  ，则
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        
1 1i i

kI p kx p x i b k


 




 

      
根据  *

1k x 的定义，有  *
1k x  即  1K x  。

若   card supp x  或b  ，对任意 0  ，存在 0 0k  使得

     0p k x i b i supp x   

对任意 0k k ，有

      
 

    

      
i supp x

I card su

r

p

a

kx p kx pp x b

c d supp o

i

x b





 




    

  



由      1card supp x b  和  的任意性，有     1 0p kxI    。根据

 *
1k x 的定义，有  *

1k x  即  1K x  。

(ii) 和 (iii) 的结论在文献[79]中已证，在此省略。

文献[83,95]指出 Orlicz 序列空间 , pl 的对偶空间  *, ,p ql l S   ( , 是

互余的 Orlicz 函数且
1 1 1
p q
  )。  *, pf l 可以唯一分解为 f v   ， ,qv L ，

S  (S表示 Orlicz 序列空间中所有奇异线性泛函构成的集合)。

令1 p  ，    *, pf v l    ，定义

   * If v   (3-1)

在  *, pl 中引入泛函

  
   
  

1
*

* 0*
, 0

*

0

1inf 11inf
1inf max

1

1,

q q

k
qq k

k

q
kf fs

k

kf

kf q
k

k








 




     

  
，

，

显然对于任意的  *, pf l ，
*

,1

of f
 

 。与函数空间类似可以证明

*

,
f f

  
 ，并能得到对于任意的1 q  ，

*

,q
f


是  *, pl 上有界线性泛函 f

的范数。
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定理 3.1 任给  *
,1f l ，则   * *

, 0

1inf max 1,
k

f f
k

kf 
   
  。

证明 证明过程可仿效定理 2.1 的证明，在此省略。

定理 3.2 令1 q   ，泛函   * *
, 0

1inf qq k
f fs

k
k

 
 是  *, pl 上的范数，

*

,q
f


与 f


等价且满足：

1
*

,
2q

q
f f f

  
  。

证明 证明过程与定理 2.2 的证明类似，在此省略。

定义函数    *

,: 1,q pl     ，

 
     

 
    

1*

*

*

1, 1

1, , 1

, , 1

q

q

I q v q

q

I q

f

v

f

q

f

f



 





 

 

     
    


  
进一步，定义

        ** * * 1
,: 0, , inf 0 :p f fl k k   

     

           ** *
,: 0, , inf 0 : 0 infq p q qk f l f kfk k         

          *** **
,: 0, , sup 0 : 0q p q qk f l k fkf k     

显然，      * * **
, ,p q qf l k f k f   。定义    * **( )q q qK f k f k f   ， 。

定理 3.3 令1 q  ，    *

, \ 0pf l ，下面条件成立：

(i) 若    * **
q qk f k f  ，则   * *

,

1lim qq k
f f ks

k


 
 ；

(ii) 若    * **
q qk f k f  ，则   * *

,

1
qq

ff s
k

k


 其中   * ,q fk k  ；

(iii) 若  **
qk f  ，则   * *

,

1
qq

ff s
k

k


 其中    * **,q qk fk kf    。

证明 证明过程可仿效定理 2.6 的证明，在此省略。
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定理 3.4 令1 q  ，若b  ，则 *
qk -有限，即  qK f  。

证明 由b  有    
1* f


 ，显然对任意的    *

, \ 0pf l ，

        *
* *** *

*, 0

1 1infq qq q k
q

f
k

k f f kfs
f
s

k
 

 
   

因此，        
1* ** *

q qf f fk k 


  ，故有  qK f  。

定理 3.5 令      *

, \ 0pf v l    ，其中1 ,p q   为共轭数， ,  是

Young 不等式意义下互余的 Orlicz 函数，则下列条件成立

a) 若 1q  且      1card supp v b  ，则  1K f  ；

b) 当1 q  时

(i) 若 0  ，则对任意的    *

, \ 0pf l ，有  qK f  ，

(ii) 若 0  且在区间  0, 不是线性函数，则任意的    *

, \ 0pf l

有  qK f  ；

c) 若 q  ，则任意的    *
, \ 0f l  ，有  *

,

1k f
f

 

 即  K f  。

证明 a) 当 1q  时，该结论的证明类似于引理 3.1，故在此省略。

b)-(i) 若 0  ，则 0  ，我们有

lim
k

k 




因此，存在 0k  使得

            11 * 1
qq

I kv I kv k kv fq I kq 



    

故  *
qk f  即  qK f  。

b)-(ii) 若 0  ，证明过程可仿效文献[79]中定理 4.3 的证明，在此省略。
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c) 由于  **
,

1f f
 

 ，有  *

,
1f f  

  ，因此  * *
,

1 f k f 
 。

假设存在某个 k 满足  * *
,

1 ff k k 
  ，则   0kf  ，  * 1kf  。因此

*

,
1k f

 
 矛盾，故  * *

,
0 1 ff k 
  ，即  K f  。

定理 3.6令 ,  是Young 意义下取有限值的互余的Orlicz函数，1 ,p q  

为共轭数，若 p-Amemiya 范数是 *k -有限的，则    *

, \ 0pf l 存在唯一分解

f v   ，其中 , ,qv l S  且

  
   
  

1
*

* 0*
, 0

*

0

1inf 1 , 1
inf

1i f

1

n max 1, ,

q

l
q

l

q

q

l

q
f

lf
ls lf

l
f

qlf
l








 




     

  



证明 当 1q  和时，有
*

,1

o o of f v 
   

   和

 *

, 0

1inf , 1
l

f f I l
l

lv    

     
 

对于 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数的情形已在文献[73]中证明，因此我们只需

考虑1 q  的情形。若 0  ，则  *, pf h ，根据引理 1.3 知  *, ,p qh l  ，

该结论已经在文献[95]中证明过。故假设 0  。

0l  ，  , px S l ，取  pk xK ，根据 Young 不等式和Holder 不等式，

有

    

    

        * *

1 ,

1

1
p q q

l

f

f x kx lv l kx
k

I kx I lv

l

l
k

s I kx s sf
k

l 



 



 

  

  
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其中  kx  由引理1.4和    
1

1p pI kkx    可得。故     *1
q ff s

l
lx  ，

由 x和 l的任意性，我们得到

   *

,0

*1inf q ql
f lfs f

l



 

假设 0v  ，令 nf v   其中       1 , 2 , , ,0,nv v v v n   ，则 nf f ，

由  *, pl 具有法都性质有
* *

, ,n q q
f f

 
  n 。不失一般性，假设对任意的

n， 0nf  。根据定理 3.5 知  nqK f  ，对任意的 n，取  n q nl K f 。由于

 取有限值，有  q  也取有限值，则对任意 0k  ，   n nlI kq v  ，即

  , pn nl vq h  。

对任意 0  ，取   0 n np qK l vk  ，根据引理 1.4 能找到 , py l 使得

 1
0k y     ，根据 Young 不等式有

         
1

n n n n n n n n
i

vi il q l v v I q l I l v


   


    

正项级数     
1

n n n n
i

il l iq v v





 收敛，故存在 1 0n  使得

    
1 1

n n n
n

n
i

i vl q l iv 



 

 

由 1
0( )I k y

  ，有

     
1 0 0

n
n n n

i

l yy i v I I l v
k

i
k



 


 
     

 


选取 2 0n  使得

     
2 21 10 0

, n
n

i n i n

y i l y i v i dt
k k

 
 

   

 
   
 

 
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取  1 1 2max ,N n n ，定义

 
  

 
1

1
0 1

,

,
n n

n

q l v i N
x

k y i i
i

N

i



  


因此，有

          
1

11 1 0

N

n n n n
i i N

n

y i
I q l v I

k
i q l vx 



   
  

 
      

 
 

根据 Minkowski 不等式有

           
1 11

,
1 1 1

p pp p pp
n nn n n np
x xI I q l v I q l v     

       

根据 Young 不等式，引理 1.6，    
1

,
1 p p

n n np
x vqI l 

   及 p-Amemiya 范

数的定义有

 

        

        

             

1

1

1

1

1 1

,

1 1 0 0,

1 1 0 0,

1 1 1 0

1

1

1

n

n

n

n

n n
n p

N

n n n
i i Nn p

N
n

n n n n n
i i Nn n p

n n
n n n n n n n n

i i N i N

f f
x

y i yq l v v
x k k

l yl q l v y v l
l x k k

l y v yl q l v l q l v v l
k k

x

i v i i

i v i i i

i i
i v i i i












  




  

  

 
    



  
      

  
       

  





 

 

  

       

         

   

0

,

,

*

,

*

,
,

1 2

1 2

1 21

n n p

n n n n n
n n p

p n n q n n n
n n p

p n n n q
n np

l x

I q l v I l v l
l x

s I q l v s l f l
l x

s I q l v f
x l













  



 



  


 
 
 

   

   

  
     





  

万方数据



第 3 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间的光滑性

-43-

   
       

   
       

*
1 1,

1

*
1 1,

21

1 1

211

1 1

p n n n
n q

p pp p
n n n n

p p
n n n

n q
p pp p

n n n n

s I q l v l
f

I q l v I q l v

I q l v l
f

I q l v I q l v



 



 

 



   

 



   

 
 

  
   

 
    

   

进一步有

* *

, ,
,

lim sup lim sup limn
n n n q qn n n

n p

xf f f f f
x    



 
    
 
 

结合
*

,q
f f


 ，得到

*

,q
f f


 ，定理证毕。

定理 3.7 令1 p   ，      *

, \ 0pf v l    ，若 p-Amemiya 范数是 *k -

有限的，则 f在  , px S l 处是范数可达的当且仅当下面条件成立

a) 当 , 1p q   时，  1l K f 

(i)        
1i

vlv i x i I x lI


 


  ；

(ii)  x  ；

(iii)   1I x  。

b) 当1 ,p q  ，1 1 1p q  时，    ,p qx fk K l K 

(i)        
1i

vkx i lv i I x lIk


 


  ；

(ii)  kx  ；

(iii)      1
1

q
I kx I lv l 



  。

c) 当 1,p q  时，  1k K x 

(i)      * *
1 , ,i

v i vk kxx i I I
f f



 


   

 
  
 
 

 ；
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(ii)  kx  ；

(iii) * *

, ,

1vI
f f




   

 
   
 
 

。

证明 当 1q  和时，
*

,1

of f
 

 ，
*

,
f f

  
 ，a) 和 c) 的结论在文献

[73]中已经证明，只需要证明 b) 的结论。

若 0  ，根据引理 3.5 有  qK f  ，取    ,p qx vk K l K  ，于是有

       

           

     

*

,

**
, ,

1 1, ,

1 1

1 1

q

p q p q

f f x kx v kx kx lv l kx
k kl

I kx I lv l kx I kx I lv l
kl kl

s flfI kx s x
k l

 

 





   

  

    

     

   

上面的证明过程是等价证明过程，三个条件任何一条不成立，“”将变成

“<”，上面的等式将不成立，则 f v   在 x处是范数不可达的。

定理 3.8 令1 p   ，p-Amemiya 范数是 *k -有限的， ,  是 Young 意义

下非线性的互余的 Orlicz 函数，设 , px l ，则    ,qv S l Grad x  充要条件

a) 当 1,p q  时

(i)        ip ik px i kv x   ，  1, xi k K  ；

(ii)   1I v  。

b) 当
1 11 , , 1p q
p q

     时

(i)      
,q

w i
v i sgnx i

w


  ，其中w满足        ip ik px i kw x   ，

 , p xi k K  ；
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(ii)    1 1p kx I wI 
   。

c) 当 , 1p q   时

(i)  ,
1I x x  

 ；

(ii)      
,1

w i
v i sgnx i

w


  ，其中w满足
     

, ,

x i x i
p w i

x x
p

  

 



   
   
   


 

  
，

i。

证明 已知
*

,1

of f
 

 ，
*

,
f f

  
 ，a) 和 c) 的结论在文献[73]中已经

证明，故仅需证明 b) 的结论。

充分性

设
, , ,

,
q p p

v x v x x
  

   ，则有      0v i x i i   。假设 0v 在 x处范

数可达，由于 ,  是 Young 不等式意义下互余的非线性的 Orlicz 函数，有

 pK x  ，  0qK v  ，取  pk xK 和  0ql K v ，根据定理 3.7 b)-(i) 和 Young

不等式，有          0p l v i ip ik x i k x     。根据定理 3.7 b)-(iii) 和

0  ，有    1 1qI wIkx 
   ，因此 0w l v 为所求。令

         
,

,
q

iwv p k x pi ksgn x i xw
w  



     i

根据 Young 不等式，引理 1.5 和 p-Amemiya 范数的定义有

   

    

     

1, , ,

, ,

,

, , ,

1 11 ,

1 1 1

1 1 1 1

ip q p

q p

q
p q

q p q

xv w i x i
x w x

I kx I w
w x k

w
s I kx s I w

w x k w



  

 

 


 

  

  

  

   


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必要性

若条件 (i) 不成立，即          0 ,xl iv xw i pi k k ip 
     ，根据定理

3.7 b)-(i)， 0v 在 x处是范数不可达的，因此
,

sgn
q

v w w x


  不是 x的支撑泛函。

若条件 (ii) 不成立，即    1 1qI wIkx 
   ，根据定理 3.3.7 b)-(iii) 和 0  ， 0v 在

x处是范数不可达的，因此
,

sgn
q

v w w x


  不是 x的支撑泛函，定理证毕。

3.3 赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 序列空间的光滑点

在文献[43]中已经对赋 Orlicz 范数 Orlicz 序列空间 , pl 的光滑点的判据进行

了讨论 (包含  1K x 的情况)。对任意1 p  ，若  pK x 根据定理 3.1

知 Orlicz 函数为线性函数，此时 Orlicz 序列空间等距同构于 1l ，已知 1l 的对偶

空间为 l。因此，对任意1 p  ， , px l  只考虑  pK x  的情况下的光滑

点的判据。

记

      :xJ j p k x j p k x j    ，

        1
, 0

inf 0 :
p

p u
pc u b u u c



  
     

对于任意的 \{0}x l ，任意 n，记

      1 , 2 , , ,0,nx x x x n   (3-2)

引理 3.2[73] 对任意 x l ，

 lim lim o
n nn n

x x x x x
  

   

其中 nx 定义见 (3-2) 式。
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根据 p-Amemiya 范数的等价性和引理 3.2，有

    ,
lim inf 0,n pn

x x x I x  
     

引理 3.3[73] 令 x l 且   0x  ，则存在两个不同的奇异泛函   *
i S l  使

得    i xx  ，  1,2i  。

定理 3.9 令1 p  ， , {0}\px l ，对任意奇异泛函有    **1 px k x  和

   x x    。

证明 已知

           
11

**
**, 0

1 1inf 1 1p p pp
n n np k

x x I k x x I k x x
k k

x
x  

        

其中 nx 定义见 (3-2)，令 n ，有    **1 px k x  。由于 ,n px h ，故有

    ,n n p
x x x x x  


     ，令 n有    x x    。

定理 3.10 令1 p  ， \{0}x l ，若   1x k  其中  pk K x ，则 x的

所有支撑泛函都在 ,ql 中，其中1 1 1p q  。

证明 设 f 是 x的支撑泛函，根据定理 3.6，f存在唯一分解式 f v   。若

0  则结论成立。若 0  ，有

       
1i

f x x i v i x




 

根据定理 3.1 知  qK f  ，取  ql fK ，根据引理 1.4，定理 3.9，Young 不

等式和Holder 不等式得到

           

         
     

1

*

i

p q

p q

kl kl x i v i kl x I I kl x

I I l s I s I l

s I s kl

kx lv

kx lv kx lv

kx lf

  

 





 


   



    

  



 




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该矛盾说明 0  ，定理证毕。

定理 3.11 令1 p  ， , {0}\px l ，若 ( )p  是连续函数，x是光滑点的充

分必要条件 x的支撑泛函都在 ,ql 中。

证明 充分性

设  0 ,qv S l 是 x的一个支撑泛函，若存在 x的另一个支撑泛函 f v   ，

且 0  ，则 0 0

2 2 2
f v v v  

  也是 x的支撑泛函，已知

  0

1

0 , 0

1inf 1 1q q
q k

v I
k

kv 
   和    

1
*

, 0

1inf 1 1
q q

q k
f I kv k

k
 

   

根据的凸性和 Minkowski 不等式，有

      

1
*

0 0

0
,

1

0

0

11

00

*
0 , ,

11 inf 1
2 2 2

( )( )1inf 1
2 2 2

1 1 1inf 1 1
2 2

1
2 2

q q

k
q

q q

k

q qq q
k

q q

f v v vI k k
k

I kvI kv k
k

I Ikv kv k
k

v f














 

 

                

                 
 

     









 



因此，

   00

2 2 2
I kv I kvv vI k  


 
 




 


即

           00

2 2 2
kv i kv iv i v i

k i
  

    
 



由于  p x 是连续的，所以    0 ,v v i ii  ，故 0  ，即 0  。

必要性
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设 f v    0  是 x的支撑泛函，则

      
1 1

* *
, ,0 0

1 11 inf 1 inf 1
q q q q

q qk k
kf vf I v

k k
k   

     

故 , px h ，根据   ,
lim n pn

x x x


  ，选择自然数 nm 满足：

     
1 ,

1 11 lim 1 1,2,
n nm m pn

x x x x n
n n

 
 

           
   



定义

       
3 2 4 321 1

1 2 31 , , ,0, ,0, , , ,0, ,0,1
m m m mmm m

x x x m x m x m
  

  
 
 

  
     (3-3)

x x x   (3-4)

则有      x x x     ，根据引理 3.3，存在两个不同的奇异泛函 , 1, 2i i  满

足    11,i x x     ，    2 x x   且    1 20, 0x x    。令 i if v     ，

则 1 2f f 。根据定理 3.2，有
* *

1 2, ,
1

q q
f f

 
  。根据定理 3.9 有

             

           

       

1 1 1
1 1

1
1 1

1

i i

i i

i

f

x

i

x x x x

x x

x i v i x i v i

x i v x i v i

v xx i i f

   

   



 

 

 

 





   



   

   









 

 

 



故 1f 也是 x的一个支撑泛函，说明 x不是 , pl 的光滑点，定理证毕。

定理 3.12 令1 p  ， , {0}\px l 且  pK x  ，则 x是光滑点当且仅当

(i) 0a  ；

(ii) 当1 p  时，     1 1pI Ikx p k x
    ，或   1x k  与

    1 1pI Ikx p k x
    同时成立，或 1xcard J  成立；

(iii) 当 p  时，   1x  且       :card i N p x i p x i   =0。
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证明 必要性

若 (i) 不真，对任意    f v Grad x   ，存在  0 xi supp 。若  0 0v i  ，

设

  0

0

,
0,
v i i i

v
i i
 


v v    ，显然 * *
, , 1q qv v     ‖ ‖ ‖ ‖ 。由         , p

v x xv x 


    ，

有
*

,
1

q
v 


  ，因此    v Grad x  ，说明 x不是 , pl 的光滑点。

若  0 0v i  ，取  ql K f ，存在 0c  使得 lc a ，设

0

0

( ),
,
v i i i

v
c i i


  

故，        
1 1

* *

, ,

1 11 1 1
q qq q

q q
v I lv l I lv l v

l l
     

          由

于         , p
v x v x x 


    ，有

*

,
1

q
v 


  ，因此，  v Grad x  ，说

明 x不是 , pl 的光滑点。

(ii) 设     1 1pI Ikx p k x
    ，根据定理 3.8，有

    1 1pI kIkx p x 


   

若   1x k  ，根据定理 3.10 知 x 的所有的支撑泛函都在 ,ql 中。因此若

    1 1pI Ikx p k x
    ，我们必有     1 1pI Ikx p k x

    ，则集合

        1sgn : , 1pV k x k x kv x p lv vp I Ix l
      

包含了无穷多个元素，根据定理 3.8，每一个
,

sgn
q

v x v


 都是 x的支撑泛函，
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这说明 x不是 , pl 的光滑点。

现在，假设   1x k  (    
1

,
1

p p

p
I x k xk 

     
 

蕴含   1x k  )，

f v   为 x的支撑泛函且      1 1pI kx I p k x  


   即
 1

1
p kxI

 



 。设

x x x   ， ,x x 的定义见式 (3-3)，(3-4)。根据引理 3.3，存在两个不同的奇异

泛 函 i  1, 2i  满 足    11,i x x     ，    2 x x   且  1 0x   ，

 2 0x   。令    1, 2i if up k i     ，则 1 2f f 。根据定理 3.2，有

* *
1 2, ,

1
q q

f f
 

  。根据 Young 不等式和 p-Amemiya 范数定义，有

        

      

       

     
      

1 1
1

1
1

*
1, ,

1

1

1

i

i

p q p q

f

k

x ix p

x p x x

I kx I p

s

k x i x

i k x i

k x x

k x

k x

k

I kx I p

I kx s I p x f
k

 

 

 















  

  

    

  

   

 

 

    











类似有   *
2 2, ,p q
f x fx

 
  ，因此 1 2f f， 都是 x的支撑泛函，x不是 , pl 的光滑点。

(iii) 文献[73]中已经给出条件 (iii) 的证明，在此省略。

充分性

若     1 1pI Ikx p k x
    ，显然  sgn xkxv p 在 x处范数可达且 =0 ，

因此    
,

sgn
q

p xkx kp x  
是 x的唯一支撑泛函。
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若   1x k  ，根据定理 3.3，有 =0 。由于     1 1pI Ikx p k x
    ，显

然有  sgn xkxv p 在 x处范数可达且 =0 ，因此    
,

sgn
q

p xkx kp x  是 x

的唯一支撑泛函。

假设   1x k  ， 1xcard J  且  xJ i ，令 v在 x点处范数可达，则

,
' '

q
v v v


 是 x的支撑泛函，显然对所有的 j i

 
  

 
,

sgn
q

p x j
v j x j

k

v




 


取  ql vK ，有

        
1

1

,

1 11 1 1
q q

q q
q

j i
v I lv jl lv i

l l
v



  
          

 

推出

       
1

1q q

j i
lv i l lv j



    
即

      
1

11 1q q

j i

v i l lv j
l





 
 


   




因此， v是唯一确定的，定理证毕。

p  时的情况已在文献[73]中证明，在此省略。

3.4 赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 序列空间的光滑性

定理 3.13 令1 p  ，下面叙述等价：

(i) , ph 是光滑的；

(ii) 0a  ，当1 p  时，  p x 在  ,0, 1 2p 连续且
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       1

, ,
11
2

1 2 2
p

p p pp 


    ，

当 p  时，  p x 在  ,0, 1  连续；

(iii) 0a  ，当1 p  时，  q v 在   ,0, 1 2pp  
 严格增加，当 p  

时，  q v 在   ,0, 1p    严格增加。

证明 p  的情况已经在文献[73]中证明，在此省略。

(i) (ii)

由定理 3.12 知 0a  ，若  p x 在   ,0, 1 2pp  
 不连续，则存在

  , 1 20, p  使得    p p   ，定义

            1
1 inf 0 : 2 2 1

p
b b p p b  



        

            1
2 sup 0 : 2 2 1

p
b b p p b  



        

根据 1 2,  的定义，有 1 2  ，设  , , ,0,x     其中  1 2,   ，则有

                
           

11

1

2 2

2 2 1

pp

p

I I p p px

p

x

p

 

 

 

 


    







      

      

和

                
           

11

1

2 2

2 2 1

pp

p

I I p p p

p p

x x  

 

 

 

 


 









      

      

有  1 pK x ，由于 2xcard J  ，根据定理 3.12，x不是 , ph 的光滑点。

若

1 1

, , , ,
1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

p p

p p p ppp p   
 

     

              
                   
          

       
       
         
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取 ,0 ps   使得

             1

, ,2 2 11 2 1 2
p

p ps p sp 


        

设  , ,, , ,0,p px s    ，有

                  11
, , 11 2 1 22 2

pp
p pI x I p p p sx s 




            

和

                  
           

      

11
, ,

1

, ,

1

,

1 2 1

1

2

1 2

2 2

2 2

1

1

12

2

2

pp
p p

p

p p

p

p

I x I p s s

s

s

x p p

p p

p

 

 






    









 









     

    

    

得到  1 pK x ，由于 2xcard J  ，根据定理 3.12，x不是 , ph 的光滑点。

(ii) (iii) 显然。

(iii) (i) 若 0a  ，根据定理 3.12， , ph 不是光滑的。

, px h  ，若     1 1pI Ikx p kx
    ，则    

,
sgn

q
v kx kp p xx  
 是 x

的唯一支撑泛函。若     1 1pI Ikx p kx
    ，从下面不等式

           
1

1

1 1
1

p

p

j j
I I k jkx p kx x j p kx


 


  

 


 
      

 
 

可推出至多存在一个 j满足        1
1 2

p pkx j p kx j


    由于  q v 在

  ,0, 1 2pp  
 严格增加，知道对每一个 i，  kx i 是  p x 的连续点且

       1
1 2

p pkx i p kx i


   。因此      p kx i p kx i  ，由于 1xcard J 
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且   0 1x k   ，根据定理 3.10，x是 , ph 的一个光滑点，由 x的任意性， , ph

是光滑的。

定理 3.14 令1 p  ，下面叙述等价：

(i) , pl 是光滑的；

(ii) 0a  ， 2 ，当1 p  时，  p x 在  ,0, 1 2p 连续，当 p  

时，  p x 在  ,0, 1  连续；

(iii) 0a  ， 2 ，当1 p  时，  q v 在  ,0, 1 2p 严格增加，当

p  时，  q v 在  ,0, 1  严格增加。

证明 只需证明 2 ，假设 2 ，则存在 0na  使得

  1
2n n na p a  ，  11 2n

n np a p a
n 

     
  

选取自然数 nm 满足

 1

1 1 ( 1,2 )
2 2n n nn nm a p a n    

定义

1 2 3

1 1 2 2 3 3, , , , , , , , ,
mm m

x a a a a a a
 
 
 
 

  
   

则有

   
1 1

1, 1
2n n n n

n n
x p x m a p a

 


 

   
因此根据       ,x p x I I p xx     ，有    1I p x   和   1I x  。注意到

对任意 0 
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        

  

 

11

1 1

,

11

12

1

2

1

1n n n n nn
n n

n
n n

n

n

n

I

n

p x x p xI x

m a m a p a

m a p

p a

a



 

 









 

 







 

 

      
  

   

 

 

 

得到   1I p x   ，对任意 0  也有

       

       

       

(1 2 )

(1 )
1 1

1 1
1

1
1

1 1

1 2 1 2

1

1 , 1 1

n

n
n

n n

a

n n a
n n

n n n n
n n

I m m p s ds

m a p

x a

a a

x p x p x

m a p

I





 


 


 

 

 




  

 
 

 

 





 

 

  

  


   

 

 

 





  

 

故       1 1 1pI Ix p x 


     这说明    1pK x  ，   1x  ，根据定理

3.12，x不是 , pl 的光滑点，定理证毕。

3.5 本章小结

本章对赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 序列空间 , pl 的光滑性进行了研究。首先，

在 , pl 的对偶空间  *, pl 引入一类新范数
*

,q
 ，并证明了

*

,q
 是 , pl 上有界线性

泛函的范数计算公式。其次，利用有界线性泛函范数计算公式给出了空间单位

球面上点的支撑泛函的具体形式。最后，利用单位球面上点支撑泛函的具体形

式，解决了 , pl 单位球面光滑点的刻画问题并得到了 , pl 具有光滑性的充要条件。
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第 4 章 赋p-Amemiya范数Orlicz序列空间的严格凸

性

4.1 引言

严格凸性是 Banach 空间几何理论的重要研究内容之一。Banach 空间的严格

凸性是研究其它几何性质的基础。赋 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数的 Orlicz 序

列空间的严格凸性已经得到解决 (参看文献[26,27])。本章对赋 p-Amemiya 范数

Orlicz 序列空间 , pl 的严格凸性进行研究。下面介绍严格凸性的相关知识。

定义 4.1[2] 称  x S X 为  B X 的端点是指若存在  ,y z S X ，使得

  / 2x y z  ，则 y=z。

定义 4.2[2] 如果单位球面  S X 上的点都是端点，则 Banach 空间 X是严格

凸的。

定义 4.3[73] 设为 Orlicz 函数，称w R 为的严格凸点是指若
2

u vw 
 且

u v ，则
   

2 2
u vu v     

 
，记为w SC 。

记   max 0 : 1p pu s u    ，  1 1p p   ，其中  1 p 表示不超过1 p的

最大整数，显然

0, 1 0, 1
1, 1, 1p p

p p
p p

 
    

       

4.2 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间的严格凸性

引理 4.1[87] 令1 p  ，点     , px x i S l  是端点当且仅当：

(i) 若   2card supp x  ，则  pK x  ；
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(ii) 或   1card supp x  或对任意  pk xK ，   : pcard i kx i SC    ；

(iii) 对任意  pk K x ，   pI kx   或    x i b i    。

引理 4.2[26] 令   sup 0 : 1d v b v     ， ol是严格凸的当且仅当下面条

件成立：

a)   1 2d  ；

b)  q  在 0,d 上连续；

c) 若   1d  则    lim
v d

q d vq
 


  。

定理 4.1 令1 p  ，对任意 Orlicz 函数，任意 c>0 有

      
1 1

, sup 0 : 0q p
p uu b uc p c  

         
  

1 0   

证明 若对任意  0,x b 有     
1 1
q p cx p x   ，由     

1 1
q px p x  在

0 点是右连续的，有

         
1 1 1 1

0
0 0 lim 00q p q p

x
xp x p c

 


       

矛盾。

定理 4.2 令1 p  ，若 0a  ，则 , pl 包含 l的等距同构子空间。

证明 为了构造从 l 到 , pl 的闭子集上保持序关系的等距映射 P，需要找到

支撑集两两不交的点列   ,n px S l 满足

1 ,

1n
n p

x








从 l到 , pl 的算子 P定义为
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1
n n

n
Py y x







其中  ny y l  。将自然数集 分成两两不交的无限子序列   1n n
N 


，定义

   1n n i
ix x




 ，其中

,
( )

0,  
n

n

a i N
x i  

 
 其它

则对任意 n有   11 1
pp

nI x  ，进而，对任意  0,1k 有

  
11 11 1p p

nI kx
k k  

由于集合 nN 是无限集合，且对任意 1k  有   0ka  ，对任意 1k  有

  
11 1 p p

nI kx
k   

故

       
1 1

, 0

1inf 1 1 1p pp p
n n np k
x I kx I x n

k   
      

同样方法可证明

1 ,

1n
n p

x








定理得证。

定理 4.3 赋 1-Amemiya (Orlicz) 范数 Orlicz 序列空间是严格凸的当且仅当

(i) 0a  ；

(ii) 存在 0 0x  使得   0 1 2p x  ；

(iii) 在  ,10 1,  上是严格凸的。

证明 由定理 4.1 知  ,1 1 0  。

充分性

令  ,1x S l ，只需满足引理 4.1 的条件，即 x是 ,1( )B l 的端点。

设   2card supp x  ，存在指标 ,i j 满足 i j ，且    0 x i x j  ，设

00 x  满足
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  0
1
2

p x 

由于 0x  ，故存在  0,k  使得   0kx i x ，因此

          02 1p k x i p k x j p x      

于是  *
1k x  ，引理 4.1 的条件 (i) 满足。

令  0 1k K x ，有           0 0 0 1p k x i p k x j I p k x       由条

件 (iii)，在 0 点的右邻域是严格凸的，对任意 0x  有    0p x  ，因此

       0 01 1p k x i p k x j     。故    0 ,1 1k x i  ，  0k x i 是的严

格凸点，由 i的任意性，对任意 1i  ，  00 k x i SC  。进一步，由 a =0，有

0 SC ，故对任意 1i  ，  0k x i SC ，引理 4.1 的条件 (ii) 满足。

由 a =0 有     0 0 0I k x k x i    ，引理 4.1 的条件 (iii) 也成立，因此 x

是  ,1B l 的端点，由 x的任意性 ,1l 是严格凸的。

必要性 设 ,1l 是严格凸的。

(i) 若 a >0，根据定理 4.1 知， ,1l 含有 l 的等距同构子空间，故 ,1l 不是

严格凸的，故条件 (i) 成立。

(ii) 假设条件 (ii) 不成立，即对任意 0x  都有    1 2p x  ，由

 0 lim
x

pc x
   ， 取  0,1a c ， 令 1b c a  ， 显 然 0 b   ， 设

 , ,0,x a b  ，则对任意 0k  有          1I p kx p ka p kb       ，因

此

          ,1

1lim 1 lim 1
k k

ka kb
x ka kb a b c a b

k ka kb  

 


 
    


   



令  , ,0,y b a  ，则
,1

y


=1，且
,1

1
2

x y




 ，但是 x y ，故 x不是  ,1B l 的
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端点，这与 ,1l 是严格凸的矛盾，故条件 (ii) 成立。

(iii) 首先，说明能找到  0 0,x b 满足   00 p x    ，否则，对任意

0 x a b      有    0p x  ，由此推出对任意 0 v a b      有

( ) 0v  ，则在 R上为线性函数 ( ( )u b u  )，于是 ,1l 等距同构于 1l ，因此 ,1l
不是严格凸的，该矛盾说明存在  0 0,x b 满足   00 p x    。

设在 ,10,  上不是严格凸的，即在某个    ,1, 1, 0a a         是仿

射函数，则

      1p a p a      

选取  0 0,u b 使得   00 p u    ，令

        0max 0 : 1m n p a n p u       

         0 0sup 0 : 1b u u p a m p u p u         

显然b  ，证明 0b  ，否则设 0b  ，即对任意  00,u u

        0 1p a m p u p u      

因为 0 是   p  的右连续点且   0 0p  ，有

               0 0
0

lim 1
u

p a m p u p a m p u p u
    


        

矛盾，因此 0b  。定义      0 01k a m u b     ，令

 0 0
0

1 , , , , ,0,x a u u b
k

   ( 0u 重复 m次)

则  0 1k K x 且   0 1I p k x   ，对任意 1  ，

           
        

0 0

0 1

I p k x p a m p u p b

p a m p u p b

   



    

  

    

    

因此，
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        
     

0
0,1

0 0

11 1 1
1

a m u b
x I k x

k a m u b

   
   

   

由于  0 1k x a SC  ，故 x不是  ,1B l 的端点，因此 ,1l 不是严格凸的，定理得

证。

定理 4.4 引理 4.2 的 a) b)， 条件与定理 4.3 的 (i) (ii) (iii)， 和 条件等价。

证明 b)  (i) 设 0a  ，则      
0 0

lim lim 0 0
v v

q v q v a q
    

 
   

因此 0 不是 q的右连续点，得到矛盾，故 0a  。

a)  (ii) 假设   1 2d  ，由  的连 续性 ，能找 到 0  使得

  1 2d    。下面证明对某个 x>0 有  p x d    ，若对任意的 0x  都有

 p x d    ，得到

 
0

sup
x

b p x d d b  


    

矛盾。因此存在某个 x>0 使得  p x d    ，于是条件 (ii) 成立。

b)  (iii) 首先证明对任意  ,10, 1x   有  p x d  ，若对某个

 ,10, 1x   有  p x d  ， 则 当 d b 有     0 1d p x    。 因 此

 0b d p x b     矛盾。故     0 ,1sup : 10v p x x d     ，由于 q在 0,d

上是连续函数，    1p q
   在  ,10 1, 是严格增加的，所以在  ,10 1,

上是严格凸的。

(ii)  a) 假设对某个  0 0,x   有   0 1 2p x  ，若  0p x   ，则

b  ，因此当   1 1 2d   时b  。进一步若  0p x  则能找到 0  使

得   0 1 2p x    ，因此当     0 1 2d p x      时  0p x b   。

(iii)  b) Orlicz 函数在区间  ,10 1, 上是严格凸的，则函数  p  在区

间  ,10 1, 是严格增加的，因此    1q p
   在  0,v 上是连续的其中
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 
    

,1 1
,1 1lim

x
v p x p







  


  。由于对任意  ,1 1x  有    1p x  ，根据 p

的右连续性，    ,1 11p    ，因此      ,1 ,11 1p d p      ，由于  q 

在区间     ,p x p x  是常数，  q  在  ,10 1, 连续，在 0,d 也连续。

(iii)  c) 若   1d  则  lim
x

d b p x 
   ，由于对于任意  0,x  有

b  和      1p x d    ，因此 ,1  。根据 (iii)，在  0, 上是严格

凸，于是当    q d q b    时  p  在  0, 严格增加，定理证毕。

由定理4.1知        1
,

1sup 0 :
2

0
2

1 1
p

p pt t p t p


 
         










 

。

定理 4.5 赋 p-Amemiya (1 p   ) 范数 Orlicz 序列空间是严格凸的当且仅

当

(i) 0a  ；

(ii) 在  ,0, 1 2p  上是严格凸的。

证明 充分性

令  , px S l ，证明 x是  , pB l 的端点，若   1card supp x  ，结论显然，

我们只需要证明   1card supp x  的情况。

由定理 4.1 知  , 2 01p  ，在包含 0 的开区间是严格凸的，因此对任意

0x  有      0 0p x p     ，因为在上不是线性函数，由引理 3.1 知

对任意 , {0}\pz l ，  pK z  。令  pk K x ，证明至多有一个指标 1i  满足

不等式       1 1 2p pkx i p k x i
   否则，若存在 , 1i j  ，i j ，   0kx i  ，
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  0kx j  使得反向不等式成立，不失一般性，设    x i x j ，则得到

      
      

             
         

1
1

1 1 1 1

11

1 1 1
1

1 2

2 2

1

pp

q q p p

pq

pq p p

kx i p k x i

kx i p k x i

kx i kx j p k x i p k x j

I kx I p k x I kx I p k x






 


     

  

  

       

 
















 

 

 

矛盾。因此，由 (iii) 知至多存在一个不连续的点。由引理 4.1 知 x是  , pB l

的端点，由 x的任意性， , pl 是严格凸的。

必要性 设 , pl 是严格凸的。

(i) 若 0a  ，根据定理 4.2， , pl 含有 l 的等距同构子空间，故不是严格

凸的，故条件 (i) 成立。

(ii) 假 设  在 区 间  ,0, 1 2p   上 不 是 严 格 凸 的 ， 即  在 某 个

 ,( , ) 0, 1 2pa a         是仿射函数，则

         1 1 10
2

p p
pa p a a p a  

         

令

            1
sup 0 : 2 2 1

p
b x b a x p a p x



         
显然 0b  ，否则设 b=0，即对任意 x>0，有

           1
2 2 1

p
a x p a p x



     

由于 0 是   p  的连续点，且   0 0p  ，得到

                11

0
2 lim 2 2 1

pp p

x
a p a a x p a p x




  


       
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矛盾，因此 0b  。若    lim
x b

x b






     ，有 b b ，当  b   时，有

b b  ，因此无论何种情况的，都有0 b  和  0 b   成立。定义

     
1

0 1 2
p pk a b    ，令  

0

1 , , ,0,x a a b
k

  则     1
0 0 1pI k x I p k x

   

且  0 pk K x ，对任意 1  ，有

    
           
           

1
0 0

1

1

2 2

2 2 1

p

p

p

I k x I p k x

a b p a p b

a b p a p b

 

   

 


  



 



 

    

     

因此

  
     
     

1

0 1,
0

1 21 1
1 2

p p

pp
p p

a b
x s I k x

k
a b



  
  

  

因为    0 01 2k x k x a SC   ，故 x不是  , pB l 的端点，因此， , pl 不是严格凸

的，得到矛盾，定理得证。

根据定理 4.1 得     , sup 0 : 1 21 2 u b u       >0。

定理 4.6 赋 -Amemiya范数的Orlicz序列空间是严格凸的当且仅当下面条

件成立：

(i) 存在 0x 使得  0 1x  ；

(ii) 2 ；

(iii) 在  , 10 2,   上严格凸。

证明 充分性

令  ,x S l  ，证明 x是  ,B l  的端点，若   1card supp x  ，结论显然成
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立。我们只需要证明   1card supp x  的情况。

在包含 0 点的开区间是严格凸的，因此在上不是线性函数，根据引

理 4.1，对任意 , {0}\z l  有  K z  。令  k K x ，证明至多存在一个指

标 1i  使得    1 2k x i  。若存在 i , 1j  , i j 使得   0kx i  ，   0kx j  ，且

   1 2k x i  ，    1 2k x j  ， 不 失 一 般 性 设    x i x j ， 得 到

          1 2 1kx i kx i kx j I kx x 
        矛盾。因此，根据条件

(iii)，至多有一个不连续的点  k x i 。

下面证明   1I x  ，若   1I x  ，根据 2 条件，存在 n和常数 1K  使

得

     2
i n i n

x i K x i
 

 

   
由于 2supp x  ，  0 1x  ，因此    0 2x i x i  。于是

         0
1

2 2 ( 1)
i i n

I x x i K x i n x
 


 

         
类似的，对任意 1k  有  I kx  ，但是函数  k I kx 在  0, 上连续有

    lim lim
k k

I kx k x i 
   

因此，存在 1k  使得   1I kx  ，得到

     ,

1 1 11 max 1, 1x s I kx I kx
k k k   

    

矛盾，故   1I x  。根据引理 4.1 知 x是  ,B l  的端点，由 x的任意性，有 ,l 

是严格凸的。

必要性

设 ,l  是严格凸的。

(i) 假设对任意的 0u  ，   1u  或  u  ，则b  ，由的左连续

性   1b  。根据 的连续性，能找到 0 a b  使得     1a b   。令

 , ,0,x a b  ，则   1I x  且对任意 1  ，  I x  。因此1 ( )K x ，
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  ,
max 1, 1x I x 

 

由   1I x  ，  1x a b  知 x不是  ,B l  的端点，因此条件 (i) 成立。

(ii) 若不满足 2 条件，则 ,l  含有 l的等距同构子空间，故 ,l  不是严格

凸的，故条件 (ii) 成立。

(iii) 设  在区间  , 10 2,    上不是严格凸的，即  在某个区间

   ,, 1, 20a a          是仿射函数，则    0 1 2a a       。令

    0sup 0 : 2 1b x x a x      ，显然0 b  ，  0 b   。进而根据 (i)

和的连续性，    2 1a b   。定义  , , ,0,x a a b  ，则   1I x  ，于是

 1 K x ，即

       ,
max 1,2 1x xs I a b  

    

因为    0 01 2k x k x a SC   ，x不是  ,B l  的端点，得到矛盾，因此条件 (iii)
成立。

说明 由定理 4.5 和定理 4.6 知，当1 p  时，赋 p-Amemiya 范数 Orlicz

序列空间 , pl 严格凸不蕴含 ,1l 或 ,l  是严格凸的。下面的例子将说明此情况。

例 4.1 令

1
3 0

0 0
( ) x xx ex

x

  


 


，证明当1 p  时， , pl 是严格凸的，当 1p 

和 p  时， ,1l 和 ,l  都不是严格凸的。

证明 容易验证在  0, 上是严格凸的，由引理 3.1 知当1 p   时，

 pK x  ，因此对任意1 p  ， , pl 是严格凸的。对任意 0x  ，
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        
1 1 1

3 3 31 1 11
3 3 3

x x xp x x p x x x e x e e x
x

  

 
            
 



取  1 1,0,e   ，  2 0,1,0,e   ，则对于任意 0k  ，

       1 3 1 1,2iI p ke p k i      

因此，    *
1 1,2ik e i   ，即  1 iK e ，且

1
3

,1

1lim 1
k

i k

kee
k



 


 

设 1 2x e e  ，对任意 0k  ，      2 2 3 1I p kx p k      ，推出  1K x ，

1
3

1 2 ,1 ,1

1 2lim 2
k

k

kee e x
k



  


   

故 ,1l 不是严格凸的。

进一步，对任意 0x  ，

 
   

1
16

6
1

3

2 2 2 0
x

x

x

x x e e x
x x e





 
   




于是 Orlicz 函数不满足 2 条件，根据定理 4.6 知 ,l  不是严格凸的。

例 4.2 令    

 

1

2

0, 0

, 0,1
1 , 1,

x

x

x xe x

x x
e



 


  

  


，证明对任意  1,p  ， , pl 是严格凸的，

但 ,l  不是严格凸的。

证明 容易验证

万方数据



第 4 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间的严格凸性

-69-

 

 

1

0, 0

1( ) 1 , 0,1

2 , 1,

x

x

p x e x
x

x x
e






 

    
 


 


因此  p  在  上是有限连续的，由引理 3.1 有  pK x  ，且对任意  1,p  ，

在区间  , 10 2, p  是严格凸的，因此 , pl 是严格凸的。但是

 
 

1
2

0 0

2
lim lim 2 x

x x

x
e

x  





 

故 Orlicz 函数不满足 2 条件，根据定理 4.6 知 ,l  不是严格凸的。

例 4.3令

31, 0, ln
2

( )
3 1 3 3 3ln , ln ,
2 2 2 2 2

xe x
x

x x

            
                 

，证明对任意  1,p  ，

, pl 是严格凸的，但 ,1l 不是严格凸的。

证明 容易计算    ,p x q v  ，于是得

 
 
 
 

0, 0,1

ln( ) 1 , 1,3 2

, 3 2,

v

v v v v v

v

 


    
  

有 3 2b  ，    3 2ln 3 2 1 2 1 2b    ，根据定理 4.5， ,1l 不是严格凸的。

由于 3 2b  ，有b  ，对任意  1,p  ，有 1 3 3 1ln ln
2 2 2

p
pp



      
  

 
 



且对任意
3ln
2

x  ，有 1( ) ( ( ))p x p x
   ，故 ,

3l
2

1
2

np








。在  , 10 2, p  

上严格凸，由定理 4.5 知  , 1pl p    是严格凸的。
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对于任意 0x  ，

 
 0

2
lim 2
x

x
x


  



故 Orlicz 函数  满足 2 条件，进一步  在  为有限值，且在集合

 3 1: ln :
2 2

x x x x              
    

  上严格凸，因此 ,l  是严格凸的。

4.3 本章小结

本章给出了赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间 , pl 具有严格凸性的判别准

则，使用新的技巧简化了 ol和 l具有严格凸性的证明。举例说明， , pl 具有严格

凸性不蕴含 ol和 l具有严格凸性。
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第 5 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的暴露性

5.1 引言

暴露点是Banach空间几何理论的研究工具，暴露性与空间的严格凸性有关，

暴露点在分离定理，向量测度的 Radon-Nikodym 定理等理论中都有着重要应用。

赋 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数 Orlicz 空间中暴露点的刻画已经得到解决，参

看文献[51-52,54,57]。关于赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间具有暴露性的研究尚

未展开。在本章，我们给出了赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间 , pL 和 , pl 单位球

面上暴露点的刻画，获得了 , pL 和 , pl 具有暴露性的判据。下面介绍暴露性的相

关知识。

定义 5.1[2] 称  x S X 为  B X 的暴露点是指存在 x 的支撑泛函

 *f S X ，对任意的    \y S X x 都有    f y f x 。

定义 5.2[2] Banach 空间 X 具有暴露性，是指单位球面  S X 上的点都是暴

露点。

定义 5.3[2] f 称为 x 的暴露泛函，是指对任意    \y S X x 都有

    1f y f x  。

( )u 是定义在  ,a b 上的仿射函数，是指在 ,a b 和 ,a b  上都不是

仿射函数其中 0  是任意小的数，  ,a b 称为的仿射区间，记为 AI。令的

所有仿射区间为    1
,i i i

a b



，显然  \ ,i i iSC R a b   。记

      : , ,i i i i iA a AI a b p a p a   
      : , ,i i i i iB b AI a b p b p b   
      : , ,i i i i iA a AI a b p a p a  
      : , ,i i i i iB b AI a b p b p b  

   p  表示定义在1 p  上的特征函数，该函数取 1 当且仅当 p  。
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5.2 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 函数空间的暴露点

引理 5.1[79] 令1 p  ，点  , px S L 是  , pB L 端点当且仅当

(i)    * **=p pk x k x  ；

(ii)    * , . .pk x x t SC a e t G   ；

(iii)         * , . .pI k x x p x t b a e t G       或 。

引理 5.2[79] 令1 p   ,  , \ 0px L ，  pK x  当且仅当

(i) p=1，在无穷远处无渐近线；

(ii) 1 p  ，在区间 0, 是非线性函数；

(iii) 取有限值。

说明 若 0a  空间 , pL 包含 L 的等距同构子空间。在 L 中，单位球的端

点也为暴露点。因此在下面的讨论中，我们将不考虑 0a  的情况。

下面定理将给出赋 p-Amemyia (1 p   ) 范数 Orlicz 函数空间 , pL 单位球

面上暴露点的刻画，由于  ,1
oL L  的暴露点在文献[52]中已经给出证明，故在此

省略 1p  情况的讨论。

定理 5.1  , px S L (1 p   ) 是  , pB L 的暴露点当且仅当

a)    pK x k ，   : 0t G kx t SC    ；

b)      ( ) , . .I kx p x t b a e t G       或 ；

c) 当 p =1 时

(i)      : : 0t G k x t A t G k x t B        ；
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(ii) 若    1I p kx   ， 则   : 0t G k x t B    ， 若   1kx  且

  + 1I p kx  ，则   : 0t G k x t A    ；

d) 当1 p  时

(i)      : : 0t G k x t A t G k x t B        ；

(ii) 若     1 1pI kx I p kx
    ，则

     : : 0t G k x t A t G k x t B       ，

若   1kx  且     1
+ 1pI kx I p kx

   ，则

     : : 0t G k x t A t G k x t B        ；

e) 当 p  时

(i)      : : 0t G x t A t G x t B        ；

(ii)   I p x   。

证明 由于暴露点一定是端点，根据引理 5.1 知条件 a) 和 b) 成立。

必要性

假设 d)-(i) 不成立，即      : 0 : 0t G k x t A t G k x t B       ， ，

不妨设      1 1: :A t G k x t a A B t G k x t b B            ， ，且  1 0A   ，

 1 0B   。选取 1c a ， 2c b ， 1 1E A ， 1 1F B  满足    1 1 10 \A E A    ，

   1 1 10 \B F B    ，                1 1 2 1 1 1c E c F a E b F         ，

       1 1p a p a p c p c       和        2 2p b p b p c p c       。设

      1 11 1

1 2
\ E FG E F

c cy t x t
k k

    

显然有    =I ky I kx  。若 , px E ，设
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         1 1 1 1\E F G E Fw t p a p b w t    
     (5-1)

其中        ,w t p kx t p kx t      ，且满足 1( ) ( ) 1pI kx I w
   。根据定理 2.12

知
,q

v w w


 是 x 的支撑泛函。由 y 的定义知 , py E ，    p kx p ky  ，

   p kx p ky  ， -a.e. t G 。由    =I ky I kx  有 1( ) ( ) 1pI ky I w
   。根据定

理 2.12知，
,q

v w w


 也是 y的支撑泛函，考虑到
, p

y y x


 ，故 x不是  , pB L

的暴露点，从而有      : : 0t G k x t A t G k x t B        。

若 , ,\p px L E  ，则 , ,\p py L E  。根据定理 2.9 知， x 的支撑泛函在

,qL F  。 根 据 Hahn-Banach 定 理 ， 存 在 F  ， 满 足  kx  且

    1
,

1p
q

I kx I w w 
  

   其中w的定义见 (5-1) 式。令 ,q
f w w 


  ，

根据定理 2.11 知，  *

,q
f f Grad x


 。由 y 的定义有    =ky kx   ，

       ,w t p ky t p ky t     和     1
,

1p
q

I ky I w w 
  

   成 立 ， 故

*

,q
f f


也是 y的支撑泛函，考虑到 , p

y y x


 ，这与 x是  , pB L 暴露点矛盾，

从而有      : : 0t G k x t A t G k x t B        。

下面证明 d)-(ii) 的必要性。假设     1 1pI kx I p kx
    ，且存在

  1 :A t G k x t a A      ，  1 0A   ，     1 1: , 0B t G k x t b B B     。

由定理 2.12 知    
,q

v p kx p kx  
 是 x的唯一支撑泛函。选取 1c a ， 2c b ，
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1 1E A  ， 1 1F B ，满足        1 1 =p c p c p a p a      ，      2 2 =p c p c p b   ，

   1 1 10 \A E A    ，    1 1 10 \B F B   和

               1 1 2 1 1 1c E c F a E b F       

设

      1 11 1

1 2
\ E FG E F

c cy t x t
k k

    

显然有    =I ky I kx  。由 y的定义有      p kx t p ky t  ， . .a e t G   ，得

       
, ,q q

v p kx p kx p ky p ky    
  也 是 y 的 支 撑 泛 函 。 由 于

, p
y y x


 ，这与 x是  , pB L 的暴露点矛盾。故     1 1pI kx I p kx

    ，必

有      : : =0t G k x t A t G k x t B      。

若   1kx  ，根据定理 2.14 知 x 的支撑泛函都在 ,qL 中。类似可得，若

    1 1pI kx I p kx
    ，必有      : : =0t G k x t A t G k x t B      成

立。

接下来证明 e) 的必要性

若 e)-(i) 不成立，则有   : 0t G k x t A    和   : 0t G k x t B    同

时成立，这种情况在文献[73]中已经讨论过，在此省略。

若 e)-(ii) 不成立，即   I p x   ，则 ,x L  ，x的支撑泛函在 ,1L F 

中。设 f v   是 x的一个支撑泛函，由于 0  ，知  qK f  。由定理 2.12

知，         , . .p x t lv t p x t a e t G     其中  1l K f 。于是得到
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     *

,1
= ( ) 1I p x I lv l f    

      

矛盾，因此   I p x   是必要的。

充分性

(I)   , . .x t b a e t G    

设 f v   为 x的一个支撑泛函，则有       , pG
f x b v t dt x x 

   。

对任意的    , \py S L x ，存在某个   E supp x supp y  使得  y t b ，

. .a e t E   (若   0E  ，则 x=y)。于是有

               
\E G E G

f y v t y t dt v t y t dt y b v t dt x       

因此，x是  , pB L 的暴露点。

(II) 1 p  ，分下面四种情况讨论

1     1 1pI kx I p kx
    ，      : : =0t G k x t A t G k x t B      。

由定理 2.12 知
,

( ) ( )
q

v p kx p kx  
 是 x的唯一支撑泛函。事实上，若 v也

是  , py S L 的支撑泛函，由  pK x   知  pK y   ，取  y pk K y 。由

    1 1pI kx I p kx
    知   1 qK p kx 。有

    
   

           

             

1

,

1

,
,

1 1

,

10 1

1 1

1 1 1

p p
y G

y q

p p
y yq G

y q

p qp q
y yG

y q

p kx
I k y y t dt

k p kx

I k y p kx p kx t k y t dt
k p kx

I k y I p kx p kx t k y t dt
k p kx




 

  
 

   
 

  

 
    

 

 
     

 






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            

            
,

,

1

1 0

y yG
y q

y y
y q

I k y I p kx p kx t k y t dt
k p kx

I k y I p kx I k y I p kx
k p kx

   
 

     
 





 

   



根据 Young 等式知          , . .y yp k y t p kx t p k y t a e t G      成立，由引

理 1.6 知，     1 1p
yI k y I p kx

    。当  kx t SC 或  kx t A 或  kx t B 都有

   , . .yk y t kx t a e t G   成立。又  ,, px y S L ，则有
,y y p

k k y


 
, p

kx k


 ,

故得 y(t)=x(t)， . .a e t G   ，因此 x是  , pB L 的一个暴露点。

2     1 1pI kx I p kx
    ，  =1kx ，

令 ( )p  的所有不连续点为 ir ，记   :i ie t G kx t r   ，选取 0i  满足

     ip kx t p kx t   ， . . ia e t e   ，和

          1

\
1

i i i i

p
iG e e

I kx p kx t dt p kx t dt
   

      
令

  
  

, \
( )

,
i i

i i i

p kx t t G e
v t

p kx t t e




  
 



 ，

，
(5-2)

则    1 1pI kx I v
   ，已知   1kx  根据定理 2.14 知 x的支撑泛函在 ,qL F 

中，根据 Hahn-Banach 定理，存在 F  ，满足  kx  和

    1
,

1p
q

I kx I v v 
  

   

令
,q

f v v 


  ，根据定理 2.12 知 f在 x处范数可达，且  , qq
v K f


 ，i.e.,

  
1

*

, ,
,

1 1
q q

q q
q

f I v v
v

 


     
 
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*

,q
f f


是 x的暴露泛函。若存在  , py S L ，且  *

,q
f f Grad y


 。则有

    

    

           

         

       

1

*

,

1
*

* ,
,

11

,
, ,

*

,

, ,
*

, ,

, ,

10 1

1 1

11 1

p p
y

y q

p p
y yq

y q

q q yp p
y yq G

q q

y q

y y yq qG

y q q

y yq q

fI k y y
k f

I k y f f k y
k f

v t k y t
I k y I v v dt k y

v v

k f

I k y I v v v t k y t dt v k y

k f v

I k y I v v I v I k y v

 

 

 





 



  
 



   

 

    

  

 
   

 

      
 



   


    






 

    

*

, ,

* *

, ,

1 1 0

y

y q q

y
y yq q

k y

k f v

k y
k f k f

   

 

 

    

因此，有    yk y kx    ，         y yp k y t p kx t p k y t    ， . .a e t G  

和

         1 1
, ,

1p p
y q q

I k y I v v I kx I v v  
    

       

成立。类似的，不论 kx SC 还是 i
i

kx r ，我们都有    yk y t kx t ， . .a e t G  

成立，又由
,,y y pp

k k y kx k


   得 y x ，因此 x是  , pB L 的暴露点。

3     1
+ 1pI kx I p kx

   ，   1kx  且

     : : 0t G k x t A t G k x t B        。

由定理 2.12 知    
,q

v p kx p kx  
 是 x的唯一支撑泛函。类似于①中所
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用方法可得 x是  , pB L 的一个暴露点。

4          1 11p pI kx I p kx I kx I p kx 
         且   1kx 

设   ,qv t L 其定义见 (5-2) 式，满足    1 1pI kx I v
   ，则  1 qK v 。由

定理 2.13 知，
,q

v v


是 x的支撑泛函，也是 x的暴露泛函。若存在  , py S L

满足
   

,

1
G

q

v t
y t dt

v


 ，取  y pk K y ，有

       

    

     

,

,

1

1

1

yq G G
y

y
y

p y q q
y

v v t y t dt v t k y t dt
k

I v I k y
k

s I k y s I v v
k



 

  

 

 

  

 

由引理 1.6 知，有        1 1 1p p
yI k y I v I kx I v 

       ，根据 Young 等式成立条

件知         y yp k y t p kx t p k y t    , . .a e t G   成立。类似可得 y x ，因

此 x是  , pB L 的一个暴露点。

（III）  = ( )p I p x   ，

1   1x 
由   1x  知 x 的支撑泛函在 ,1L 中。令 ( )p  的所有不连续点为 ir ，记

  :i ie t G x t r   ，选取 0i  满足      ip x t p x t   ， . . ia e t e   ，令

 
  
  

,

,
i i

i i i

p x t t G e
v t

p x t t e




  
 



 ，

，�
(5-3)

由定理 2.13 知 0 ,1
v v v


 是 x的支撑泛函。于是有
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         ,1
, 1

G
v v x v t x t dt I x I v I v  

     

其中   1I x  由 x是  ,B L  的端点可得。因此，  11 K v 。若 0 ,1
v v v


 也是

 , \{0}y S L  的支撑泛函，则有

         ,1 ,1
, 1

T
v v y v t y t dt I y I v I v v   

      

于是，         p y t p x t p y t    , . .a e t G   和     1I x I y   成立。根

据   : 0t T x t SC    ，有 x y 。因此，x是  ,B L  的暴露点。

2  =1x
由定理 2.9知 x的支撑泛函在 ,1L F  中。根据Hahn-Banach定理存在 F 

使得 ( )x  。令 f v   其中 v的定义见 (5-3) 式。则 f在 x处是范数可达

的且  11 K f 。若 f在    , \ 0y S L  也是范数可达的，于是有

       

 

*

,1

*

,1 ,1

,

1

f v y y I y I v y

I v v f

 

 

 

  

    

     

故有         p y t p x t p y t    , . .a e t G   ，    y x    和   1I y 
同时成立，根据   : 0t T x t SC    ，有 x y 。因此，x是  ,B L  的暴露

点。

5.3 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 序列空间的暴露点

定理 5.2 令1 p  ， , px l 且  pK x  ，  ,qv S l 是 x的支撑泛函，

若 v也是 , py l 的支撑泛函，则  pK y  。

证明 若  pK y ，则有

      1
1 1

1 ,
i i

v y v i y i b y i b y
 

 
 

    
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有     ,v i b sgny i i  。假设  qK v  ，取  ql K v 则有

  
1

, 0

11 inf 1 q q
q l

v I lv
l  

  

若 1l  ，根据b 的定义，有
,q

v


 ；若 1l  ，有
,

1
q

v


 ，这与
,

1
q

v


 矛

盾。因此  qK v ，此时必有    sgn ,x i b v i i ，由于 ,b b  两者中只能

有一个为有限值，得到矛盾，因此  pK y  。

定理 5.3 令1 p   ， , px l 且  pK x ， , px l 是暴露点当且仅当

card(supp x)=1。
证明 必要性

若 card(supp x)>1，根据引理 4.1 知 x不是  , pB l 的端点，故不是暴露点。

充分性

不失一般性，设   1 ,0,x x  且  1 0x  。证明   ,,0, qv b l   是 x的

暴露泛函，若 v也是  , px S l 的支撑泛函，则

 , 1 1v x b x   

则有      1 1 , px x K x   。若  pK x  ，取  0 pk K x ，有

      

   

11

0 0,
0 0

1

0 ,
0

1 11 1 1 1

1 1 1 1

p p pp
p

p p
p

x I k x I k x
k k

I k x x
k

 

 

      

   

矛盾，说明  pK x   。根据   ,
1 1

p
b x x 

   ，推出    0 1x i i   ，于是

x x ，v是 x的暴露泛函。
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定理 5.4 令1 p  ，  , px S l 且  pK x  ，x是  , pB l 的暴露点当且

仅当：

a)    p xK x k ；

b) card (supp x)=1 或     : \x pcard i k x i R SC    ；

c)    { }xI k x p  或   ,x i b i   ；

d) 当 1p  时

(i)   : 0xcard i k x i A B     ；

(ii) 若    1xI p k x   则   : xi k x i B   ， 若   1xk x  ，

   1xI p k x   ，则   : xi k x i A   ；

e) 当1 p  时

(i)      : : 0x xcard i k x i A card i k x i B        ；

(ii) 若     1 1p
x xI k x I p k x

    ，则

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B       ，

若   1xk x  ，     1 1p
x xI k x I p k x

    ，则

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B        ；

f) 当 p  时

(i) ( ( ))I p x   ；

(ii)      : : 0card i x i A card i x i B        。

证明 赋 1-Amemiya (Orlicz) 范数 Orlicz 空间单位球面暴露点的证明，已经

在文献[51]中给出证明，故在此省略。

不失一般性，设 ( ) 0,x i i 。

必要性

由于暴露点为端点，根据引理 4.1 知，条件 a)，b) 和 c) 成立。
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若 e)-(i) 不成立，不妨假设  1xk x a A   ，  2xk x b B   ，选取 1c a ，

2c b 满足        1 2a b c c      ，        1 1p a p a p c p c       和

       2 2p b p b p c p c       。令

   1 2, , 3 , 4 ,
x x

c cx x x
k k

 
   

 


显然有    x xI k x I k x   。

若 , px h ，设

   
   

       

1

2

, 3

p a p a i

v p b p b i

v i p x i p x i i

 

 

 

   
    


    

(5-4)

且满足    1 1p
xI k x I v

   ，根据定理 3.8 知，  0 ,q
v v v Grad x


  。由 x定义

知，        1 1 1x xp k x p k x v    ，        2 2 2x xp k x p k x v    对于任意

3i  有        ,v i p kx i p kx i      。根据定理 3.8，  0 ,q
v v v Grad x


  ，

由于
, p

x x x


   ，这与 x是  , pB l 暴露点矛盾。

若 , ,\p px l h  ，则 x的支撑泛函都在 ,ql S  中。根据 Hahn-Banach 定理存

在 S  ，使  xk x  和    1
,

( ) 1p
x q

I k x I v v 
  

  成立，其中 v的定义见

(5-4) 式。设
,q

f v v 


  ，根据定理 3.7 知， f 在 x 点处范数可达，即

 ,q
f f Grad x


 。根据 x的定义，显然有     1

,
1p

x q
I k x I v v 
  

   和

   x xk x k x     成立。因此，  ,q
f f Grad x


 ，由于

, p
x x x


   ，这

与 x是  , pB l 的暴露点矛盾，故条件 e)-(i) 成立。
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下面证明 e)-(ii) 的必要性。若     1 1p
x xI k x I p k x

    且

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B      

不失一般性，假设  1xk x a A   ，  2xk x b B  。选取 1c a ， 2c b 使

得        1 2a b c c     ，        1 1p a p a p c p c       和

     2 2p b p c p c    同时成立。令

   1 2, , 3 , 4 ,
x x

c cx x x
k k

 
   

 


显然有    x xI k x I k x   。对于任意的 i 有      x xp k x i p k x i   ，故

     
,x x q

v p k x p k x Grad x  
  ，但是

, p
x x x


   ，故 x不是  , pB l 的暴

露点。所以若     1 1p
x xI k x I p k x

    必有

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B      

若   1xk x  ，根据定理 3.10 知 x的所有支撑泛函都在 ,ql 中，用类似方法

可证明若     1 1p
x xI k x I p k x


   则必有

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B       

f) 当 p  时，有
,

1 1xk x
 

  。

f)-(i) 这种情况已在文献[73]中证明，在此省略。

f)-(ii) 设   I p x   ，f v   是 x的支撑泛函，根据定理 3.6，有 0  。

根据定理 3.5知  1K f  。根据定理 3.7有      p x lv i p x   其中  1l K f ，

于是得到

      *

,1
1I p x I lv l f    

       

矛盾，因此   I p x   是必要的。

充分性
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情形 (I) card (supp(x))=1

不失一般性，假设   1 ,0,x x  ，设     ,1 ,0, qv v S l  是 x的支撑泛

函，取  , px S l 。假设   2card suppx  ，若  1 0x  ，则 , 0 ,v x v x   ；

若  1 0x  ，根据
, ,p p

x x
 

  有    1 1x x  ，如果    1 1x x  ，由于

, ,
1

p p
x x

 
   ， 有    0 1x i i   ， 这 与   2card suppx  矛 盾 。 故

   1 1x x  ，有 , ,v x v x  ，因此 x是一个暴露点。

假设   1card suppx  ，若 , , 1v x v x   ，必有    1 1x x  ，   0x i 

 1i  ，故 x x 是一个暴露点。

情形 (II)   ,x i b i   
由于在零点连续，存在     sgnv v i x i 使得

 
1

,
,

q
i

x v b v i v



 

 

则
,q

v v


是 x的支撑泛函，取任意    , \px S l x ，取 i suppx suppx  使得

 x i b  (若 suppx suppx ，则 x x )。有

         
1 1 1

,
ii i

x v x i v i x i v i b v i


 


 



       
所以 x是一个暴露点。

情形 (III) 1 p  

(1)     1 1p
x xI k x I p k x

    且

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B      

由 1( ) ( ( )) 1p
x xI k x I p k x

    ， 有   1 q xK p k x 。 根 据 定 理 3.8 知

   
,x x q

v p k x p k x  
 是 x的唯一支撑泛函。若 v也是 x的支撑泛函，则有
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, 1v x  ，根据定理 5.2 知  pK x  ，取  pk K x  ，有

    
 

        

             

           

 

1

,

1

,
,

11

1,

1,

10 1 ,

1 1 ,

1 1 1

1

1

xp p

x q

p p
x xq

x q

p q qp
x x

ix q

x x
ix q

x

p k x
I k x x

k p k x

I k x p k x p k x k x
k p k x

I k x I p k x k x i p k x i
k p k x

I k x I p k x k x i p k x i
k p k x

k p k x




 

  
 



   
 



   
 

 

    


 
         

 
          

         








          
,

0x x

q

I k x I p k x I k x I p k x           

根据引理 1.6 有          1 1 1p p
x x xI k x I p k x I k x I p k x 

           ，根据 Young

等式成立条件有         xp k x i p k x i p k x i       ( i )，于是对于任意的

i有    xk x i k x i   ，又根据
, ,x xp p

k k x k x k
 

     ，得 x x  ，因此 x是

 , pB l 暴露点。

(2)     1 1p
x xI k x I p k x

    ， ( ) 1xk x 
记       :x x xJ i p k x i p k x i    ，由于     1 1p

x xI k x I p k x
    ，

对任意 xi J ，选取 0i  满足      x i xp k x i p k x i   和

          
1

1
1

x x

p

x x x i
i i J i J

k x i p k x i p k x i 


 
  

  
        

   
  

设

 
  
  

,

,
x x

x i x

p k x i i J
v i

p k x i i J




  
 

(5-5)
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则有    1 1p
xI k x I v

   。由于   1xk x  ，根据定理3.9知 x的支撑泛函在 ,ql S 

中。根据 Hahn-Banach 定理知，存在 S  使得  xk x  ，且满足

    1
,

1p
x q

I k x I v v 
  

    成立。令 ,q
f v v 


  ，根据定理 3.7 知 f在 x

处范数可达，

  * *
, ,

,

1
qq q

q

f s v f
v


 





且
*

,q
f f


是 x 的暴露泛函，若

*

,q
f f


也是  , px S l 的支撑泛函，则有

 pK x  ，(事实上，若  pK x  ，    ,
1 1

1
p

i i
x b x i x i b

 

 
 

       

根据  *, ,p qh l  ，x的支撑泛函都在 ,ql 中，这与 0  矛盾，因此  pK x   )

取  pk K x  。有

    

    

    

      

   

1

*

,

1
*

* ,
,

11

,
, ,

*

,

* , ,
, ,

* ,
, ,

10 1

1 1

1(1 ( )) 1 ,

1 ,

1

p p

q

p p
q

q

q qp p
q

q q

q

q q
q q

q q

fI k x x
k f

I k x f f k x
k f

vI k x I v k x k x
v v

k f

I k x I v v v k x v k x
k f v

I k x I v v
k f

v

v

 

 





 



  
 



   

 

  

 

    


 
      

  

           
 




         


   


      

  

,

*

,

1 0

q q

q

I v I k x v k x

k x
k f

 

 

  



     

   

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因此，有  k x    ，     1
,

1p
q

I k x I v v 
  

      和对任意的 i 有

        xp k x i p k x i p k x i       成立。不论  xk x i SC ，还是 xi J ，显然

都有    xk x i k x i   。因此对任意 i 都有    xk x i k x i   成立。根据

, ,x xp p
k k x k x k

 
     有 x x  ，因此 x是  , pB l 的一个暴露点。

(3)     1 1p
x xI k x I p k x


   ，   1xk x  且

     : : 0x xcard i k x i A card i k x i B       

由定理 3.8 和 3.9 知 x的支撑泛函在 ,ql 中，且    
,x x q

v p k x p k x  
 是 x

的唯一支撑泛函。若 v也是 x的支撑泛函，则 , 1v x  ，取  pk K x  ，用 (1)

中类似方法可以证明 x x ，因此 x是  , pB l 的一个暴露点。

(4)          1 11p p
x x x xI k x I p k x I k x I p k x 

       ，   1xk x  。

设   v v i 定义见 (5-5) 式且满足    1 1p
xI k x I v

   。根据定理 3.8 知

,q
v v


是 x的支撑泛函，也是暴露泛函。若

,q
v v


是  , px S l 的支撑泛函，

取  pk K x  。根据  1 qK v ，Young 不等式和Holder 不等式有

    

     

,

,

1 1, ,

1

q

p q q

v v x v k x I v I k x
k k

s I k x s I v v
k

 

  

       
 

   


根据引理 1.6 有    1 1pI k x I v
     ，根据 Young 等式成立条件，对于任意 i N

有         xp k x i p k x i p k x i       ，类似可得 x x ，因此 x是  , pB l 的一

个暴露点。

万方数据



第 5 章 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的暴露性

-89-

情形（IV） p  ，   I p x   。

(1)   1x 

由   1x  知 x的支撑泛函在 ,1l 中。令       :xJ i p x i p x i    。

对任意 xi J ，选取 0i  满足      ip x i p x i   ，令

 
  
  

,

,
x

i x

p x i i J
v t

p x i i J




  
  ，

，
(5-6)

由定理 3.8 知 0 ,1
v v v


 是 x的支撑泛函。于是有

         ,1
1

, 1
i

v v x v i x i I x I v I v


  


     

因此，  11 K v 。若 0 ,1
v v v


 也是    , \ 0y S l  的支撑泛函。则有

         ,1 ,1
1

, 1
i

v v y v i y i I y I v I v v


   


      

于是对任意的 i有         p y i p x i p y i    和     1I x I y   成立。

类似有 x y 。因此，x是  ,B l  的一个暴露点。

(2)  =1x
由定理 3.9 知   ,1Grad x l s  ，根据 Hahn-Banach 定理，存在 S  使得

( )x  。令 f v   其中 v的定义见 (5-6) 式。则 f在 x处是范数可达的且

 11 K f 。若 f在    , \ 0y S l  也是范数可达的，则有

       

   

*

,1

*

,1 ,1

,

1

f v y y I y I v y

I v y v f

 

 

 

  

    

     

其中   1I x  由于 x是  , pB l 的端点。根据 Young 不等式，对于任意的 i有

        p y i p x i p y i    ，   1I y  和    y x    同时成立，故有
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x y 。因此，x是  ,B l  的一个暴露点。

5.4 赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的暴露性

定理5.5 赋p-Amemyia (1 p   ) 范数Orlicz空间  , ,p pL l  具有暴露性当

且仅当赋 p-Amemyia (1 p   ) 范数 Orlicz 空间  , ,p pL l  是严格凸的。

证明 必要性

设  , ,p pL l  具有暴露性质，即单位球面     , ,  p pS L S l  上每一点都为暴

露点。由于暴露点是端点，因此  , ,p pL l  是严格凸的。

充分性

任给     , ,p px S L S l  ，存在  f Grad x ，若存在     1 , ,p px S L S l  使

得    1 1f x f x  ，则有

1 1

,

1
2 2 p

x x x xf


     
 

由于  , ,p pL l  是严格凸的，必有 1x x ，所以 x是暴露点。由 x的任意性，有

 , ,p pL l  是严格凸的。

5.5 本章小结

本章主要对赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间 , pL 和 , pl 的暴露性行研究。利

用单位球面上点的支撑泛函的具体形式，给出了 , pL 和 , pl 单位球面点为暴露点

的判据。结果表明，当1 p  时， , pL 和 , pl 中暴露点的判据弱于 oL ，L ，
ol
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和 l中暴露点的判据。从点态性质的结果出发获得了 , pL 和 , pl 具有暴露性的充

要条件。
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结 论

随着 Orlicz 空间几何理论的发展成熟和应用的需要，数学工作者们开始把

目光转向了Orlicz空间的各种推广和深化。赋 p-Amemyia范数Orlicz空间 , pL 和

, pl 是赋Orlicz范数Orlicz空间  o oL l  和赋Luxemburg范数Orlicz空间  L l  的

推广，由于 p-Amemyia 范数
, p

 的生成函数的多样性，使得 , pL 和 , pl 更为复

杂。因此，研究 , pL 和 , pl 需要引入新的技巧。 , pL 和 , pl 中很多点态性质和几

何性质的判据还没有得到，需要不断完善该理论内容。本文对 , pL 和 , pl 的光滑

性、严格凸性和暴露性进行研究，主要结果和创新点如下：

一、在 , pL 和 , pl 的对偶空间引入如下泛函：

  
   
  

1
*

* 0*
, 0

*

0

11inf 11inf
1inf max 1,

q q

k
qq k

k

kf q
kf s kf

k
kf q

k








 




     

  
，

，

利用该泛函，给出了 , pL 和 , pl 有界线性泛函范数计算公式和单位球面上点的支

撑泛函的具体形式。进一步借助单位球面上点的支撑泛函的具体形式得到了

, pL 和 , pl 光滑点的判据。从光滑点的刻画出发获得了 , pL 和 , pl 具有光滑性的

判别准则。

二、给出了 , pl 具有严格凸性的判别准则。使用新的方法简化了 ol和 l具有

严格凸性的证明。

三、利用 , pL 和 , pl 单位球面上点的支撑泛函的具体形式，给出了 , pL 和 , pl
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单位球面上的点为暴露点的判别准则。结果表明，当1 p  时， , pL 和 , pl 暴

露点的判别准则弱于 oL ，L，
ol和 l中暴露点的判别准则。利用点态性质的结

果获得了 , pL 和 , pl 具有暴露性的充要条件。

赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间中的点态性质和几何性质的研究只解决了一

小部分，还有大量工作可以做，该空间中的很光滑点、强光滑点、强暴露点、

弱*强暴露点、弱强暴露点、WM 点等点态性质及相应的几何性质都未解决。是

否可以借住赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间有界线性泛函的范数计算公式解决上

述点态性质的刻画问题？进而为研究该空间具有相应的几何性质提供支撑。这

是我今后需要继续研究的问题。

2019 年 Wisla M 将赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间推广得到更一般的赋 s-
范数 Orlicz 空间。是否可以借鉴寻找赋 p-Amemyia 范数 Orlicz 空间有界线性泛

函范数计算公式的方法去寻找赋 s-范数 Orlicz 空间有界线性泛函的范数计算公

式？从而为进一步的研究赋 s-范数 Orlicz 空间的光滑性、暴露性、WM 性质等

几何性质提供必要的工具。这也是我今后需要继续研究的问题。
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