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Zaktady Graficzne Ski Ake. Ksigznica-Atlas we Lwowie

. Zbior E nazywamy przestrzenig linjowa, jezeli dla x, y ¢ E
1 kazdej liczby a okreslone sg x -1y, ‘ex € E w ten sposdb,
ze (x, y, z €-E; o, §, liczby): x-+y=y-Fx x+(@y+2)=
=@+ y+2z x+y=x-+2z pocigga y —z, a(x+y =
—ax—ay, (@+Pfx=ax+Bx, a(@Bx)=(p)x, 1x=ux;
wtedy istnieje doktadnie jeden element 0 € £ taki, ze x |+ 0=ux:
kladziemy —x—=(—1)x, x—y=—x-}1 (). O zbiorze W E
powiada sie, ze jest wypukly, jezeli dla x, ye W i 0 a1
jest ax (1 —a)yeW; funkcjonat, t. j. funkeje rzeczywisty,
@ (x) okreslong w zbiorze wypukiym W ¢ E nazywamy wy-
pukty, jezeli dla x, ye Wi 0Ca<1 jest p(ax+4 (1—a)y) <
Lag )+ A—a) g ).

Teorja zbiorow i funkcjonaléw wypukiych w przypadku
przestrzeni euklidesowych zostala zapoczgtkowana przez H.
Minkowskiego; pomimo prostoty swych pojeé¢ i metod, te-
orja ta nietylko wykazata wielka uzytecznosé przy traktowa-
niu zagadnien innych juz rozwinietych teoryj Analizy, lecz
data rowniez impuls do stworzenia nowych. W niniejszej
pracy okazuje, Ze podstawowe twierdzenia teorji zbioréw i funk-
cjonatow wypuktych wazne w przypadku przestrzeni euklide-
sowych, zachowujg wazno$¢ w przypadku bardzo ogélnyeh
klas przestrzeni linjowych; wynikajg stad rézne zastosowania,
np. do teorji operacyj linjowych, funkeyj zmiennej rzeczywi-
stej, metod limesowalno$ci i do rachunku warjacyinego.

1. Niech £ bedzie przestrzenig linjowa. Nazywamy ja
n-wymiarowg (n liczba naturalna), jezeli istnieja elementy x,,
Xsy oouy X, € E takie, ze kazdy element x ¢ E mozemy w jeden
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i tylko jeden sposéb przedstawi¢ w postaci x =a, x; + a x; |
+...ta,x,, gdzie a,, a, ..., ¢, sq liczbami; w przypadku
przeciwnym mowimy, ze jest ona co-wymiarowg. O zbiorze
R ¢ E powiada sie, ze jest linjowy, jezeli dla x, y ¢ R i kazdej
liczby o jest ax-+yec R; zbiory, ktére sq obrazami zbiorow
linjowych przy odwzorowaniach U{(x)=x-}a przestrzeni
linjowej E na siebie,
linjowych.

Niech E, F beda przestrzeniami linjowemi, za$ U (x) ope-
racja, t. j. funkcjg, okreslong w £ o wartosciach z F. Nazy-
wamy ja addytywna, jezeli dla x, y ¢ E jest U(x + y) =U(x) +
-+ U(y); mowimy, ze jest ona jednorodna wzglednie dodatnio-
jednorodna, jezeli dla x ¢ £ i kazdej liczby o wzglednie kaz-
dej liczby a >0 jest U(ax)=aU(x). Jezeli E, F' sg ponadto

przestrzeniami topologicznemi, to operacje U(x) addytywng.

i ciagla nazywamy linjowg: wtedy jest ona jednorodng.

Zbiér E nazywamy przestrzenig typu (B¥), jezeli jest prze-
strzenig linjowg i okreslony jest w nim funkcjonal |x| taki,
ze (x, y € E; aliczba): [lx[|+0 dla x=£0, [x-g|<|x|4]gl|,
lax||=|a||x|; jezeli liczbe ||x — y|| nazwiemy odlegloscia x od y,
to zbior E stanowi wtedy przestrzen metryczna.

Niech E bedzie przestrzenia typu (B*). Jezeli X (x) jest
funkejonatem linjowym =0 w £ i a liczba, to zbiér tych
punktéw x € E, dla ktéorych X(x) —a=0 wzglednie X(x)—
—a >0, nazywamy plaszezyzng wzglednie poiprzestrzenig.
Jezeli X (x), Y(x) sgq funkcjonatami linjowemi 0 w £ i a, g
liczbami, to na to, by relacie X(x)—a=0, Y(x)—p=
wzglednie X (x) — a >0, Y(x)— g > 0 okreslaty t¢ samg pta-
szczyzne wzglednie polprzestrzen potrzeba i wystarcza, by
istniata liczba y 9= 0 wzglednie liczba y >0 taka, ze Y (x)=
=y X(x) dla x€ E, 8 =ya. Mowimy, ze zbiér ACE lety po
Jjednej stronie ptaszezyzny okreslonej rownaniem X (x) —a =0,
gdzie X (x) jest funkcjonatem linjowym 40 w £ i a liczba,
jezeli funkcjonal X(x) —a nie zmienia w zbiorze A znaku.

gdzie a€ FE, nosza nazwe rozmaitosci

)

Zbiér K C E nazywamy cialem wypukltem, jezeli jest wypukty,
zamkniety i zawiera punkty wewnetrzne; brzeg ciala wypu-
kiego nazywamy powierzchniag wypukts. ‘

Mozna okazac, ze zbior H ¢ E jest ptaszezyzna wtedy i tylko
wtedy, jezeli jest rozmaitoScig linjowa zamknietq = E taka,
Ze nie istnieje rozmaito$¢ linjowa (zamknieta) /¢ E, I E za-
wierajgca H jako cze$¢ wlasciwa; zbior A ¢ E lezy po jednej
stronie ptaszezyzny HC E wtedy i tylko wtedy, jezeli dla
X, ye A—H i 0<a<1 jest ax-(1—a)yec E— H; po-
dobnie mozna okresli¢ ,geometrycznie“ wiele innych powc
wystepujgcych w tej pracy.

Niech K bedzie cialem wypukiem, zas a jego punktem
wewnetrznym. Przy x ¢ E oznaczamy przez K (x, a) kres dolny

zbioru wszystkich liczb a >> 0 takich, ze a - % x € K okre-

slony tak w FE funkcjonal K (x, a) nazywamy funkcjonatem
Minkowskiego ciata wypuktego K wzgledem punktu a. Dla pro-
stoty oznaczen przypuscimy, ze a =0, kltadge K(x) = K (x, 0);
przejscie do przypadku ogdlnego jest natychmiastowe?).

1. Jest K (x) <1, jezeli x jest punktem wewnetrznym,
K (x) =1, jezeli x jest punktem brzegowym i K (x) >1, je-
zeli x jest punktem zewnetrznym ciata wypuklego X.

2. Dla x, yc E i kazdej liczby a >0 jest: K(x) > 0
Ex+p) <K@+E@, K@x)=oK@), K@ <Mx|
(M stata).

W zwiazku z 2. zauwazmy, ze warunkiem koniecznym
i dostatecznym na to, by okreslony w E£ funkcjonal wypukly
i dodatnio-jednorodny ¢ (x) — a wiec taki, ze dla x, y< E
i kazdej liczby o> 0 jest ¢ (x + ) < ¢ (x) + ¢ (@), ¢ (ax)=
=uap(x) — spelnial warunek |g(x)|<M|x| dla xcE
(M stata), jest zarowno to, by byt ciagly, jak i to, by spel-
niat w £ warunek Lipschitz’a.

3. Jezeli K (x) jest funkcjonalem w E o wlasnosciach
z uwagi 2., to jest funkcjonalem Minkowskiego wzgledem
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punktu 0 ciata wypuktego utworzonego przez zbior tych x e B
dla ktorych A (x) < 1.
4. Na to, by cialo wypuklte K byto ograniczone, potrzeba
I wystarcza, by bylo K(x) > m|x| dla x¢ E (m stata 0 >).
5. Na to, by cialo wypukle K lezato po jednej stronie pta-
szczyzny okreSlonej rownaniem X (x) —1=0, gdzie X (x)

jest funkcjonatem linjowym w E, potrzeba i wystarcza, by:

bylo X (x) < K(x) dla x ¢ E.

Twierdzenie 1. Jeteli rozmaitosé linfjowa R ¢ E nie za-
wiera punktow wewngtrznych ciata wypuklego K C B, to istnieje
plaszczyzna H C E taka, 2e RC H i przytem ciato wypukte K
lezy po jednej jej stronie?).

Mowimy, ze plaszezyzna H C E jest ptaszczyzng podpiera-
Jaca do zbioru A CE (jak i do jego brzegu), jezeli zbiér A
lezy po jednej jej stronie i przytem odlegtosé¢ H od 4 rowna
si¢ 0. Z twierdzenia 1. wynika w szczegdlnosci, ze przez
kazdy punkt brzegowy a ciala wypuklego K przechodzi
co najmniej jedna ptaszczyzna podpierajaca do K; dla do-
wodu wystarczy wzigé za R rozmaito$¢ linjowg utworzong

z punktu a°). Uwazajmy np. kule XK. o srodku 0 i promieniu a : |

(a liczba > 0); funkcjonalem Minkowskiego tej kuli wzgle-
dem punktu O jest — ny Wedlug 5. rOwnanie X (x) —a=0,

gdzie X (x) jest tunkc;onalem linjowym w E, okresla wtedy
i tylko wtedy ptaszezyzne podpierajaca do kuli K. przecho-

dzgcq przez jej punkt brzegowy a, jezeli X (x) < | x| dla x¢ E, .
X (a) =|al|; twierdzenie 1. implikuje zatem istnienie funkejo-

natow linjowych w E o powyzszych wlasnosciach.
Twierdzenia 1. nie mozna uogdlni¢ na przypadek w kté-

rym K jest dowolnym zbiorem wypuktym i zamknietym; tak

np. zbiér K wszystkich punktéw x = {&,} przestrzeni (/) dla

4 1 ) - :
ktorych | &, | < = lest wypukty i zamkniety, lecz zadna pla-

szczyzna podpierajaca do K nie przechodzi przez punkt 04). -

= i

)~ E B

i

Mozna udowodni¢ nastepujace ogolne twierdzenie: Jezeli
zbiér K C E jest wypukly i przez kazdy punkt a < K prze-
chodzi co najmniej jedna plaszczyzna podpierajaca do K, to
istnieje ptaszezyzna H ¢ F taka, ze A ¢ HY).

2. Niech £ bedzie przestrzenig typu (B¥)9).

6. Jezeli ¢ (x) jest funkcjonalem wypuklym w E oraz ac E,

to istnieje skonczone @ (x)=— lim ":_ [ (@a-+ ecx) — @ (a)] dla
! e—>+0

x € E 1 przytem funkcjonat P (x) jest wypukly, dodatnio jedno-
rodny; jezeli funkcjonal ¢ (x) jest dodatnio-jednorodny, to
D) <g(x) dla xc E; jezeli funkcjonal ¢ (x) jest ciagly,

to @ (x) réwniez.

Jezeli przestrzen FE jest n-wymiarowa, to funkcjonal wy-
pukty w niej spelnia w kazdej kuli warunek Lipschitz’a;
jezeli przestrzen E jest co-wymiarowa, to. istnieja w niej na-

~ wet funkcjonaly addytywne, jednorodne a przytem nieciggle.

Lecz w przypadku ogélnym funkcjonal wypukty w £ i ogra-
niczony w otoczeniu choéby jednego punktu spelnia w oto-
czeniun kazdego punktu warunek Lipschitz’a; o tem, Ze nie
musi speinia¢ wtedy warunku Lipschitz’a w kazdej kuli, po-
ucza nastepujacy przyktad: W przestrzeni (/%) kladziemy
dla x= {§,}.

Niech ¢ (x) bgdzie funkcjonatem w E oraz a € E. Mowimy,
ze funkcjonat ¢ (x) posiada w punkcie a stabg rézniczke wzgled-

nie silng rozniczke, jezeli istnieje lim % lg(@+ ex) — ¢ (a)]
e—>0 ©
dla x € E i stanowi funkcjonat linjowy X (x) wzglednie istnieje
funkcjonal linjowy X(x) w E taki, ze lim “—i—H [ (a-+ x)—
x=2l)

— ¢ (a) — X(x)] =0; funkcjonal linjowy X(x) nazywamy
wtedy stabg rozniczka wzglednie silng rozniczka funkejo-
natu ¢ (x) w punkcie a. Na to, by funkcjonal ¢ (x) posiadat
w punkcie a silng rézniczke — X (x) potrzeba i wystarcza, by

funkcjonat X (x) byt linjowy i przytem by —; [p(a+ex)— @ (a)]
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zbiegato przy e¢— 0 do X (x) jednostajnie w kuli o srodku 0
i promieniu 1. Jezeli zatem funkcjonal ¢ (x) posiada w punk-
cie a silng rozniczke, to posiada réwniez staba i obie pokry-
wajg sie; odwrécenie nie jest prawdziwe nawet w przypadku
2-wymiarowej przestrzeni euklidesowej 7).

Twierdzenie 2. Jeteli E jest przestrzenig osrodkouwg,
zas @ (x) funkcjonatem wypuktym i cigglym w niej, to zbior
Z tych punktéw xc E, w ktérych funkcjonat ¢ (x) posiada
stabg rozniczke, stanow: Gy wszedziegests; zbior E— Z Jest
zatem 1-ej kategorji®).

7. Niech ¢ (x) bedzie funkcjonalem wypuktym i dodatnio

jednorodnym w E, a € E oraz @ (x) = lim % [ (a4-ex)— @ (a)]
e—> 0 ©

dla x ¢ E. Jezeli X(x) jest funkejonatem addytywnym i jedno-
rodnym w £ takim, ze X(a) = ¢ (a), X(x) < ¢ (x) dla x € E,
to. — P (-~ x)l X)L D (x) dla xc K- jezeli b€ F zas$ a jest
liczby taky, ze — P (— b) << a < D(b), to istnieje w E funk-
cjonat addytywny i jednorodny X (x) taki, ze X (@ = ¢ (a),
X(b)=0 X(x) <o) dla xckE,

Niech A ¢ £ bedzie cialem wypukiem zawierajgcem
punkt 0 we wnetrzu, a jego punktem brzegowym; potézmy

L (x) = EIEG% [K(a{ex)— K(a)] dla x € Ea

8. Jezeli r6wnanie X (x) — 1 =0, gdzie X (x) jest funkcpo
natem linjowym w F, okresla ptaszczyzne podpierajaca do K
przechodzgcg przez punkt a, to — L (— x) < X (x) < L () dla
x €E; jezeli b¢ E za$ a jest liczbg taky, ze — L(—b) < a < L(b),
to istnieje funkcjonal linjowy X(x) w E taki, ze X(b) = a
a przytem rownanie X(x) —1-=0 okresla plaszczyzne pod-
pierajgcg do K przechodzaca przez punkt a.

Jezeli K C E jest cialem wypuklem, a jego punktem brze-
gowym, to plaszczyzne M C E, przechodzacq przez punkt a,
nazywamy piaszezyzng styczng do K (jak i do jego brzegu),

— A S
T ey e = _u:““’z .
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jezeli jest ona jedyng ptaszezyzna podpierajgca do K prze-
chodzacg przez punkt a.

Twierdzenie 3. Jezeli E jest przestrzenig oSrodkowa,
zas F ¢ E powierzchnig wypukly, to zbior W wszystkich tych
ﬁunkto'w x € F, w ktérych istnieje plaszczyzna styczna do F

stanowi Gy wszedziegesta w I, zbior I'— W jest zatem 1-¢f

kategorji w FY).

Uwazajmy np. kule A, o $rodku 0 i promieniu a (a liczba
> 0). Wedlug poprzedniego i 8., na to, by w punkcie a brzegu
kuli K, istniata plaszczyzna styczna do niej, potrzeba i wy-
starcza, by funkcjonat ||x|| posiadat w punkcie a stabg roéz-
niczke ; na mocy twierdzenia 3., zbiér tych punktéow brzegu F,
kuli K,, w ktorych to zachodzi, stanowi G, wszedziegesta
w Iy, jezeli tylko przestrzen F jest osrodkowa.

Niech ¢ (x) bedzie funkcjonatem wypuklym i ciaglym w E.

L@ ten—o @

dla x € E, to stanowi funkcjonal linjowy w E; ¢ (x) posiada
zatem wtedy slabg rézniczke w punkcie a. Jezeli przestrzen E
jest n-wymiarowa, to z istnienia stabej roZniczki funkcjo-
nalu @ (x) w punkcie a wynika istnienie silnej rézniczki
w tym punkcie. W szezego6lnosei na to, by funkejonal | x ||
posiadat w punkcie a stabg rozniczke, potrzeba i wystarcza,
by istniala ptaszezyzna styczna do kuli A ., w punkcie a;
jezeli X (x) jest staba rozniczkg funkejonatu |x|| w punk-
cie a, to rownanie X (x)—|a|[=0 okresla te plaszczyzne.
Inne sformutowanie tej uwagi: Na to, by funkcjonat || x| po-
siadat w punkcie a slabg rozniczke, potrzeba i wystareza, by
istniat dokladnie jeden funkcjonat linjowy X (x) w E taki,
ze X (x) < |/ x|, X(a)="1al; staba rézniczka funkcjonatu | x ||
W punkecie a spetnia te warunki.

W przestrzeni (M) funkcjonal || x| nie posiada w zadnym
punkcie stabej rozniczki; ten przyklad dowodzi tego, ze twier-

Jezeli przy danem a ¢ E' istnieje lim
&—>0
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dzenie zaréwno 2. jak i 3. nie daje sie uogélni¢ na przypa-
dek dowolnych przestrzeni typu (B*). W przestrzeniach (L%
i (%) przy e>>1 funkcjonal ||x| posiada w kazdym punk-
cie 290 stabg a nawet silng rézniczke. Rozpatrzmy Kkilka
innych przyktadow, oznaczajac przez Z zbior tych punktow a
uwazanej przestrzeni, w ktérych istnieje staba rézniczka, t. i

istnieje @(x,a)=lim%[ﬂa+sx![—ﬂa;\] dla xec E; w tych
£=x0

przykladach w punktach zbioru Z istnieje zresztg silna réz-

niczka: 1. Przestrzen funkeyj rzeczywistych ciggtych okreslo-

nych w przestrzeni metrycznej zwartej Q: dzialania zwykle,

[ 2l =meaé<|x(q)}. a € Z wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje
q

9, € Q takie, ze |a(g))|>(a(g)| dla g€ Q, g+ q,; P (x,a)=

=x(q,)-sgn a (g,)*"). 2. Przestrzen funkeyj rzeczywistych

ograniczonych okreslonych w zbiorze abstrakecyjnym Q; dzia-

tania zwykle, | x||= kres pggrny lx(g)|. a€Z wtedy i tylko
S

wiedy, jezeli istnieje ¢, ¢ Q takie, ze |a(q,)|> kres gorny
%:=tqg€Q

la (@ |; ®(x,a) = x(q,) sgn a (g,). 3. Przestrzen £L). ae Z

wtedy i tylko wtedy, jezeli a (f) -0 prawie wszedzie ;

D (x, a) :j) x()sgna (f) dt. 4. Przestrzen (I). a c Z wtedy

i tylko wtedy, jezeli a, =0 przy a={a,}; @ (x,a)=¢ sen
o +&sgna, +...4-§,sgne, 4... przy x= (&}

Zauwazmy, ze jezeli spelnione sa zalozenia twierdzenia 2.

i zbior utworzony z punktéow x,, x,, ... X, ... jest wsze-
dziegesty w przestrzeni E, to zbior E— Z jest sumg zhio-
row W, Wy, ... W,, ..., gdzie W, jest zbiorem F, o tej wia-
snosci, ze przekroj jego z kazda rozmaitoscia linjowa a - ax,
(a € E; a przebiega liczby) jest co najwyzej przeliczalny; wy-
nika stad, ze jezeli £ jest przestrzenig euklidesowa, to zbior
E— Z ma miarg 0. Analogiczna uwaga zachodzi w Zwigzku
z twierdzeniem 3.1%),

11

3. Niech E bedzie przestrzenig typu (B*). Zbiér A ¢ E na-
zywamy stabozamknietym, jezeli z tego, ze x,c E (n=1,
2,...) i ciag {x,} jJest slabo zbiezny do x,c E wynika,
ze x,c A; cigg {x,} jest stabo zbiezny do x,, jezeli przy kaz-
dym funkcjonale linjowym X (x) w E, ciag {X(x,)} jest
zbiezny do X (x,). Zbior stabozamkniety jest zamkniety, lecz
nie naodwrot.

Twierdzenie 4. Zbior W E wypukty i zamkniety - E
Jest przekrojem potprzestrzeni'?).

Poniewaz potprzestrzen jest oczywiscie zbiorem stabozam-
knietym, wigc z twierdzenia 4. wynika, ze kazdy zbiér wy-
pukly i zamkniety jest stabozamknietym; to daje

Twierdzenie 5. Jezeli cigg punkiow {x,} jest stabo
zbiezny do punktu x,, to istniefg liczby a,, takie, ze a,, >0,
Opm =0 dla n<m, lim e,,=0, ¢,y +a,+...+a,,=1

i przytem cigg {0, % + x4+ ...+ 0a,,x,} jest zbieiny
do x,'®). :

Punkt a € E nazywamy srodkiem zbioru A ¢ E, jezeli z tego,
ze be A wynika 2a — b e A; zbiér ograniczony posiada co-
najwyzej jeden srodek. :

9. Jezeli zbior W E jest wypukly, zamkniety i ograni-
czony, a € E— W, to istnieje cialo wypukie K ¢ E ograniczone
i majace Srodek takie, ze W K, ac E— K. ;

10. Na to, by cigg punktéw {x,} byl stabo zbiezny do
punktu x, potrzeba i wystarcza, by byt ograniczony i by
kazde ciato wypukle K ¢ F ograniczone i majace srodek, ktore
zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow tego ciggu zawieralo x,.

Twierdzenie 6. Na fo by cigg punkféw |x,} byt stabo
zbiezny do punktu x,, potrzeba i wystarcza, by byt ograniczony
i by przy kaidem odwzorowaniu izomorficznem U (x) prze-
strzeni E na siebie byto lim || U(x, —x) | > || U(x, — x) || dla
x € EW), R—®

Odwzorowanie U(x) przestrzeni £ na siebie nazywamy



12

przytem izomorficznem, jezeli jest addytywne i homeomor-
ficzne. W przypadku przestrzeni euklidesowych uwagi 9., 10.
jak i twierdzenie 6. mozna zaostrzy¢; wtedy wystarczy za-
miast dowolnych ciat wypuktych, ograniczonych i majacych
srodek rozpatrywac¢ kule a zamiast dowolnych odwzorowan
izomorficznych odwzorowanie identyczne. To samo zachodzi
W przypadku przestrzeni £ spetiajaeych nastepujgce warunki:
(a) Funkcjonat || x || posiada w kazdym punkcie a 4-0 silng
rozniczke; (b) Z kazdego ciagu punktoéw ograniczonego mozna
wyrwac podciag stabo zbiezny do pewnego punktu?!). Ponie-
waz np. przestrzenie (L“) przy a > 1 posiadajg wlasnosci (a), (b),
przeto zachodzi twierdzenie: Jezeli x, c L ==, 20 iy
X, € (L9), to na to, by cigg {x.} byl slabo zbiezny do x,, po-

1 1
trzeba i wystarcza, by lim X, @) —x @) |*dt > W, ()= -
0 0

—x@[*dt dla ¥ (L), i} %, (B) [ dt < M (M stata),
Ograniczenie sie do prz(estrzeni posiadajacych wiasnosei (a),

(b) jest istotne; tak np. kKtadac x, ()=n dla 0 <t< 711-,

k() =0 dla %<i<1 (n=1,2 ..) mamy x,«< (L) i przy-

tem kazda kula w przestrzeni (L) zawierajaca nieskoriczenie
wiele wyrazow ciggu [x,! zawiera kul¢ o srodku 0 i pro-
mieniu 1.

Twierdzenie 7. Jeseli ¢ (x) jest funkcjonatem wypukliym
! ciggtym okresionym w zbiorze wypuktym W E, to przy
kazdym ciggu punktow x, c W (n=1,2 ...) stabo zbieznym
do punktu x, ¢ W jest lim ¢ (x,) > ¢ (o)

4. Niech K bedzie przestrzenia typu (B5%)1%). Zbior wszyst-
kich funkcjonatow linjowyeh X (x) w £ stanowi przy zwyklych
definicjach dziatan przestrzen, typu (B%), jezeli przez | X|| ro-
zumiemy kres gérny zbioru wszystkich liezb X (x), gdzie x ¢ E,

el 1 Oznaczamy jg przez E, nazywajac przestrzenia sprze-
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Zong do E. Niech K CE bedzie zbiorem ograniczonym
i oznaczmy przy kazdem X ¢ E przez K (X) kres gérny zbioru
wszystkich liczb X (x), gdzie x ¢ A; okreslony tak w prze-
strzeni E funkcjonal K (X) nazywamy funkcjonatem . podpie-
rajgcym do zbioru K.

11. Dla X, Y€ E i kazdej liczby a >0 jest: K(X-+-7) <
< K(X)+K(Y), K(aX)=aK(X), K(X)< M| X| (M stata).

12. Na to by K(X) >0 dla X¢ E, potrzeba i wystarcza,
by punkt 0 nalezat do kazdego zbioru wypukiego i zamknie-
tego I E zawierajacego zbior K.

Funkcjonat K (X) jest linjowy wtedy i tylko wtedy, jezeli
zbiér K sklada sig¢ z jednego punktu. Warunkiem koniecznym
wigc na to, by kazdy funkcjonat X (X) okreSlony w prze-
strzeni Z o wiasnosciach z uwagi 11. byt funkecjonatem pod-
pierajgcym do pewnego zbioru K ¢ E, jest to, by kazdy funk-.
cjonal linjowy w E byl postaci X (a), gdzie ac E; zachodzi
rowniez i

Twierdzenie 8. Jezeli kaitdy funkcjonat linjowy w E
Jest postaci X (a), gdzie a ¢ E, to kaidy funkcjonat K (X) w E
0 wiasnosciach z uwagi 11. jest funkcjonatem podpierajgcym do
zbioru tych punktéw x < E, dla ktdrych X (x) < K(X) przy X¢c E.

Funkcjonal @ (X) okreslony w przestrzeni E nazywamy
stabacigglym, jezeli z fego, 78 X, CE (n=1, 2,..), X, cE,
lim X, (x) = X, (x) dla x € £ wynika lim ®(X,)=®(X,). Funk-

n— o n—>¥o0

cjonat slabociagly jest ciagly, lecz nie naodwrot.

Twierdzenie 9. Na fo, by funkcjonat K (X) byt stabo-
ciggly, potrzeba i wystarcza, by zbior K byt zwarty.

Jezeli K E jest zbiorem ograniczonym, za$ K (X) funkejo-
natem podpierajacym tego zbioru, to zbiér wszystkich punk-
téw X ¢ E dla ktérych K (X) < 1 stanowi cialo wypukle za-
wierajgce punkt 0 we wnetrzu; nazywamy je zbiorem sprze-
tonym do K. ‘

Twierdzenie 10. Na to, by zbior sprzezony do zbioru
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wypuktego, zamknietego i ograniczonego K ¢ E byt ograniczony,
potrzeba i wystarcza, by punkt 0 nalezat do wnefrza zbioru K.'7).

13. Na to, by zbior sprzezony do zbioru K byl ograni-
czony, potrzeba i wystarcza, by K(X) > m| X| dla XcE
(m stala > 0). o

Twierdzenie 11. Na to, by K(X) >m| X| dla X¢c E
(m stata > 0), potrzeba i wystarcza, by katdy element x ¢ E dat
sie przedsiawic w postaci x = 0, X, 0 Xs 4. 0. @ %, oo
gdzie x, € K za$ a, sg liczbami takiemi, %e szereg | a, |+ | ay |+
+ .+ a, |+ ... jest zbieiny.

5. Poprzednia teorja daje sie uogo6lni¢ na przypadek do-
wolnych przestrzeni linjowo-topologicznych i lokalnie wy-
puktych. Zbior E nazywamy przestrzenig linjowo-topologiczng,
jezeli jest przestrzenig linjowg i topologiczng, przyczem dzia-
tania x -}y, ex sg ciagle; o przestrzeni takiej moéwimy, ze
jest lokalnie wypukty, jezeli kazdy zbiér otwarty A = E za-
wiera zbior otwarty wypukly *%).

Niech E bedzie przestrzenig linjowa za$ Z klasg mocy X
funkejonatéw ¢ (x) okreslonych w E o tej wlasnosci, ze
(x, y, x,, % € E; a,,a, liczby): ¢ (x) =0 dla kazdego funkcjo-
natu ¢ € Z wtedy i tylko wtedy, jezeli x=0, ¢ (x 1) < @ (x) 1
+o@), p(—x) =9 lim P (x, —x)=01ilim a,=a, po-

=P,

cigga lim ¢ (e, x, — a, x,) = 0. Nazywajgc otoczeniem punktu

a € F zbior wszystkich punktow x € E takich, ze ¢, (x —a),
@y (x—a),... ¢, (x —a) s gdzie @, ¢, ... 9, € Z zas ¢ jest
liczbg >0, uzyskujemy pewng przestrzen linjowo-topolo-
gicznag, ktorg nazywamy przestrzenig typu (F*s).

Twierdzenie 12. Kaida przestrzen linjowo-topologiczna
Jest izomorficzna z pewng przestrzenia typu (F*y).

O dwoch przestrzeniach linjowo-topologicznych méwimy
przytem, ze sa izomorficzne, jezeli istnieje odwzorowanie izo-
morficzne jednej na druga.

Zbior E mnazywamy przestrzenig typu (F%), jezeli jest
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przestrzenig linjowa i okreslony jest w niej funkcjonat | x||
taki ' 2ze (x, . % %, € E; a0, diczhy): ||x|| 10 dla x=0;

i+ gl <llxll gl I—xl =], Im [lx,—x]=0
i lim a,=a pociaga lim | a,x,—¢,x,||=0; stanowi on

wtedy przestrzen metryczna, jezeli ||x —y|| nazwiemy od-
legltoscig x od y.

Twierdzenie 13. Na fo, by przestrzen linjowo-topolo-
giczna byla izomorficzna z pewng przesfrzenig typu (F*), po-
trzeba i wystarcza, by spelniony byl w niej 1-szy aksjomat
przeliczalnosci.

Jezeli w definicji klasy Z zastapimy dwa ostatnie warunki
przez warunek (x € E; a liczba): ¢ (ax) =|a| ¢ (x), to uzy-
skana przestrzen linjowo-topologiczna jest lokalnie wypukia;
przestrzenie tego rodzaju nazywamy przestrzeniami typu (B*;).

Twierdzenie 14. Kazda przestrzen linjowo-topologiczna
lokalnie wypukia jest izomorficzna z pewng przestrzeniq typu
(B*0) o).

Zbior A zawarty w przestrzeni linjowo-topologicznej £ na-
zywamy ograniczonym, jezeli przy kazdem otoczeniu V' punktu O
istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze zbior wszystkich punktow sux,
gdzie x € 4, jest zawarty w V.

Twierdzenie 15. Na fo, by przestrzen linjowo-topolo-
giczna byla izomorficzna z pewng przestrzenig typu (B¥*),
potrzeba i wystarcza, by istniat w niej zbior wypukly, otwarty
i ograniczony *°).

Niech teraz E bedzie przestrzenia typu (B%*). Jezeli wez-
miemy za Z klase wszystkich funkcjonaléw postaci | X (x) |,
gdzie X ¢ E, to uzyskamy pewng przestrzen typu (B*;), przy-
czem lim x, = x, w tej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, jezeli

ciag {x,.} jest stabo zbiezny do x, w przestrzeni E. Podobnie
biorac za Z klase wszystkich funkcjonatéw w E postaci | X (x)|,
gdzie x ¢ E, dostajemy pewng przestrzen typu (B*:), przy-
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czem lim X, — X, w te] przestrzeni wtedy i tylko wtedy,

n—ow
jezeli lim X, (x) = X, (x) dla- x ¢ E.

6. Podamy tu kilka zastosowan poprzedniej teorji do teorji
operacyj linjowych, do zagadnienien teorji metod llmesowal-
nosci oraz rachunku warjacyjnego.

Niech £ bedzie przestrzenig typu (B*). Jezeli U(x) jest
operacja linjowsa w przestrzeni K o wartosciach z pewnej
przestrzeni F typu (B%*), to operacje U(Y), ktéra kazdemu
funkcjonatowi linjowemu Y(y) w przestrzeni F przyporzad-
kowuje funkcjonal linjowy Y(U(x)) w przestrzeni £, nazy-
wamy sprzezong do U(x); U(Y) jest zatem operacja linjowa
w F o wartosciach z E. Najwazniejsze twierdzenie ogoélnej
teorji rownan linjowych brzmi: Na to by rownanie y = U(x)
bylo rozwigzalne przy kazdem y € F, potrzeba i wystarcza, by
| UX)| > m| Y| dla Y& F (m stata > 0). Znany dowéd tego
twierdzenia jest ucigzliwy; przy pomocy poprzedniej teorji
wynika ono natychmiast — z twierd7enia 105 uwagi 11y
Jezeli przy danym punkcie py, > m|Y(y,) |
dla Y€ F (m stata > 0), to moze nieistnie¢ rozw1azanle row-
nania y, = U(x): Wystarczy wzigc¢ za £ jak i F przestrzen (c,)

i poloZyé U(x):{g”} dia x—&0, yo—{A}- Z twierdze-

nia 2. mozna jednak natychmiast wyprowadzi¢ wniosek, ze
warunek [|[UX) || > m|Y(y,)| dla Yc F (m stala >0) jest
konieczny 1 dostateczny na to, by istniaty punkty x,€ F

G —=ul =P

stad dalej, ze jezeli w przestrzeni E z kazdego ciggu ogra-
niczonego punktéw mozna wyrwacé podciag slabo zbiezny do
pewnego punktu, to powyzszy warunek jest konieczny i do-
stateczny na to, by rownanie y, = U(x) posiadalo rozwigza-
nia. W przypadku dowolnej przesltrzeni FE, jezeli operacja
U(x) jest postaci U(x)=x - V(x), gdzie V(x) jest operacja

oy dakie, g | gLl

nlz, lim U(x,) — go. Wynika
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petnociggta, t. |. przeprowadzajgca zbiory ograniczone w zwarte,
warunek ten jest znowu konieczny i dostateczny na rozwiazal-
nosé¢ réwnania y, — U(x). W przypadku réwnania X, = U (¥)
sytuacja jest prostsza: Na to, by rownanie to posiadalo roz-
wigzanie, konieczne jest i dostateczne, by || U (x) || > m| X, (x)
dla x € E (m stata > 0). Podobnie jak twierdzenie 10. lgcznie
z uwagg 11., wzglednie twierdzenie 11., pozwalajg na upro-
szezenie teorji réwnania linjowego, tak te same twierdzenia
zastosowane w odpowiednich przestrzeniach typu (B*;) daja

" odrazu nastepujace lwierdzenie: Niech R bedzie zbiorem linjo-

wym funkcjonatéw linjowych w E; na to, by kazdy funk-
cjonat linjowy w £ byt granicg ciggu funkejonatéow, naleza-
cych do R, potrzeba i wystarcza, by istniata liczba m > 0
taka, ze przy kazdym punkeie x < £ istnieje funkecjonat
X(x) w R dla ktérego || X|| <1, [ X(x)|> . Przytem
trzeba zakladaé. ze przestrzen F jest osrodkowsq. Poprzed-
nia teorja pozwala znowu udowodni¢ prosto to twierdzenie,
jak 1 analogiczne twierdzenie w przypadku przestrzeni, ktore
nie sg osrodkowe 2).

W teorji metod limesowalno$ci mozna z korzys$cig stoso-
waé wiele z posrod podanych poprzednio twierdzen. Tak np.
przez zastosowanie twierdzenia 5. dostaje si¢ twierdzenie: Je-
zeli metody Toeplitza 4 i B limesujg do 0 wszystkie ciggi
zbiezne do 0 i kazdy cigg ograniczony limesowalny metoda A
do 0 jest limesowalny metodg B, to jest limesowalny me-
todg B rowniez do 0. Wynika stad dalej, ze jezeli 4, B sg me-
todami permanentnemi i kazdy cigg ograniczony limesowalny
metoda A jest limesowalny metoda B, to jest limesowalny me-
toda 5 do tej samej liczby, do ktorej jest limesowalny me-
toda A4 ?%).

Twierdzenie 7. moze byé uzyte przy traktowaniu pewnych
zagadnien rachunku warjacyjnego. Upraszcza ono bardzo te-
orje, ktorg rozwingt niedawno L. Tonelli*) a mozZe by¢ uzyte
rowniez do dowodu nastepujgcego twierdzenia, ktore uogolnia
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twierdzenie o istnieniu powierzchni minimalnej w ogoélnym
przypadku. Niech J bedzie krzywa zamknieta Jordana w prze-
strzeni, dopuszcezajgeg przedstawienie postaci x; = x; (¥), gdzie
funkeje x; (¢) o okresie 2« posiadaja pochodne ciggle. Niech K
oznacza klase wszystkich powierzehni, dajagcyeh si¢ przedsta-
wi¢ w postaci x; = x; (u, v), gdzie funkeje x;(u, v) okreslone
dla u? -} v? <1 spelniajg warunki: (a) istnieje funkcja ciggla
monotoniczna @ (v) w przedziale 0 < v < 2w taka, ze ¢ (0) = 0,
G (2m) =2, x;(¢(r))=—x;(cos 7, sin v); (b) dla prawie kaz-
dego u funkcja x;(u,v) jest absolutnie cigglta wzgledem o
i dla prawie kazdego v jest ona absolutnie ciggta wzgledem u;
(¢) funkcja x; (u, v) jest ciagta; (d) pierwsze pochodne czgst-
kowe funkecji x;(u, v) sg catkowalne z kwadratem. Niech da-
lej F(X,, X,, X;) oznacza funkcje okreslong w calej prze-
strzeni taka, Ze: (a) jest ona dodatnio jednorodna; (8) posiada
pierwsze i drugie pochodne czgstkowe ciggle, poza punktem
S o
i,ﬁl d X; 60X,
datnio okresSlona. Przy powyzszyeh zalozeniach, istnieje
w Kklasie R powierzchnia x; = x; (u, v), dla Kktoérej caltka
I= |} F&X (uv), X, (0v), X, (a,0v) du dv wypada nie-
wt+vg1

wieksza niz w przypadku kazdej innej powierzchni tej klasy;
przytem X, (u,v), X, (u,v), X, (u, v) oznaczajg Jakobiany funk-
cyi x;i (a, v) ).

(0,0,0); (y) forma kwadratowa Aidy jest do-

Przypiski.

1) W zwigzku z teorja zbioréow 1 funkejonaléw wypuklych w przestrze-
niach euklidesowyeh, zob.: H. Minkowski, Theorie der konvexen
Korper, insbesondere Begriindung ihres Oberflichengriffs, Ges. Abh.
2 (1911) p. 131—229; T. Bonnesen und W. Fenchel, The-
orie der konvexen Korper, Berlin, 1934.

2) Zob.: S. Mazur, Uber konvexe Mengen in linearen normierten
Riumen, Stud. Math. 4 (1933) p. T0—84.

3) W przypadku przestrzeni o§rodkowyceh twierdzenie to znalazt Q.
Ascoli: G. Ascoli, Sugli spazi lineari metrici e le loro varieta
lineari, Ann. di Mat. 10 (1932) p. 33—81, 203—232. W przypadku
ogdlnym twierdzenie to bylo podane przeze mmie na posiedzenin Od-
dzialu lwowskiego Polskiego Towarzystwa Matematycznego 14. 5. 1932
przed publikacja dowodu przez Ascoliego: S. Mazur: Uber
konvexe Mengen in linearen normierten Rdumen, Roeznik Polskiego
Towarzystwa Matematyeznego 12 (1934) p. 115.

4) W zwigzku z definicja przestrzeni (12), jak i innyeh wystepujacych
dalej, zob.: S. Banach, Théorie des opérations linéaires, War-
szawa, 1932.

5) W przypadku przestrzeni (I2) udowodnit to O. H. Keller: 0O. H.
Keller, Die Homoiomorphie der kompakten konvexen Mengen im
Hilbertschen Raum, Math. Ann. 105 (1931) p. 748-758.

6) v Zobial e 7). :

7) Zob.: S. Mazur, Uber schwache Konvergenz in den Riumen (LP),
Stud. Math. 4 (1933) p. 128—133.

8) Zob. L. c. ?); tak samo w zwigzku z nwagami 7., 8.

9y Zob: 1 e 2).

0)

1)

To udowodnit S. Banach, 1. e. *), p. 168.

Wynika to oczywiSeie rédwniez z ogdlnego twierdzenia II. Rade-
machera: H. Rademacher, Uber partielle und totale Dif-
ferenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Variabeln und iiber die
Transformation der Doppelintegrale, Math. Ann. 79 (1919) p. 340—359
1 81 (1920) p. 52—63.

12) Twierdzenie to jest w zasadzie zawarte w pracy 1. c. 2).

13) W przypadku przestrzeni (LP) i (I?) przy p > 1, twierdzenie to udo-
wodnili S. Banaeh 1 S. Saks: S. Banach et B Siaks,
Sur la convergence forte dans les schamps LP, Stud. Math. 2 (1930)
p. 51—57; w przypadku przestrzent () udowodnili je niezaleznie
D, C. Gillespiei W. A. Hurwitz oraz Z. Zalewasser:
D. C. Gillespie und W. A. Hurwitz, On sequences of con-
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17)
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tinuous functions having continuous linuts, Trans. Amer. Math. Soec.
32 (1930) p. 527543, Z. Zalewasser, Sur une propriété du
champ des fonctions continues, Stud. Math. 2 (1930) p. 63—67;
z ostatniego twierdzenia mozna wyprowadzié twierdzenie 5., jak za-
uwazytem wspélnie z S. Banachem, Kkorzystajac z tego, Ze prze-
strzenie o$rodkowe typu (B%) sy réOwnowazne z cz¢Sciami przestrzeni
(C). "W zwigzku z uwagami 9., 10. zob. L e. 2).

ol teaT)

Rezultaty podane w tym ustepie nie bylty publikowane.

Twierdzenia 10., 11. oraz uwaga 11. sg zawarte w pracy: S. Mazur
und W. Orliez, Zur Theorie der linearen metrischen Rdume, Stud.
Math. 6 (1936); w druku.

Zob.;: ‘A. Tychonoff, Ein Fixpunktsatz, ' Math. Ann, 111
(1935) p. 767—776; A. Kolmogoroft, Zur Normierbarkeit eines
allgemeinen topologischen linearen Raumes, Stud. Math. 5 (1934)
p. 20-33; J. von Neumann, On complete topological spaces,
Trans. Amer. Math. Soe. 37 (1935) p. 1—20. Rezultaty podane w tym
ustepie nie bylty publikowane; przedstawialem je na posiedzeniu Od-
dziata lwowskiego Polskiego Towarzystwa Matematyeznego 9. 2. 1935.
Twierdzenie to zawiera praca J. von Neumann, L e 18), ktéra
ukazata si¢ jednak dopiero w ezerweu 1935.

Twierdzenie to zawiera praca A, Kolmogoroffa, 1l e 18).
Zoh. prace L. ¢ *7) oraz: S. Kaezmarz und H. Steinhaus,
Theorie der Orthogonalreihen, Warszawa—Lwow, 1935.

Ziob. prace L ¢ 7).

Zob.: 8. Mazur et W, Orlicz, Sur les méthodes linéaires de som-
mation, C. R. Aecad. Sei. Paris, 196 '(1933) p. 32—34.

Wyniki te uzyskane przeze mmnie wspolnie z J. Schauderem,
nie sy opublikowane. Byly przedstawiane na posiedzeniu Oddziatu
lwowskiego Polskiego Towarzystwa Matematyeznego 26. 5. 1934:
S. Mazur und J. Schauder, Uber Extreme von mehrfachen
Integralen, Rocznik Polskiego Towarzystwa Matematyeznego, 13 (1935)
p. 143. Zob.: L. Tonelli, Llestremo assoluto degli integrali doppi,
Ann. Pisa, 2 (1933) p. 89—130.

Wyniki te uzyskane przeze mnie wspélnie z J. Scehanderem,
nie sa opublikowane. Byly przedstawiane na posiedzeniu Oddzialu
lwowskiego Polskiego Towarzystwa Matematycznego 26. 1. 1935.




